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geweſenen Profefford der Mathematik, Phyſik und Aſtrgomie zu Amfterdam, 
Mitgliedes mehrerer gelehrten Geſellſchaften ꝛc. 


Elemente der Geometrie 


©. F. A. Jacobi 
Profeſſor an der Landesſchule Pforte. 
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Die in einer zweiten durchaus umgearbeiteten und ſehr vermehrten 
Auflage 1816 zu Amßexrdam erſchienenen: „Grondbeginsels der 
Meetkunde door J. H. van Swinden ete.“ vereinigen nach dem Ur: 
theile nicht blos des Verfaſſers vorliegender Ueberſetzung fondern auch 
anderer und zwar vollkommen ſachkundiger Männer mehrere fo erheb⸗ 
liche Vorzfige in fich, daß fie den beffern und beſten unter der großen 
Anzahl der in den beiden letzten Decennien erſchienenen geometrifchen 
Lehrbücher mit Recht an die Seite gefeßt werden dürfen. Ginfachheit 
und Schärfe in der Beflimmung der Grundbegriffe, naturgemäße Ver: 
knuͤpfung devfelben unter einander, vollfiändige, durch einen breißig: 
jährigen Unterricht unterflügte Durcharbeitung des gefammten von 
der Slementargeometrie dargebotenen Stoffes, darauf gegründete wohl 
durchdachte Anordnung defjelben, Gruͤndlichkeit und Klarheit in der Be: 
handlung einzelner Wahrheiten, ſtrenge und confequente Durchführung 
der von Euclides und Archimedes befolgten fogenannten fonthetifchen 
Methode geben dem Ganzen dasjenige wiſſenſchaftliche Gepräge, wel⸗ 
ches für ein mathgmatifches Pehrbuch überhaupt, heſonders aber dann 
in Anfpruch genommen wird, wenn baffelbe von Juͤnglingen benutzt 
werben foll, bei denen die formelle Ausbildung des Geiftes der entfchie- 
den vorherrfrhenbe Zweck des Unterrichtes ift. Zur gluͤcklichen Forderung 
eben dieſes wichtigen Zweckes dienen. aber auch bie zahlreichen Anmer 
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kungen, die neben nürglicher Belehrung mannichfacher Art, eine Menge 
trefflicher Winke fowohl über das Wefen und die Natur einzelner Säbe 
‚und Beweife, als aud) über ben Zufammenhang und dad gegenfeitige 


Verhaͤltniß mehrerer umter und zu einander enthalten, und baburch dem 
Lernenden Vieles zum Bewußtſein bringen, was einer gründlichen und 


fruchtbringenden Auffaffung des Ganzen ungemein dienlich iſt. 

Eine für ein Lehrbuch, beſonders wenn es für höhere Bildungsan⸗ 
falten beflimmt iſt, durchaus angemeffeng, ja nothwendige Einrichtung 
ift die von unſerm Verfaffer getroffene, nach welcher bie Bemeife zu den 
aufgeftellten Lehrſaͤtzen mit Sorgfalt und Umſicht angedeutet, aber nur 
ſelten und ausnahmsweiſe vollſtaͤndig ausgefuͤhrt find. Denn ſoll bie 
Mathematik als Unterrichtsgegenſtand auf gelehrten Schulen wirklich 


das leiſten, was mit Recht von ihr erwärtet und gefordert werben darf, 


fol fie den ihr gebührenden Antheil an der Erftrebung des legten Zwe⸗ 
des alles Schulunterrichtes, einer gründlichen, harmonifchen, zu höhern 
Studien befähigenden Durchbilbung bes jugendlichen Geiftes erlangen, fo 
it die erſte zu erfüllende Bedingung die, Daß die Lernenden zu ununter- 
brochener angeſtrengter Selbfithätigkeit Dadurch angehalten werden, daß 
man von ihnen fchriftliche Ausarbeitung des von dem Lehrer Vorgetra- 
genen fordert. Wie einft Euklides dem Beherrfcher Aegyptens mit Bes 
flimmtheit erklaͤrte, daß es einen ‚befondern Weg zur Mathematik für Koͤ⸗ 
nige nicht gebe, fo darf man auch Hier zuverfichtlich behaupten, dag von 
dem mathematifchen Unterrichte für unfere Schüler, ohne Die genannte 


Art von Selbftthätigkeit, durchaus Fein Heil zu hoffen ift, da ein vollfoms 


men Hares und durchdringendes Verſtaͤndniß, Durch welches der Lernende 
die ihm durch den Lehrer mitgetheilten Wahrheiten fich geiftig aneignet, 


auf einem andern Wege, ald dem angegebenen, fich nicht erreichen Iäßt. 


Soll aber der Lehrer mit Grund erwarten bürfen, daß die Schüler 
diefe erfle und nothwendige Bedingung für dad Gelingen des Unterrichs 
tes auch wirklich und vollftändig erfüllen, fo iſt es aus fehr nahe liegen⸗ 
"den Gründen nothwendig, daß das in ihren Händen befindliche Lehr⸗ 


buch ihnen nicht Alles, was fie nöthig haben, in ganzer Vollſtandigkeit 


darbietet. 
Die fortwaͤhrende und genaue Ruͤckſicht, die unſer Verfaſſer auf 
Euklids Elemente nimmt, und die dadurch veranlaßte gründliche Er: 
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Käuterung vieler. ſchwierigerer Stellen in benfelben,. iſt gewiß nicht ber 
geringfte. Vorzug ſeines Lehrbuches. Denn man braucht fich eben nicht 
zu der Einfeitigfeit derer zu befennen, die in diefem Werke des griechi- 
ſchen Mathematikers dad nen plus ultra aller geametrifchen Lehrbücher 
für alle Zeiten erbliden,, um gleichwohl das hohe und ausgezeich- 
nete Verdienſt, welches Euklides ſich durch daffelbe erwarb, nach feinem 
ganzen Umfange zu würdigen, und ber feſten Weberzeugung zu fein, 
daß nur bünkelhafte Anmaßung und arge Selbfiverbiendung fich unter: 
- fangen können, den Werth diefes Buches und das Verdienft feined Ver: 
faſſers fihmälern zu wollen, Daher forbert [hon die dem Euflided, als 
dem Vater der Geometrie, fhuldige Dankbarkeit, daß wir ein gründs 
liches -Verfländniß feiner Schriften unter uns zu erhalten fuchen; denn 
dieſes wird und am ficherften und. Eräftigften gegen jedes Verkennen fei- 
ner Verdienſte ſchuͤtzen. | 

Neben Euklides iſt zugleich auch durchgängig auf Legendre „den 
Euklides der neuern Zeit” verwiefen, was um fo zwedmäßiger ers 
fheint,. je anerkannter der Werth der Legendre’fchen Geometrie, je 
verbreiteter diefelbe auch in Deutfchlend, und je größer und eigen: 
thuͤmlicher der Reiz ift, zu fehen,. wie verfchiedene Wege oft zu einer 
und derſelben Wahrheit führen. 

Diefe Vorzüge vornehmlich find es, die dem durch einen mehr 
als zwanzigjährigen Gebrauch bewährten und vervolllonmneten van 
Swinden’fchen Lehrbuche einen durchaus ehrenvollen Platz unter den 
übrigen fichern und mich zu einer Ueberfegung deſſelben beftimmten. 
Bei diefer Uebertragung habe ich mich eben fo wenig mit: Aengſtlich⸗ 
keit an. dad einzelne Wort ded Driginald gebunden; als ich mich ans 
dererſeits ohne Noth von demſelben entfernt habe, An folchen Stels 
ken, wo ich erheblichere Veränderungen, bie mir: nöthig oder buch 
. wünfchenöwerth erfchienen, vorgenommen habe, ift dieß ausbrädtich 
angezeigt worden. Nur für eine Stelle iſt diefe Anzeige: bier noch) 
nachzutragen. In dem Anhange bes Verfafjers,. bei der Entwidelung 
der goniometrifchen Functionen in Reihen, habe ich anflatt der Dar: 
ftellungsweife, welche van Swinden von dem Holländifchen Mathes 
matiter de Gelder entiehnt, und bie fich allerdings in mehrfacher 
Beziehung empfiehlt, diejenige gewählt, welche mein verehiter ” 
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und Freund, Herr Profeffor v. Münchow, in feiner Zrigenometiie 
mitgetheilt bat, da fie mir noch Vorzüge vor der zuerſt genannten 
zu haben fcheint. | 

Bei einer größern Anzahl von Veränderungen, die, wie ich glaube, 
geringfügiger find, habe ich freilich, eben diefer Geringfügigfeit willen 
und um den Raum zu andern Mittheitungen zu fparen, eine befons 
dere Anzeige unterlaffen. Die meiften derfelben haben den gemein: 
fchaftlichen Zweck, dem ſtreng Hollänbifhen des Buches ein mehr Deut: 

ſches Bepräge zu geben. So habe ich zuweilen eine Fürzere und auch 
wohl längere Notiz, weil fie mir von blos oͤrtlichem oder perſoͤnlichem 
Intereſſe zu ſein ſchien, weggelaſſen, waͤhrend ich dagegen ein ander⸗ 
mal eine ſolche, wenn fie fir Deutſche Leſer Intereſſe hatte, hinzu⸗ 
gefügt habe; eben fo habe ich nicht felten anftatt der Hollaͤndiſchen 
Schrift, die unfer Verfaſſer anführt, eine denfelben Gegenftand be: 
handelnde Deutſche citirt u. dergl. m. Ich fürchte nicht, daß man 
diefes Verfahren tadeln wird. 

Die große Reichhaltigkeit des vorliegenden Lehrbuches, auf welche 
fein Verfaffer fehon in der Vorrede zur erften Ausgabe als auf einen 
nicht unwefentlichen Vorzug beffelben hinweiſt, habe ich zu erhöhen 
gefucht durch mehrere den einzelnen Buͤchern beigegebene Anhänge, 
Eine Zugabe überhaupt war, wie ich glaube, ſchon darum nothwen⸗ 
dig, weil die Bereicherungen und Erweiterungen, deren neber andern 
Zweigen der Mathematit auch die Geometrie gerade in der Zeit ſich 
zu erfreuen gehabt hat, welche feit dem Erfcheinen der zweiten Auf 
lage diefes Buches verfloffen, viel zu bedeutend und wichtig find, als 
def fie noch ferner in den Kehrbüchern diefer Wiſſenſchaft unberuͤc⸗ 
fihtigt bleiben koͤnnten. Gewiß winde daher auch unfer Verfaffer, 

hätte er-eine dritte Auflage feiner Elemente erlebt, wicht unterlaffen 
haben, die fchönen neuern Arbeiten, befonderd Deutfcher und Fran: 
‚zöfifcher Mathematiker, wie fie vorzugsweiſe die Annales de Mathe- 
matigques par Gergonne, und das von Crelle herausgegebene Jour- 
nal mittheilen, zu einer abermaligen bedeutenden Vermehrung und 
Bereicherung derfelben zu benußen. 

Aber mic) leitete bei Abfaffung diefer Anhänge auch noch eine 
‚andere Ruͤckſicht. Wenn, wie vorher bemerkt wurde, bie erfte Bedin⸗ 


„ABER. 
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gung für einen gebeihlichen Unterricht m’ der Geometrie ein gründliches 
auf dem oben angegebenen Wege durch bie Lernenden zu erlangenbes 
Verſtaͤndniß der in den Öffentlichen Lehrſtunden erörterten Wahrheiten 
ift, fo ift es nicht Die einzige. Bielmehr muß zu ihr nad) eine zweite 
hinzukommen. Der Schüler muß, und zwar verhaͤltnißmaͤßig fruͤh, 

zur Anwendung des Erlernten angeleitet werden, indem man ihn zum 
eignen Auffinden von Beweiſen fuͤr geeignete Lehrſaͤtze veranlaßt. Un⸗ 
ter der Leitung eines umſichtigen und thaͤtigen Lehrers ſind dieſe Uebun⸗ 
gen in der That ein maͤchtiger Hebel zur Entwickelung und Schaͤrfung 
des Urtheils, "und ganz geeignet bie Wahrheit des Ausfpruchs von dem 
großen Lagrange: „J'avois som de revenir frequemment aux con- 
siderations geometriques, que je crois ires- propres à donner au 
jugement de la force et de la nettete‘“, in ihr velles Licht zu fegen. 
Durch folche Uebungen wird offenbar der’ Lernende auf eine noch höhere 
Stufe der Selbftthätigkeit gehoben, als durch die zuerft erwähnten, 
durch fie alſo auch der Schlaffheit, biefer fo gefährlichen Feindin der 
ſtudirenden Iugend, auf das Erdftigfte entgegengenrbeitet *); erft mit 
ihnen, wie man mit Recht fagen kann, beginnt der gesmetrifche Un- 
terricht feine fchönflen Früchte zu tragen. Zu diefen Uebungen nun 
wuͤnſchte ich durch Die genannten Anhänge das von unferm van Swin- 
den"bereitö gelieferte Material hinreichend zu vervollfländigen. Bon 
diefem Gefichtspuncte aus bitte ich diefe meine Arbeit zu beurtheilen. 

Bei ihr hatte ich eben fo fehr den angehenden Lehrer, als ben fähigeren 
und fleißigeren Schüler vor Augen. Jenem wollte ich das oft zeitrau: 
bende Auffuchen des zu eignen freien Arbeiten der Schüler geeigneten 
Stoffes evleishtern, dieſem ein größeres Feld für einen nuͤtzlichen Pri- 
vatfleiß eröffnen. Zur Erreichung diefes Zweckes habe ich e8 wenigftens 
nicht an gutem Willen, wie ich mir bewußt bin, fehlen laffen. Ich 
babe an vielen Stellen oft mehrfach geändert und, wie ich hoffe, gebeffert, 

mehrere größere Abtheilungen einzelner Anhänge babe ich wiederholt 
ganz umgeazrbeitet; aber gleichwohl fühle ich mır zu gut, wie viel auch 
jegt noch meine Arbeit zu wünfchen übrig läßt. Namentlich hat, um 








) L’esprit est paresseux, il faut prevenir sa lachete naturelle et le tenır 
en haleine pour en developper toutes les forces et les avoir pretes au beson. 


Il n’y a que Pexercice pour cela. Lagrange- 
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nur bieß eine zu erwähnen, bie überaus fpärliche Muße, die gerabe in | 
den jüngft verfloffenen Iahren meine Amtögefchäfte mir übrig ließen, 
die Vollendung dieſer Arbeit auffallend verzögert, und entbehrt nun 


ſchon darum, und weil eine längere ruhige Sammlung. mir durchaus 
‚ nicht vergönnt war, bad Ganze an mehrern Stellen derjenigen Durch: 


arbeitung, und derjenigen Gleichmäßigkeit, Einheit und Abgefchloffen: 
beit, welche man wohl von einer folchen Arbeit zu fordern berechtigt iſt. 

Je weniger ich mir biefe und ähnliche Mängel verhehle, deſto ges 
neigter wird man fein, meiner Verficherung Glauben zu ſchenken, daß 
ed nicht eine leere Form und ein zur Schau Zragen einer erheuchelten 


Beſcheidenheit iſt, wenn ich mir fuͤr meine Arbeit die guͤtige Nachſicht 


der Leſer dringend erbitte. Aus eben dieſem Grunde werde ich jede Be⸗ 
lehrung, die ſachkundige Maͤnner geneigt ſein ſollten, mir uͤber einzelne 


Gegenſtaͤnde zugehen zu laſſen, mit wahrhaftem Danke erkennen und 


gewiſſenhaft benutzen. 

Das Aeußere des Buches verdient gewiß volle Anerkennung; es 
iſt der Art, daß der verdeutſchte van Swinden ſich nicht nur mit dem 
Hollaͤndiſchen, ſondern mit jedem der bisher in Deutſchland erſchienenen 
Lehrbücher dieſer Claſſe getroſt meſſen darf. Die wackere Verlagshand⸗ 
lung hat ſich dadurch ein weſentliches Verdienſt um meine Arbeit erwor⸗ 
ben, gern bezeuge ich ihr dafuͤr oͤffentlich meinen Dank. 

Durch zweckmaͤßige, der Deutlichkeit keinen Eintrag thuende, Spar⸗ 
ſamkeit des Druckes fuͤllt das, was in dem Original acht und vierzig 
Bogen einnimmt, in der Ueberſetzung, trotz der Andinge, noch nicht 


I fuͤnf und dreißig. - 


Der gröbern, finnentftellenden Drudfehler follen, wie ich hoffe, 
verhältnißmäßig nur wenige zurtidigeblieben fein. Die wenigen, welche 
eine freilich nur flüchtige Durchfiht mich bis jetzt bat entdeden laſſen, 


_ befinden fi) pag. 323; in den Formeln 683 und 684 fehlt der Paren: 


thefe auf ber techten Seite der Gleichung der Erponent 2. Die uͤbri⸗ 
gen, bie ſich noch vorfinden ſollten, erſuche ich die geneigten Leſer ſelbſt 
verbeffern zu wollen. 

Landesfchule Pforta den 9. Zul. 1834. 


Jacobi. 
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Alphabetifches Verzeichniß 
der Männer, ‚deren geometrifche Entdeckungen in diefem Lehr- 
buche mitgetheilt, oder deren Schriften wenigſtens an- 


geführt fi " nd. 


— — — 


Anmerk. Die mit einem bezeichneten Artikel find vom Ueberſetzer beigefügt. 


d’ Alenıbert (Jeau -1e-Rond) (1717 — 1780) Melanges de Literature, 
d’ Histoire et de Philosophie. Amsterd. 1760, 5 voll. in 8. 
Dieß Werk diefes berühmten Mathematiters iſt wiederholt 
- angeführt worden, wegen der guten Bemerkungen, welche fich 
—darin uͤber die Natur mathematifcher Wahrheiten, über das 
Weſen geometrifcher Beweife und ähnliche Gegenftände fins 
den. — :* Die hierher gehörigen Abhandlungen aus dem ges 
‚nannten Werke find wieder abgedrudt in den 1821 — 1822 

zu Paris erfchienen: Oeuvres de d’ Alembert 5 voll. in 8. 
. Anthonisse (Adriaan) Erfinder des. Verhältniffes zwifchen Durchmefs 
fer und Umkreis, (113:355) welches unter dem Namen 2er: 

hältniß des Metius befannt ift, wird angeführt pas. 218. 
Apollonius Pergaeus, lebte c. 200 v. Chr. Bon den vielen bei Pap- 


pus erwähnten Schriften des „großen Geometers“ find ung 


vollftändig erhalten nur die vier erften Bücher feines Werkes 
über die Kegelfchnitte; von den Büchern 5, 6 und 7 befiken 
wir blos eine lateinifche aus dem Arabifchen zu Stande ge: 


brachte Meberfeßung, und das achte Buch nur in einem Vers 


ſuche zu deſſen Wiederherftellung von dem verdienftvollen eng: 
lifhen Mathematiker Edmund Halley, welcher die befte Aus: 


X Literatur. 


gabe diefer Apollonianifchen Schrift beforgte unter dem Titel: 
Apollonii P. Conicorum libri octo, et Sereni de sectione 

‚ „econi et cyliudri libri duo. _ Oxonii 1710 in Fol. Außerdem 
fiehe Barrow. 

Archimedes bereicherte und erweiterte die Geometrie durd) die wichtige 
ften Entdeckungen in der zweiten Hälfte des dritten Jahrhun⸗ 
derts vor unferer chriftlichen Zeitrechnung. Das Jahr feines 
unglücfichen und gewaltfamen Todes ift 212. Die befte 
Ausgabe der Schriften diefes wahrhaft großen und feltenen 
Mannes ift folgende: Archimedis quae supersunt oınnia, 
cum Eutocii Ascalonitae commentariis, cura Jos. Torelli 
Graece et Latine Oxonii 1792 in Fol. — Außerdem fiehe 
Barrow. Eine fehr gute franzöfifche Ueberfegung ift die von; 

Peyrard Oeuvres d’Archimede Paris 1807, die ſich auch 
durch fehr Ichäßbare Zugaben, wie z. DB. durch eine Ab: 
handlung über die Brennfpiegel des Archimedes, fo wie 
durch eihe vortreffliche Abhandlung von Delambre über 
die Arithmetit der Griechen auszeichnet. 

Eine ältere, für ihre Zeit auch durch ihre Anmerkungen nicht 
unverdienftlüche, _deutfche Weberfegung ift von J. C. Sturm. 
Nürnberg 1670. Fol. * Eine neuere, höhern Anforderungen 
genügende von: | 

E. Nizze Archimedes von Syrakus vorhandene Werke ıc. 
Stralfund 1824 in 4. | 

Auch einzelne Schriften des Archimedes haben Bearbeiter ge: 
funden; hierher gehören unter andern: 

Adrıiani Romani in Archimedis circuli dimensionem ex- 
posilio et analysis. Wurceburgi 1598. Fol. 

* Hauber (C. F.) Archimed's zwei Bücher über Kugel und 
Cylinder nebft deffen Kreismeflung ıc. Tübing. 1795, 8. 

Tacquet hat feiner Ausgabe des Euclides viele wichtige 
Säße aus Ardyimedes beigegeben unter dem Titel: Se- 
lecta ex Archimede theoremata. 

Barrow (Isaac) (1630 — 1677) gab in einem Werke vereinigt heraus: 

— Archimedis opera, Apollonii conicorum libri IV, Theodosii 
sphaerica; Londini 1675, 4. Die Beweiſe der einzelnen Saͤ⸗ 
Be find von Barrow mit möglichfter Kürze und Dentlichteit 
verfaßt. — Außerdem ſiehe Euclides. 

Beaufort (} 1728) wird angeführt pag. 55. 
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Bernoulli (Jacob) (1634 — 1705) ein ausgezeichneter Mathematiker ; 
von ihm wird in dieſem Lehrbuche blos angeführt der dritte 
Ihe feiner beruͤhmten: „positiones de seriebus inlinitis‘ 
die fich wieder abgedruckt firden in feinen zu Genf 1744 ber: 
ausgefommenen Werten. 


Bion (+ 1733) Traite de la construction et des principaux usages 


« 


des instrumens de Mathematiques, Paris 1725, 4. Es giebt . 


mehrere Ausgaben und Ueberſetzungen diefes Buches. 

* "Bohnenberger (J. G. F.) Aftronomie. Tübingen 1811, 8. Außer⸗ 
dem fiehe v. Lindenau. 

Boscovich (Roger Joseph) (1711 — 1787) Voyage geograplique et 
astronomique pour la mesure de deux degres du Meridien. 
Paris 1770, 4. Dieß Wert erfchien urfprünglic zu Rom in 
lateinifcher Sprache. 

Cagnoli Trigonometrie rectiligne et spherique, traduit de !’ Italien 
par Chompre; Qme edit. Paris 1808, 4. Eins der vorzäg: 

lichſten Werke, die wir aber diefen Gegenftand befigen, be: 
fonders mag die Anwendung der Trigonometrie auf größere Ver: 
meffungen, auf die Algebra, und Aftronomie betrifft. Aus 
diefem Werke ift viel in diefes Lehrbuch aufgenommen wor: 
den, befonders in das VII, und IX Bud. 

Caille (de la) (1713 — 1762) Legons de Mathematiques, Paris 1755, 
8. — lecons d’ Astronomie, Paris 1761, 8. Der Verf. wird 
in diefem Lehrbuche meift durch Die Buchſtaben L. C. ‚bezeichs 
net und angeführt; es find von ihm aud) noch mehrere andere 
Werfe, lecons de Mecanique, Legons d’ Optique etc. erfchie: 
nen, die fämmtlich ein vortheilhaftes Zeugniß für den Ver: 
faffer ablegen. 

Chapelle (de la) Institutions de Geometrie de edit, Paris 1765, 
2 voll., 8. Diefes Werk wird häufig angeführt im erften 
Abſchnitt des VIE Buches; außerdem noch einmal im IV B. 

* Carnot (1. N. M.) Geometrie de Position, Paris 1803, 4.; aus dem_ 
Sranzöfifchen uͤberſetzt von H. €. Schumacher. Altona 1808 
— 1810, 2 Thle, 8 — Dos an fi ſchon fehr reichhaltige 


_ Merk enthält in feiner Deutfchen Ueberſetung noch mehrere” 


ſchaͤtzbare Zugaben von Gauss. 
Cartesius fiehe Descartes. 


Castillon (Jean de) ein durchaus vorzüglicher, mit dein Geiſte der Sek 


= 
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metrie der Alten innig verteauter Mathematiker, durch viele 
Schriften und Abhandlungen bekannt, von denen mehrere an 


“ | verfchiedenen Stellen diefes Buches angeführt werden, ftarh 


im hohen Alter im J. 1791. 


' Cavalieri Bonaventura, durd) mehrere mathematifche Schriften, bes 


fonders durch feine Geometria.Indivisibilibus Continuorum 
promota etc. Bonon. 1653, 4., bekannt. — Er wird pag. 279 
angeführt. 

Clavius (Christophorus) Geometria pracfica, Mogunt. 1606, 4. Au: 
ferdem fiehe Euclides. — Die gefammten Werke diefes mit 
Recht berühmten Mannes, der 1612 farb, find in fünf Folio: 
bänden herausgefommen. 

Clerc (Sebastien le) Geometrie sur le papier et sur le tefrain, Es 
giebt viele Ausgaben und Ueberſetzungen dieſes Buches. 

Commandinus (Fridericus) ein durch die Herausgabe mehrerer Schrif: 
ten griechifcher Geometer verdienter und mit Necht geachteter 
Mathematiker feiner Zeit, ftarb 1571. Er wird pag. 278 
angeführt. 

* Crelle (Aug. Leop.) Journal für reine und angewandte Mathematik; 
Berlin 1826 — 1833, 11 Bde, 4. — Wird fortgefegt. ° 

* Crelle Lehrbuch der Elemente der Geometrie und der ebenen und 
sphärischen Geometrie, Berlin 1826 — 1827, 2 Bde, 8. 

Cunn (Samuel) Construction and use of the Sector, London 1722, 8. 


Delambre (1749 — 1822) Methodes analytiques pour la determina- 
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. tion d’ un arc du meridien, Paris 1799, 4. Viele in dieſem 
Buche behandelten Gegenſtaͤnde werden noch weiter "ausge: 
führt in dem größern Werke deffelben Hochverdienten Verfaſ⸗ 


fer: Base du systeme-metrique, Paris 3 voll., 4. — Bon 
ihm befigen wir auch: Abregé d’ Astronomie, Paris 1813, 
8. — Außerdem fiehe Archimedes und Ptolemaeus. 


Deparcieux (+ 1768) Nouveaux Traites de Trigonometrie 'avec un 
iraitd de Gnomonique, Paris 1731, 4. | 


Descartes (Rene) oder Cartesius (1596 — 1650). Seine in diefem 


Lehrbuche angeführte Geometrie, welche zuerft 1637 erſchien, 
gehört zu den in der Gefchichte diefer Wiſſenſchaft merkwuͤr⸗ 
digen Büchern, indem durch) fie der Grund zu einer ganz 
neuen Behandlung der Geometrie gelegt wurde. Von den 
vielen Ausgaben und Veberfeßungen diefes Buches verdienen 
vorzugsweife genannt zu werden: Cartesii Geometria cuın 





Titeratur. XxIII 
Commentariis Francisci van Schooten Ed. 2%. Amstel. 1659, . 
4., und: Geometrie de Descartes avec un Commentaire par 
Rabuel, Lyon 173%, 4. 

Dinostratus, welcher 370 v. Chr. lebte, wird in Anmerk. 6 zu 332 
angeführt, indem er eine gerade Linie zu finden lehrte, welche 
von gleicher Lärige mit einer Kreisperipherie und zwar vermit: 
teift einer beftimmten krummen Linie, Quadratrix genannt, 
welche er entweder felöft erfand, oder doc, wenigſtens zu dem 
genannten Zwede zuerft anwandte. 

* Durrande (J. B.) ein ausgezeichneter junger franzöfifcher Mathemas 
titer, von dem wir zwar fein felbftftändiges Werk aber eine 
große Anzahl Äberaus fhäßbarer Abhandlungen über verfchies 
dene Segenftände der Geometrie befißen, die fid in den An- 
nales de Mathem. etc. par Gergonne zerftreut finden. on 
feinen Entdeckungen ift Vieles in die Anhänge, beſonders in 
die zum 5., 6. und 7. und zum 11. und 12. Buche aufge: 

nommen worden. Er ftarb noch fehr jung im 3. 1825. 

Eratosthenes ein berühmter 'griechifher Mathematiker, der ungefähr 
270 — 190 v. Ehr. meift zu Alerandrien lebte, wird bei der 
9, Aufgabe des dritten Buches angeführt, wegen feiner Auf: 
löfung der Aufgabe: Zwifchen zwei gegebenen Geraden zwei 
‚mittlere Droportionalen zu finden. | 
Fuclides. Ungemein zahlreich find die Ausgaben und Ueberſetzungen 
von dem_ Werke „Zroxsıa‘“ diefes ausgezeichneten griechis 
fhen Mathematiters, der 300 3. vor unferer Zeitrechnung 
lebte und fich durch jenes Werk einen unfterblichen Namen 
erworben hat. Diefe Elemente beftehen jegt aus 15 Buͤ⸗ 
chern; aber e8-ift höchft mahrfcheinlich um nicht zu fagen ge: 
wiß, daß nur die 13 erfien. vom Euclides ſelbſt gefchrieben 
find, die beiden legten dagegen einen andern, nämlich den 
Hypsicles zum Verfaffer, haben. Unter der faft zahllofen Men: 
ge von Ausgaben und Weberfeßungen, von denen fehr viele 
nur die fechs erften Bücher fammt dem 11. und 12. enthalten, 
verdienen folgende Bervorgehoben zu werden: 


1. Praeclarissimus liber elementorum Euchidis etc. impr. 
-Erhardus Ratdolt, Venet.1492, ol. (Die ältefte Auss 
gabe.): | 

2. Euclidis elementorum libri XV etc. graece edid. 
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S. Grynaeus, Bas. 1533, ed. 2de, Bas. 1558. —. De: 
fonders ſchaͤtzbar wegen des fonft nirgends in_der Spra- 
che des Originals abgedruckten Commentars des Proclus. 

3. Euclidis, quae supersunt oınnig ex recens. Dav. Gre- 
goru Graece et Lat. Oxonü 1703, Fol. 

4. Peyrard Oeuvres d’Euclide en grec, en latin et en 
frangois etc. 3 voll. Paris 1814 — 1818; 4. Als ein 

. Auszug aus diefer Ausgabe ift anzufehen 

* 5. Neide Euclidis elem. sex libri priores etc. Halis 1824, 8 

* 6. J. G. Camerer et C. F. Hauber Eucl. eleın. graece et 
latine commentariis instructa etc. Berol. 1824,.8. 

*7. E. F. August Eucl. Elem. ex optimis libris in usum 
tironuum graece edita, Berol. 1895 — 29, 2 voll., 8. 

8. Euclidis Elem. Libri XV auctore C. Clavio, Franco- 
farti 1607, 8. — Mit einem fehr ausführlichen, vies 

RNles Nüßliche enthaltenden Commentar, 

9. A. Tacquet Elem. (Euclideae) Geometriae planae ac so- 
lidae, quibus accedunt Selecta ex Archimede theore- 
meta etc. ed. nova Amstelod. 1783. Die Anmerkungen 
und Zugaben Tacquet’s find vorzüglich, noch durch andere 
bedeutend vermehrt erfcheinen fie in der Ausg. die zu 
Rom 1745 in Q DOctavbänden erfchien. 


10. Robert Simson Elements of Euclid etc. Glasgow 1757, 
4. — elifte Ausgabe London 1808, 8. — Aus dem 


Englifchen ins Deutfche überfegt von Reder und heraus: 
gegeben von Niesert, Paderborn 1806, 8. 

11. Koenig Elemens de Goometrie contenant les six pre- 
ıniers livres d’ Euclide eic. à la Haye 1762, 4. Schäß: 
bar wegen des guten Commentars zum V Buche. 

*12. Euklid's Elemente Funfzehn Bücher aus dem Gr. über: 
feßt von Lorentz, aufs Neue herausgegeben von Moll- 
weide 4. Ausg. Halle 1818, 8. | 


. * 13, Unter den Commentatoren des Euklides in neuerer Zeit 


nimmt einen vorzgüglichen Platz ein der verftorbene 


Profeffer C. F. Pfleiderer zu Tübingen. Siehe deflen: 


Scholien zu Euclid’s. Elementen herausgegeben von 


Hauhber und Plieninger, V Hefte, Stuttgart 1827, & 


Euler (Leonhard) (1707 — 1783) Introductio in Analysin Infinito- 


rum, Genevae 1748, 4. — Franzoͤſiſche Ueberſetzung durch 


⸗ 
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Labbey 1791, 2 Thle, 4 — Deutfche Ucherfegung durch) 
Michelsen, Berlin 1788, 3 Thle, 8. Durch diefes, fo wie 
durch viele-andere Werke und Abhandlungen diefes wahrhaft 
großen und ausgezeichneten Mathematikers find viele Zweige 
diefer Wiffenfchaft faft ganz umgeſtaltet. 

Als. Fortfegung diefes Werkes fol der eignen Erklärung des 
Bf. gemäß, betrachtet werden: 

*8Schweins (Ferdinand) Analysis, Heidelb. 18%, 4. 

Eutocius Ascalonita lebte im 6. Jahrh. unferer Zeitrechnung, und ift 
berühmt als Commentator des Archimedes und Apollonius; 
als foicher wird er an mehrern Stellen unferes Buches ans 
geführt. 

Fagnano Produzzioni Matematici etc. Pesaro 1751, 2 voll., 4. 

Fay (du) diefer waere Mathematiker, der noch jung 1739 ftarb, wird 
angeführt pug. 60, und 182. 

* Feuerbach. (Cart Wilhelm) Eigenfchaften einiger merkwürdigen 
Puncte des geradlinigen Dreieds ıc. Nürnberg 1822, 4. — 
Grundriß zu analytifhen Unterfuchungen der dreiedfigen 
Pyramide, Nürnberg 1827, 4. — Zwei Schriften, von ge: 
ringerem dußern Umfange, die aber eben fo fehr durch den 

Reichthum ihres Inhaltes als durch Gewandtheit in der Dar- 
ftellung fich auszeichnen, und den Beruf des Vf. zu folchen 
Unterfuchungen nuf eine ſchoͤne Weiſe befunden. Aus beiden 
Schriften find mehrere Säge in die verfchiedenen Anhänge 
aufgenonmen worden. Ihr Vf. if leider! am 12. Maͤrz d. J. 
im 37. Lebensjahre gefiorben. 

* Fischer (Erust Gottfried) Lehrbuch der Elementarmathematit, Ber: 
tin 1820 — 1834, 5 Bde, 8. . Dazu gehören zwei Hefte 
Anmerkungen. 

Floryn (Jacob) Grondbeginsels der hoogere Meetkunde, Rotterdam 

1794, 8. 

Gauss (Carl Friedrich) Disquisitiones Arithineticae, Lips. 1801, 8. 

. Eine franzöfifche Ueberſetzung diefes tieffinnigen Werkes un: 
ter dem Titel: Recherches Arithmetiques, Paris 1810, 4. — 
Eine neue Ausgabe des Originals iſt feit einigen Jahren ans 
gekündigt aber bis jegt noch nicht erſchienen. 

Gelder (de) Beginsels der Meeikunde, Amsterdam 1840, 8. — 
Handleiding tat te beschouwende en werkdadige Meelkunst. 
Anısterd. 1806, 4. 
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Gellibrand (F 1637) Trigonometria Britannica, sive de doctrina 
triangulorum libri duo, Goudae 1633, Fol. 

* Gergonne (3. D.) Annales de Mathematiques pures et appliquees etc. 
Nismes 1810 — 1833, 21 voll., 4. — Rom 22. Bde find 
nur das July⸗ und Augufts Heft, und feit 10 Monaten gar 
nichts mehr erfhienen, fo daß zu fürchten ſteht, es werde 
diefe uͤberaus reichhaltige und fchäßbare Zeitfchrift, die eine 
reiche Ausbeute zu den Anhängen diefes Lehrbuches befonders 
zu den fpätern geliefert hat, künftig nicht mehr fortgefegt 
werden. 

Girard (Albert) Invention nouvelle en Algebre, Amsterd. 1629, 4. 
Ein eben fo wichtiges, als feltenes Buch. 

Graaf (Abraham de) Analysis of Stelkundige ontknoping in Meet- 
kunstige Werkstukken, Amsterd. 1706, 4. 

Gregory (David) Treatise of practical Geometzy, Edinburg 1715, 8. 
Dieß Werk wurde als Handfchrift, fchon feit dem 1708 er: 
folgten Tode des Vf. zum Unterricht gebraucht. 

Grive (de la) Manuel de Trigonometrie pratique, Paris 1754, 8. 

* Grunert (Joh. Aug.) Lehrbuch der Mathematik für die obern Claſ⸗ 
fen höherer Kehranftalten, Brandenburg 1832, 4 The, 8. — 
Außerdem fiehe Klügel. 

. * Haumann (€. Gottlieb) Verfuch einer Wiederherſtellung der Buͤcher 
des Apollonius von den Beruͤhrungen. Breslau 1817, 8. 

Hennert-(Johann Friedrich) Profeſſor zu Utrecht, ein tuͤchtiger Ma⸗ 
thematiker, bekannt durch viele Schriften, unter andern auch 
durch ſeinen Cursus der reinen Mathematik, und den der an⸗ 
gewandten, die beide in lateiniſcher Sprache, jener in drei, 
dieſer in ſechs Octavbaͤnden erſchien. Er ſtarb 1813 im ho⸗ 
hen Alter. In dieſem Lehrbuche wird er angefuͤhrt pag. 187. 

Hero aus Alerandrien, ein Zeitgenoſſe des Archimedes wird bei ung 
angeführt pag. 24, und im dritten Buche der Aufgaben, in 
der 2. Anmerk. zur 9. Aufg. als einer von denen, die es vers 
fuchten, zwifchen zwei gegebenen Geraden zwei mittlere Pro: 
portionalen zu finden. 

Hippias, der im 5. Jahrh. vor unferer Zeitrechnung lebte, ift Erfin⸗ 
der der krummen Linie, welche den Namen Quadratrix führt, 
und wird angeführt in der 6. Anmerk. zu 332. 

Hire (de la) Sectiones Conicae, Parisiis 1685, Fol. Ein vorzuͤgli⸗ 
ches Wert über dieſen Gegenftand, nach der Methode der At: 
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ten verfaßt, deren Geiſt La Hire aufgefaßt hatte. Im erſten 
Theile des Buches befinden fihmehrere Säge über die harmo⸗ 
nifche Theilung gerader Linien, und um diefer willen wird es 
im dritten Abfchnitte des ILL Buches angeführt. 

* Hirsch (Meier) Sammlung geometrifher Aufgaben. Berlin 1805 
— 1807, 2 Thle, 8. 

Horrebow (Peter) In continuam proportionem harmonicam Mathe- 
mata 1737; abgedruckt im erften Theile feiner: 

Opera mathematico -physica, Hafniae 3 voll., 4. 

* v. Huguenin Mathematifche Beiträge ıc. Königsberg 1803, A. 

L’ Huilier (Simon) Exposition elementaire des principes des calculs 
superieurs, Berlin 1786, 4. — Eine neue Bearbeitung und 
Erweiterung diefes Werkes ift: Principiorum calculi dif- 
ferentialis et integralis expositio elementaris, Tubingae 
1795, 4. 

Elemens d’ Analyse Geometrigque et d’ Analyse Algebri- 
que etc. Paris 1809, 4. — 

* De relatione mulua capacitatis et terminorun: figura- 
rum etc. Varsaviae 1782, 4. 

* Polygonometrie ou de la mesure des ügures rectilignes 
etc. Paris 1789, 4. 

* Hoffinann (Joh. Jac. Ign.) der Pythagorätfche Lehrſat mit 32 Be: 
weifen, 2. Ausg. Mainz 1821, 8. 

Huygeus (Christian) de Circuli magnitudine inventa, Lugd.B. 1654, 

wiederabgedruct in deſſen operibus variis L. B. 1724, 4. 
Diefer ausgezeichnete Mann lebte von 1629 bis 1695. 

Hypsicles aus Aleyandrien, lebte zur Zeit des Cl. Ptolemaeus oder ets 
was fpäter. Er ift Höchftwahrfcheinlich der Verfaſſer von den 

beiden legten Büchern der Elemente Euklid's. 

Kaestner (Abraham Gotihelf) einer der befannteften Mathematiker 
neuerer Zeit, der als Profeffor zu Göttingen ftarb 1800 im 
hoben Alter. Won feinen vielen Schriften und Abhandlun: 
gen werden bei ung angeführt blos feine: Seometrifchen 
Abhandlungen. Böttingen 1790—91, 2 Thle, 8. 

Karsten (Wenc. Joh. Gust.) Mathesis theoretica elementaris atque 
sublimior. Rostochii et Grypliisw. 1760, 8. — 


* Lehrbegriff der gefammten Mathematik. Greifswalde 
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1767 — 1778, 8 Thle, 8. aufs Neue Herausgegeben von 
Mollweide, 2eipig 1812 — 1818. 

* Klügel (Georg Simon) Mathematifches Wörterbuch ꝛc. fortgefeßt 
von Mollweide und beendigt von Grunert, Leipzig 1803— 
1831, I Thle, 8. Außerdem noch ein Supplementband, 
Leipzig 1833, dem noch ein zweiter folgen fol. 

Kochansi wird angeführt pag. 225. 

Koenig fiehe Euclides,. | 

Kraaijenhoff Precis historique des operations Geodesiques et Astro- 
noıniques faites en Hollande. La Haye 1815, 4. 

Kraffı (G. W.) Institutiones geometriae sublimioris, Tubingae 1753, 4. 
Der Verf., deſſen Name durch diefe fo wie durch andere 
Schriften mit Recht bekannt geworden ift, ftarb 1754. 

* Kries ——— Lehrbuch der ⸗ reinen Mathematik. 5. Aufl. Jena 
1831, 

— Fr Algebre 12 me edit. Paris 1818, 8. — * Deutfch 
von Hahn, Berlin 1805, 2 Thle, 8. und von Metternich, 
Mainz 1811, 8. 

Lagny ein waderer Mathematiker, durch mehrere gründliche Abhand⸗ 
lungen bekannt, ftarb 1733. Er wird angeführt 325, An: 
merf. 3, und 332, Anm. 4. 

Lambert (Johann Heinrich) Beiträge zum Gebrauche der Mathema: 
tie ımd deren Anwendung, Berlin 1765, 3 Thle, 8. Die: 
fer gründliche Gelehrte und fcharffinnige Mathematiker, Vers 
faſſer einer größern Zahl vorzäglicher Schriften flarb den 
25 Septbr. 1777. | 

Lamy (+ 1715) Elemens de Mathematiques ou Trait& de la Gran- 
deur, Amstel. 1710, 8. — eine fehr verdienftlihe Schrift, 
von welcher wir blos den legten Theil des achten Buches, wel: 
her von der harmoniſchen Proportion handelt, benußt haben. 

Legendre (A. M.) Elemens de Geornetrie 12”® edit. Paris 1823, 8. — 

* Deutfch von Crelle, Berlin 1822, 8., 2. Aufl. 1833. 

Diefer ausgezeichnete, bis an das Ende feines Lebens un: 
ermuͤdet thätige, und um wefentlihe Vervollkommnung meh: 
verer Zweige der Mathematik hochverdiente Dann farb im 
81 %. feines Lebens zu Paris 1833. 

* Leslie geometrifche Analyfis, aus dem Engl. überf. von J. Ph. Gruson, 
Berlin 1822. 8. 

Leupold (Jacob) Theatrum machinarum, 5 Thle, Fol. 
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Lexell (Andreas) befonders bekannt als einer der Begründer, der Po- 
lygonometrie, wird angeführt pag. 193. 

* Lindenau (Bernhard von) und J. G. F. Bohnenberger Zeitfchrift für 
Afteonomie und verwandte Wiflenfchaften 3 Jahrgänge, Tü: 
bingen 1816 — 1819, 8. 

Ludolf van Ceulen van den Cirkel 2de druk Leiden 1615, 4. 

— Fundamenta aritlımetica ot geometrica etc. L. B. 1615, 
4. Ludolf farb als Profeflor zu Leyden 1620. 


Maclaurin (Colin) Treatise of Fluxions, Edinb. 1742, 4. in das Fran: 


zöfifche überfegt unter dem Titel: Traite des Fluxions, Paris 
1746, 4. Der ausgezeichnete Verfafler ftarb 1746. 

Martin (Benjamin) Young Trigonometers Guide, Lond. 1736, 2 voll. 
8. — ein fehr nuͤtzliches Buch. 

Mauduit ein fehr tüchtiger, durch Mehrere gute Schriften bekannter, 
Mathematiker, wird angeführt pag. 373. 

Mayer (Johann Tobias) gruͤndlicher und ausführlicher Unterricht in der 
prattifchen Geometrie 1— 3. Theil 4. Aufl. Göttingen 1814 
— 1818, 8.5, 4. Theil 1815, 5. Th. 1821. 

Menechmus Bruder ded Dinostratus, wird angeführt im dritten Buche 
der Aufgaben und zwar in der Anmerk. 2 zu Aufg. 9. Er 
zeigte, wie die Aufgabe, zwifchen zwei gegebenen Geraden 
zwei mittlere Proportionalen zu finden, durch Huͤlfe der Ke: 
gelfchnitte geläft werden könne. | 

Metius (Adriaan) Geometria practica ; Franequerae 1620, 4. Diefer 
bekannte Mathem. ftarb 1635. 

* Mollweide (Carl Brandan) befannt und verdient als Herausgeber 
des Enklides (f. Euchides), des Karften’fchen Lehrbegriffe (f. 
Karsten), noch mehr aber durch feine Fortfekung des Klü- 
gel’fhen mathematifchen Wörterbuches, deffen vierter Band 

‚von ihm ausgearbeitet ift, fo wie durch viele Ichäßbare Ab⸗ 
handlungen, von denen die meiften fich in der monatlichen 
Eorrefpondenz von Zach, in der Zeitfchrift für Aftronomie von 
v. Lindenau und Bohnenberger und in den aftronomifchen 
Nachrichten herausg. von Schumacher befinden. — Diefer 
durch feine feltenen, über alle Zweige der Mathematik mit glei: 
cher Gründlichkeit fic) verbreitenden Kenntniſſe wahrhaft aus: 
gezeichnete Mann ftarb 1825 im 52.5. feines Alters. 

* Schulz-Montanus Spftematifches Handbuch der gefammten Land: 
und Erdmeſſung, Berlin 1819, 2 Thle, 8. 


Xxx Literatur. 


Montucla (J. F.) Histoire des Mathematiques 2me edit. Paris 1799 
— 1802, 4 voll., 4. Die beiden legten Bände find nad) 
dem Tode M. von Lalande herausgegeben. — Bis jeat noch 
das befte und ausführlichfte Werk über Gefchichte der Mathe: 
matik. — 

Histoire de la Quadrature du Cercle, Paris 1754, gr. 12. 

* Eine neue Ausgabe, diefer ohne des Verf. Namen ers 
fhienenen und fehr felten gewordenen nüßlichen Schrift wurde 
vor ungefähr einem Sabre von Paris aus angekündigt. 

* Müller (J. H. T.) Disquisitiones de Tetraedro, Numburgi 1831, 4. 


* Müller (J. W.) Syſtematiſche Zufammenftellung der wichtigften biss 
ber bekannten Beweiſe des Pythag. Lehrfanes, Nürnberg 
1819, 8. 

* Münchow (K. D. von) Grundlehren der ebenen und fphärifchen Tri: 
gonometrie, in-rechnender Entwicelungsweife, Bonn 1826, 8. 
Diefe in mehr als einer Beziehung ausgezeichnete Schrift 
wurde an mehren Stellen befonders aber bei der Entwidelung 
der trigonometrifchen Functionen in Neihen benußt. 

Nasser- Eddin-Al Tussi ein berühmter Mufelmann, der über die Ele: 
mente des Euflid, fo wie über die Sphaerica des Theodofins 
und Menelaus gefchrieben hat. Er ftarb 1274 oder wie an: 
dere wollen 1288 unferer Zeitrechnung. Er wird angeführt 
P. 11. 

Neper (Johannes) ein fhottifcher Edelmann, erfter Erfinder der Loga- 
rithmen, worüber er 1614, in kl. 4., zu Edinburg heraus: 

‚gab: Logarithmorum canonis descriptio. Ein Jahr nad) 
feinem 1618 erfolgten Tode gab fein Sohn zugleich mit eis 
nem neuen Abdruck des genannten Werkes zu Edinburg in 4. 
heraus: Mirifici logarithmorum canonis constructio etc., 
una cum annotationibus Henrici Briggii. 


Newton (Isaac) (1642 — 1727) Arithmetica universalis; erſte Ausg. 
durch Whiston 1707, 8.; befler ift die von ’s Gravesande 
L. B. 1732, 4., die befte von Castillon Amstel. 1761, 2 voll. 4. 
Principia philosophiae naturalis matlıematica, 4., erfte 
Ausg. London 1686, 2te 1713, 3te 1726 kurz vor dem Tode 

des Verf. 
Nicomedes der wahrfcheinlich im 2ten oder Iten Jahrh. vor unferer 
Zeitrechnung lebte, wird im III Buche der Aufgaben bei dem - 
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Problem von dem Finden zweier mittlern Proportionalen er: 
wähnt. Berühmt ift er als Erfinder der Conchoide. 

Ozanam Usage du Compas de proportion, Paris, 8 — Methode de 
lever les Plans, Paris 1716, 8. — Der Berfaffer, von dem 
wir noch andere nüßliche Schriften befißen, ftarb 1717. 

Pappus aus Alerandrien, der im Sten Jahrh. unferer Zeitrechnung 
lebte, ift der Verf. eines für uns überaus fchäßbaren Werkes, 
das big jeßt, fo weit es Überhaupt ung erhalten, nur in einer 
lateinifchen Heberfeßung vorhanden ift, unter dem Titel: Pappi 
Alexandrıini Collectiones mathematicae a Frederico Com- 
mandino in Latinum conversae elc., Bonon. 1666, Fol. 

on Pappus befigen wir auch Huͤlfsſaͤtze zu Apollonius, 
welche Halley in feine Ausgabe aufgenommen bat. 

Pell (John) Controversia de vera circuli mensura inter Longomon- 

“ tanuın et Pellium, ‘Amstel. 1647, 4. Der Of. ftarb 1682. 

Perrault (Claude) ein gründlicher Kenner der Baukunft, durch mehrere 

Werke bekannt, unter andern auch durch feine franzöfifche. We: 
berfeßung des Vitruvius. Er wird bei uns angeführt pag. 24. 

Philo von Byzanz, lebte nach Hero, wahrfcheinlich 200 J. vor unfe: 
rer Zeitrechnung. Diefer namhafte griechifche Mathematiker 
wird bei uns angeführt 256,. Zuf. 4, und im.dritten Buche 
der Aufgaben; in der Anmerk. 2 zu Aufg. 9. 

Pitot ein gefchickter Mathematiker, der 1774 ftarb, wird bei ung. an 
geführt pag. 173. 

Plato. Diefem berühmten griechifchen Philofophen, der 400 J. vor 
unferer Zeitrechnung lebte, werden viele Entdecfungen in der 
Geometrie zugefchrieben. Er. wird bei uns angeführt in der 
Anmerk. 5 zu 209, und bei den Aufgaben, III, 9, wegen 
feines finnreichen Verfahrens zwei mittlere Proportienalen zu 
finden. 

Proclus In primum librum Fuclidis Commentariorum libri IV, edente 
Francisco Barocio, Pataviae 1560, Fol. — Ueber die Aus⸗ 
gabe des griechiſchen Originals ſiehe oben unter Euclides. — 
Eine Engliſche Ueberſetzung des Proclus mit vielen Zugaben 
erſchien zu London 1792, 2 voll., 4. 

Proclus lebte um die Mitte des 5 Jahrh. unferer Zeit 
rechnung. 

Ptolemaeus (Claudius) lebte in der erften Hälfte des 2. Jahrh. unferer 

| Zeitrechnung. Sein großes: aftronomifches Wert: Almage- 
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stum, seu maguae compositionis mathematicae opus, et- 
ſchien zuerft unter den gefammten Werken in Lateinifcher Ue: 
berfesung zu Bafel 1515, Fol. und fpäter noch einmal 1551 — 
Das griehifhe Driginal erfchien mit dem Tommentar des 
Theon zu Bafel 1538. Eine neue und volllommenere Aus 
gabe ift die von Halma beforgte, deren erfter Theil griechifch 
und franzöfifch mit vielen Anmerkungen zu Paris 1813, 4. . 
erfchien. 

Puissant Trait& de Geodesie Zme ed. Paris 1819, 2 voll. 4., avec 
un Supplement imprime en 1827. — 

Traite de Topographie, d’ Arpentage et de Nivellement 
‚Qme ed. Paris 1820, 4. 

Pythagoras. Diefer berühmte Philoſoph, welcher 500 J. vor unferer 
Zeitrechnung lebte, ift in der Geometrie bekannt durch den 
Lehrſatz, der feinen Namen trägt. Er wird bei ung auch noch 
angefuͤhrt in der Anmerk. 3 zu 87. 

Renaldini Profeſſor zu Padua, wo er 1700 ſtarb, iſt Verf. mehrerer 

Werke, von denen bei uns nur eins angeführt wird, nämlich: 
Ars analytica Mathematum, Florentiae 1665, und ein zweiter 
Theil diefes Werkes, Venet. 1684, 

Robertson (John) A Treatise of Mathematical instruments, London 
1749, 8.— The elements of navigation Stk ed. Lond. 1806, 
2 voll., 8. 

Saurin (Joseph) + 1739, wird angeführt pag. 191. 

Schumacher (H. C.) Astronomische Nachrichten, Altona 1823 — 32, 
10 Bde, 4. 

Serenus ein gefchickter Mathematiter, im Aten oder Sten Jahrh. unſe⸗ 
rer Zeitrechnung, iſt Verf. des Werkes: de sectione coni et 
de sectiane cylindri, welches Halley in feine Ausgabe des 
Apollonius aufgenommen hat. 

Simpsan (Thomas) Elements of Geometry&2i ed. Landon 1760, 8. 

* — Select Exercises for young Drofiche fe in the Mathematicks 
London 1752, 8 


* — , Essays on several eurious and useful subjects ete. Londons 
1740, 4. 

Simson (Robert) Sectionum conicarum Libri V, ed. 4, Edinb. 
1750, 4. 


— Opera quaedam reliqua post auctoris mortem in lucem edita, 


Glasguae 1776, 4. Das Buch wurde auf Koften des Lord 
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Stanhope gedruckt, und nur eine fehr geringe Anzahl von 
Eremplaren abgezogen, die Stanliope als Geſchenke vertheilte. 
Daher die überaus große Seltenheit diefes Buches (ein Exem⸗ 
plar befindet ſich in der Bibliothek der Hiefigen Landesfchule). 
Außerdem fiehe Euclides. 

Slusii (Renati Francisci) Mesolabum; Leodii 1668, 4. Diefer nam: 
bafte Mathematiker ftarb 1685. 

Snellius (Willebrord) Cyclometricus,. Lugd. B. 1621, 4. Diefer wa: 
ckere Gelehrte farb noch in der Blüthe feiner Jahre 1626. 

Sporus angeführt bei den Aufgaben It, 9. 

Stedmann angeführt pag. 183. 

* Steiner (Jacob) Spftematifche Entwicelung der Abhängigkeit geomes 
teifcher Geftalten von einander Ir Th, Berlin 1832, 8. Aus 
Ber diefem ausgezeichneten Werke befißen wir von demfelben 
Verfaffer eine größere Anzahl von zum Theil größern Abhand: 
lungen, die fich in Crelle’s Journal und in Gergonne’s Anna- 
les befinden. 

* Strehlke (F.) Aufgaben über das geradlinige Dreieck, Königsberg 
1826, 8. 

Sturm (Joh. Christoph), von den vielen Schriften diefes verdienten 
Mannes, der 1703 ftarb, wird bei und nur angeführt feine 
Mathesis enucleata, ed. 2d@, Norinib. 1711, 8 

Tacquet (Andreas) fiehe Euclides. Rerfchiedene mathematifche Ab: 
bandlungen von ihm find in einem Bande in Fol. erfchienen 
unter dem Titel: A. Tacquet opera, Autverp. 1707. Tac- 
quet ftarb ſchon 1660. 

* Tellkampf (Adolph) Borfchule der Mathematik, Berlin 1829, 8. 

Tbales. Diefem berähmten griechifchen Philofophen werden auch meh: 
tere Entdeckungen in der Geometrie beigelegt. Er wird bei 
uns angeführt 246, Anmerf. 4. 

Theonis Smyrnaei Eorum, quae in Mathematicis ad Platonis lectio- _ 
nem utilia sunt, expositio, ed. Ismael Bullialdus Gr. et Lat. 
Lutetiae 1644, 4. — Theon lebte zu Anfang des 2. Jahrh. 
unferer Zeitrechnung. 

* Thilo (Ludwig) Sommlung geometrifcher Aufgaben und Lehrfäße, 
Frankfurt a. M. 1824 — 25, 2 Thle, 8 

Vietae (Francisci) Opera Mathematica operä atque studio Fr. vaıı 
Schooten, Lugd. B. 1646, Fol. Diefer ausgezeichnete Ma: 
thematiker ſtarb 1603. 
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Viviani (Vincentii) de Maximis et Minimis divinatio geometrica, Flo- 
rent. 1659, Sol. — 

De locis solidis secunda divin. geom. Flor. 1701, Fol. 
Diefer gefchickte Mathematiker ftarb 1703. 

Wallis De Algebra Tractatus. Diefe Schrift erfchien zuerft 1685 in 
engl. Sprache; eine lateinifche Lleberfeßung davon wurde in 
den 2ten Theil der Opera Mathematica, die 1693 zu Orford 
in drei Thetlen Fol. erfchtenen, aufgenommen. Wallis ſtarb 
1703 im 88. 3. feines überaus thätigen und näßlichen Lebens. 

Wolfii (Christiani) Eleınenta Maiheseos universae, Halae 1742, 
5 voll., 4. 

* Zach (Fr. von) Monatliche Correspondenz zur Beförderung der 


Erd- und Himmelskunde, Gotha 1800— 13, 283 Bde, 8. 
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derjenigen Saͤtze unſeres Lehrbuches, welche den einzelnen Saͤtzen in 
Euklid's Elementen entſprechen. 
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Euclides. | von Swinden. | Euclides. | van Swinden. | Kuctiden. vau Swinden. 
I. Bud. I. Bud). II. Buch. 
1 1601 26 | 46 : I Zuſ. 2 
2 1582 27 
26 _ 
3 1583 28) 517 
4|\45 29 | 25 677 
5:51 30 | 27 7175 
6| 52 3t '587 8 | 78 
7150, 3uf. 2 323. I“ 2 
8!50 33 | 54 
9 [596 34 | 56 und 60 11 1591 
10 1588 35 | 82 {2 —13 | 9 
11 1584 36 | 83 14 [619 
12 |586 37—38| 8 
13 | 20 39 — 40 &, Anm LIT. Bub. 
14 | 21 41 | &2, uf. 2 
15 22 42 611 4 |649 
16 | 38, 3uf. 1 2 6 
17 | 38 | —412 
18 | 42 45 1616 5—6 [261 
19 | 4 pr 622 7 24 
20 | 43 8 |2 
2 | 4 48 | 88 s 248, Bui. 
23'503 But | uns 
447 172 13 |263 
25 | 47, Anm. 2:7, 31.1 | 14 |250, 3uſ. 2 
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Euclides. | van Swiuden. 








Euclides. | van Swinden. || Euclides. | van Swinden. 


.. m 


II. Bud. V. Bud. | VI. Bud. 
4 1151 25 16% 
7 1140 26 |%. 309 
8 141 27 —%9 | Dad was die 
9 11472 Grundlage diefer 
10 j141 drei Säge bildet 
11 1144 läßt fi aus 2572, 
12 |163 Anm, & u. 5 ders 
13 1145 leiten 
14 |149 30 1639 
15 ]143 31 1221 
16 |151 ‘32 \tömmt im We⸗ 
17 — 18 |153 fentlidyen überein 
19 |153, Anm, 2 mit 196, Zuſ. 2 
20 —21 1156, Zuf. 1 33 1335 


22 — 23 1156, Anm. 1 | — —— —— — 
24 |158, Anm. Da das VII., VIII. und IX. 





25 15% Buch der Elemente von den 
Eigenſchaften der Zahlen han 
VI. Bud dein, fo gehört ihr Inhalt 
1 200 - Hftreng genommen nidt zur 
2 119 Geometrie; ed finden fich 
3 1206 daher in diefem Lehrbuche auch 
: * nur folgende wenige Erklä⸗ 
6 195 ſſrungen erläutert und Zehrfäge 
7.|199 bewieſen. 
8 |209 
9 1590 
10 629 VIT. Bud. 
11 1632 Erft. 5 |120 
12 638 — 16 1209, Anm. 2 
13 1635 — 17,122, Anm. 1 
14— 15 202, uf. 4 — 18/1450, Anm. 3 
16.1202, Zu. 5 | _. 19 1450, Anm. 3 
j 7 202 Zuſ. 6 — 21 203, Anm, 2 
| 10 205 und 450, Anm.3 
bu Sag 11 1153 
20 219 12 |163 
| 21 | Qft mehr ein 13 51 
20genthümliche Lehrſat. 19 150 
37] Lehre Euklid's |F 22 220 20 150, 3uf. 1 
zbinfichtiich der 23 202, 8uſ.22 36 
6)Gleichvielfachen. 4 1218, Zuf. 2 





ñ 
Euelides. | van Swinden. | Euclides, | van Swinden. | Euclides. 














VIII. Bud. X. Bud. 
5 1203, Anm. 2 Eehnſ. nad 
11 |203, Anm. 1 34 | 89 
12 1449, 3uf. 3 74 214 u. 291, 3.2 
18 |219, uf. 2 117 
2: 450, auf. 3 XI. Bud. 
26 219, Zuſ. 2 A Bu. 
27 \451, 3uf. 3 1 1414, Anm. 1 
2 420 nebft 3. 1 
3 415, Anm. 
4 1421 
IX. Bud, 5 422 
8— 9 |162, Zuf. 1 cr 
35 163, Zuſ. 3 7 |Ift ein Ariom 
| | 8 14093 
9 1424 
10 |425 
X. Bud. — 11 421, %. 2 
Anm. 
In diefem Buche, deffen Ber- 13 * * 
ſtaͤndniß nicht ohne Schwierig⸗ 14 426 
keiten iſt, wird die Lehre von 15 425 
den incommenſurabeln Groͤ⸗ 16 426, 3. 2 
en eben fo ausfuͤhrlich als 17 1427 
18 |421, 3.4 
geſchickt abgehandelt. 19 1421, 3: 6 
Einige Erklärungen und! 2 pn 
Zehrfäge aus demfelb ⸗ 1331 
brfäge aus bemfelben wer 22 |429, 3.2, Anm. 
den an einigen Stellen diefes 23 1432, Anm. 
Lehrbuches erläutert, nämlidy : 24 1441, 3.1 
25 [445 
Erftt. 2 126 26 134, Zuſ. 1 
Erklr. 3 27 |44t, Zul. 3 
— Af| Hierüber ſehe 28 1444 
— 5man 203, 3uf.10|| 293 — 30 445 
— 6 31 |447 
Lehrſ. 1 1307 32 1448 
3 125, Anm. 4 34 1150, 3. 1 
9 1203, uf. 10 35 434, 3. 2 
Nro. 4 36 451, 3. 4 
10 |130, 3.1, %3 37 1451, 3. 2 
22 |203, 3.10, Nr.1 38 421, 3. 5 
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| XI. Bud. 





39 444, 3. 3 
40 1454, Anm. 1 


126, Anm.Zu. 83XxII. Bud, 








11 492, 3.2 
12 1495 u. 605, 3.3 
— 492, 3. 3 
132 11 505, 3. 1 
15 492, uf. 4 
Diefe beiden Auf: 
gaben fehlen in 
16dieſem Lehrbuche 
17als zu deſſen Plan 
weniger erforder⸗ 
lich. 
18 528 


xlii. Bus 


1 213 
2 1215 
3 216 
4 1217 
5 [211 
6 1214 
7 IIſt nicht in dieſes 
Lehrb. aufgenom⸗ 
men. 
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Euclides. van Swinden. | Euclides. | van Swinden. 





| Euclides. | van Swinden. 








XI. Bud. XIV. Bud. XV. Bud. 

13 1 290, uf. 2 1 |485, uf. 3 
Zebnfap |209, uf. 3 2 1549, uf. 5 2—3 1485, uf, 4 

14 1547, Nro. 1 Lehnſat 291, Zuf. 2 4 1485, 3uf. 5 
15 1547, Nro. 3 3 |480, Anm. 3 5 1485, 3uſ. 6 
16 |547, Nro. 4 4 549, 3uf. 1 6 1477 
17 987, Nro. 5 Lchnfad |292 7 542, Anm. 2. 
18 547 5 

18, uf. 1476, Buf 1 c) 547 


Lchnfag 1104, Zuf, 1 ‚7 |212 
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Einleitung. 


l.. - 

Die Geometrie ift derjenige Theil der Mathematik, welcher die 
Eigenfchaften der Raumgrößen unterfucht, und fie durch fichere 
und überzeugende Sclüffe beweift: 

u 1i. i 

Sowohl der Raum felbft mit feinen drei Dimenfionen, Länge, 
Breite und Höhe (Dice), als die in ihm denkbaren Figuteh ma» 
chen alfo den Gegenſtand der Geometrie aus. 

III. 

Nur durch das Abſtractionsvermoͤgen unferes Verſtandes wird es 
uns möglich, diefe drei Dimenfionen von den Körpern felbft zu tren⸗ 
nen, um fie für ſich befonders betrachten zu können. 


IV. 

Das Object der Geometrie beruht daher auf abftracten aber den⸗ 
noch ſehr einfachen Vorſtellungen. 

d’Alemibert, Melanges, T. IV. p. 158 — 63. 
V. 

Dieſer Einſachheit des Gegenſtandes, der Natur der Grundbe⸗ 
griffe, von denen die Geometer ausgehen, und der Art und Weiſe, 
wie ſie darauf weiter bauen, verdankt die Geometrie die einleuchtende 
Deutlichkeit und unbeſtreitbare Gewißheit, deren ſich ihre Lehren er⸗ 


freuen. 
d'Alembert, Melanges, T. IV. p. 164. 


VI. | 
Den Grund, auf welchen die Seometer ihre Beweife fügen, bils 


den theils die eignen Erklärungen von dem, was fie betrachten, theils 


einige allgemeine Säge, die von fo einleuchtender Richtigkeit find, 
daß Niemand bei gefunden Verfiande daran zweifeln kann. Sie heis 
ben Srundfäße oder Axiome; z. D. | 
1. Zwei Örößen, welche derſelben dristen Größe gleich find, find 
unter einander gleich. 
v. Swinden Geometrie. 1 


2 


Einleitung. 


2. Der Theil iſt kleiner als das Ganze. 

3. Alle Theile zuſammengenommen machen das Same aus, 

4. Wenn man gleiche Größen zu gleihen addirt oder von ihnen 
abzieht, fo find aud) diefe Summen oder Unterfchiede gleich. 


VII. 

Die Geometer bedienen ſich zwei verſchiedener Arten von Bewei⸗ 
fen, der directen und der indirecten (apagogiſchen). 

Ein directer Beweis befteht darinn, daß man das, was bewies 
fen werden foll, mittelft einer Kette von Scläffen herleitet aus den 
früheren Erklärungen, aus Grundfägen und bereits erwiefenen Lehr; 
fägen. 


VII. 

Bei den indirecten Beweifen dagegen zeigt man, daß eine Des 
Hauptung darum wahr fein muß, weil fie nicht unwahr fein kann, 
indem man nämlich darthut, wie man. durch die Annahme, fie fei 
falſch, alfo das Gegentheil davon richtis, in eine e Ungereimtheit 
verfaͤllt. 

d’Alembert, Melanges, Tom. IV. . 

Ein Beifpiel eines folhen Beweiſes ee 8 in 19. 


IX. 

Bei beiden Arten von Beweiſen macht man Häufig von dem Mit» 
tel des Aufeinanderlegens oder lebereinanderlegens Sehrauh. Man 
denkt ſich nämlich Die eine von zwei Figuren fo auf die andere gelegt, 
daß einige Stüde der erftern mit einigen Städen der andern zufams 
menfallen, und unterfucht nun, ob unter diefen Umſtaͤnden auch alle 
übrigen Stüce der erfteren Figur mit denen der andern zufammens 
fallen, alfo beide Figuren ganz zufammenfallen und folglich an Größe 
und Seftalt ganz unter einander übereinftimmen (congruiren) oder nicht. 

d’Alembert, Melanges, T. IV. p. 165 , 166. 
Diefer Begriff von der eöllfommenen. Gleichheit zweier Siguren ift der natürlihfte 
und einfachſte. ſ. 16, Anm. 3. 





Elemente der Geometrie. 
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Bon den allgemeinen Eigenfchaften der geraden Sinien, ſowohl 
an ſich betrachtet, als auch in fo fern fie Die Winkel von 
Dreiecken und Vierecken bilden, oder deren Seiten find, 


Einleitung. 

1. Ertlärung. Wenn man an dem Raume blos eine Dimen» 
fion, die Länge, betrachtet, ohne auf die beiden andern, Breite und 
Dicke (oder Höhe) Ruͤckſicht zunehmen, fo gelangt man zu der Vor⸗ 
ffellung einer Linie. | . 

Eucl. I, Erkl. 2. — L. G. I, Erkl. 1: . 
Anmerkung. Daher pflegt man zu fagen: eine Linie ſei eine Länge ohne Breite _ 
und Dide, AB Fig. 1 und 2, | 

2. Erklärung. Die Gränzen der Linien und deren gegenfeis 
tige Durdhfihnitte heißen Puncte; z. B. A, B Fig. 1 und A, B, 
C, E, D Fig. 3. \ \ u u " 

Eucl. I, ef. 1 und 3. — L. GI, Erkl. 1. 
ung 1. Daher die Behauptung der Mathematiker: daB ein Punct Feine 
Zheile habe, | 
Anmerfung 7, Nicht felten betrachtet man eine Linie, als durch fortſchreitende 
- Bewegung eines Punctes entitanden. AB Fig. 1 und ADB %ig. 2. 
Anmerfung 3. Die in der Geometrie betradpteten Linien find entweder gerade, 
oder frumme. W | 
3..Erfiärung. Eine gerade Linie ift eine folche, die durchaus 
diefelbe Lage zwifchen ihren Endpuncten bat. ig. 1 AB*). 
Eucl. I, Erkl. 4, | 

Zuſ. Sind daher zwei Puncte gegeben, fo wird ihr Abſtand 
von einander durch Die Gerade gemeffen, die man von dem einen zum 
andern zieht. | | | 
* Anmerkung 1. Andere fagen: die gerade Linie ift der Fürzefte Weg zwiſchen zwei 
Puncten. Inzwiſchen ſcheint diefe Erflärung mehr eine Folgerung aud unferer Erklärung, 
als ein Grundbegriff zu fein. Aber wie dem aud fein möge, fü wird, wenn man dieſe 


*) Vieleicht noch richtiger Eönnte man fagen : eine gerade Linie tft diejenige, welche 
zwiſchen je zweien ihrer Puncte durchaus dielelbe Lage hat. Denn es giebt auch krum⸗ 
me Linien, welche wenigftens in fo fern eine völlig gleiche Lage zwiſchen ihren End» 
guncten haben, als diefelbe fich nicht Andert, wenn man die beiden Endpuncte ihre 

teen unter einander wechfeln täßt; 3. ®. ein halber Umkreis u. ng Ann. d, U. 
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Erklaͤrung annimmt, unſer Lehrſat (43) ein Grundfag, während unfer Grundfag (4) 
ſich in einen Zehrfag verwandelt, der eines Beweiſes bedarf. 

Anmerfung 2. Es verhält fig mit diefer Erklärung, wie mit allen Erflärungen 
von Dingen, die zu einfach find, als daß fie no einer Erläuterung durch Worte fähig 
wären — fie find alle ungenügend und mehr oder weniger dunkel. Man lefe befonders, 
was hierüber gefagt ift von d’Alembert, in feinen Melanges etc. IV, 163, und V, 203 

06. 


Anmerfung 3. Aus unferer Erflärung von gerader Linie ergeben ſich folgende drei 
Grundfäge und eben fo viel Zoderungdfäge: 

4. Srundfasß. Gerade Linien, bei denen zwei Puncte der 
einen mit zwei Puncten der andern zufammenfallen, fallen in ihrer 
Richtung ganz zufammen. 

Anmerkung. Für diejenigen, melde die gerade Linie ald den Fürzeften Weg zwi⸗ 
fen zwei Puncten erflären,, hört diefer Satz auf, Grundſatz zu ſein; er wird vielmehr 
Lehrſatz, der bewiefen werden muß, wie dieß unter andern auch gethan bat Le Gen- 


el, 3 
5. Srundfaß. Gerade Linien (AB, CE Fig. 3), die einander 
fhneiden, oder aus demfelben Puncte nach verfchiedener Richtung 
gezogen werden (wie BC, BE Fig. 8), haben außer dem Puncte, in ' 
welchem fie fih fchneiden, oder von dem fie auslaufen, gar nichte 
gemeinfchaftlih ; diefer Punct ift alfo das Einzige, was allen Linien 
bnoteis angehört. 

6. Srundfag. Gerade Linien, deren Endpuncte zufammene 
fallen, und die mithin (4) in ihrer Hichtung ganz gufammenfallen, 
find einander gleih ; und umgekehrt, find gerade Linien: von gleicher 
Länge, fo decken fie fih, wenn man fie in eine folche Lage bringt, 
dag ihre Endpuncte zufammenfallen. 

Anmerkung. Diefer einfache Satz ift es, der urſprünglich allen Beweiſen, welche 
die Gleichheit gerader Linien betreffen, zum Grunde liegt. 

7. Foderungsſatz. Man kann, als etwas unter allen Um⸗ 
ſtaͤnden Moͤgliches fordern, von irgend einem gegebenen Puncte entwe⸗ 
der beliebig, oder nach einem andern gegebenen Puncte eine gerade Li⸗ 
nie zu ziehen. 

Eucl. 1%. ©. 1. \ 

„inmerkung. Zur Ausführung wird nichts weiter als ein Lineal und eine Ziehfeder 
erfor . 

8. Foderungsfag. Man kann als ftets möglich fordern, eine 
gegebene gerade Linie zu verlängern, entweder ganz beliebig, oder fo, 
daß fie einer andern gegebenen gleich, oder daß fie größer als dieſe 
werde. - 

Eucl. J F. & 2. 

Anmerfung. Wie man es anzufangen habe, um eine gerade Linie zu ziehen, die 
einer gegebenen glei), ift Gegenftand der erften Yufgabe im eriten Bude der ‚(am Ende 
des ganzen Werkes angehängten) Aufgaben, 

9. Foderungsfag. Man kann ſtets fordern, von einer ges 
raden Linie ein Staͤck abzufchneiden, das gleich ift, einer andern ges 
gebenen (leinern) Geraden. 

Anmerkung. Es ift dieß Gegenftand der zweiten Aufgabe im erften Buche derſel⸗ 
ben; die Auflöfung ftügt fih auf den Grundfag (13). 

10. Erklärung. Eine krumme Linie if eine folhe, welche 
(wie ADB Fig. 2) eine durchaus ungleiche Lage zwifchen ihren Ends 
puncten bat. 

Anmerfung 1. Die obige Anmerfung 2 in (3) findet aud bier ihre Anwendung. 
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Andere, wie Le Gendre I, 4 Erfi., nennen krumme Linie jede, die weder cine Ges 
rade, noch eine Verbindung mehrerer Geraden ift. 

Anmerkung 2. Bon der unendlihen Menge Frummer Linien, die man fidy bilden 
fann , wird in den Elementen — dieß Wort im ftrengften Sinne der Alten genommen 
The Geometrie nur eine einzige näher betrachtet, nämlich die Kreislinie und ihre 

11. Erflärung. Kreis ift diejenige ebene Figur, welche 
von einer einzigen (frummen) Linie (ABDEF Fig. 4), Kreislinie, oder 
Umkreis, oder Kreisumfang, oder Peripherie genannt, bdergeftalt 
begränyt wird, daß alle Geraden (AC, BC, DC, EC, FC), die man 
von beliebigen Puncten der leßtern nach einem innerhalb des Kreifes 
- gelegenen Puncte (C) zieht — wo alfo alle diefe Linien zufammentref: 
fen — von gleicher Länge find, Diefer Punct (C) heißt Mittels 
punct des Kreifes; die Linien (CA, CB, CD, CE, CF), welde 
man von ihm nach dem Umfange (ABDEF) zieht, führen den Na⸗ 
men Radien oder Halbmeffer. Durchmeſſer heißt jede Li» 
“nie, welche durch den Mittelpunct geht und deren Endpuncte im Ums 
kreiſe liegen: Theile des Umkreiſes, (wie BD, DEF etc.) werden 
Kreisbogen genannt. Ä 
Eucl. I, €, 15, 16, 1. — L.G. II, E. 1, 2, 3 
Zuſ. Seder Halbmeſſer ift die Hälfte eines Durchmeſſers. 


12. Foderungsfag. Man kann als etwas ſtets Ausführbas 
res erlangen, von einem gegebenen Puncte ald Mittelpunct aus, mit 


einem beftimmten Halbmeſſer einen Kreis zu befchreiben. 

Eucl. I, F. S. 3. 

Anmerkung. So wie man zum Siehen einer Geraden nichts weiter als Lineal 
und Ziehfeder gebraucht, eben ſo bedarf es zum Beſchreiben eines Kreiſes keines an⸗ 
dern Werkzeuges als des Zirkels. Da man nun, wie ſchon bemerkt worden, in der 
Elementargeometrie nur gerade Linien, die aus ihnen gebildeten Figuren, und Kreiſe 
betrachtet, ſo kann man ſagen, daß Riemand zur Ausführung aller in dieſem Gebiete 
nur moͤglichen Conſtructionen an noöthigen Werkzeugen mehr als Lineal, Zirkel und Zieh⸗ 
feder gebraucht. 


13. Grundſatzz. Beſchreibt man aus den Endpuncten CA und 
B $ig. 11) einer Geraden, als Mittelpuncten, mit demfelben Halb⸗ 
mefler (AB, BA), welcher gleich ift diefer Geraden, oder aud) grös 
Ber als fie, zwei Kreife, fo muͤſſen diefelben fich ſtets Cin C und G) 
ſchneiden. 


Anmerkung 1. Die beiden erſten Aufgaben des erſten Buches werden durch Hülfe 
dieſes unſeres Satzes geloͤſt. 

Anmerkung 2. Cuclides bat zwar dieſen Say nicht fo ausdrücklich und mit fo vie 
len Worten angeführt, aber er bedarf feiner Hülfe offenbar in den drei’ erften Sägen 
feines erften Buches, | 

Anmerfung 3. Wir ftellen diefen Sat unter die Grundfäge, weil feine Richtigkeit 
son felbjt einleuchtet. 

Andere, wie Wolf, (Elementa Matheseos I, $. 197) haben einen Beweis des 
Satzes gegeben. 

Anmerkung 4. Nimmt man zum Halbmefler unferer Kreiſe eine Linie, melde 
fürzer ift als AB, fo werden ſich diefelben zwar noch ſchneiden, aber nur fo lange, als 
diefer Halbmeffer größer als die Hälfte von AB iftz wenn er gerade halb fo groß als 
AB, fo werden fidy beide Kreife auf AB berühren; und ift er endlich Pleiner als die 
Hälfte von AB, fo werben fie fi) ganz von einander entfernen, 


14. Erklärung Fläche heißt diejenige Raumgröße, zu 
deren Vorftellung man gelangt, indem man an dem Raum blos die 
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Dimenfionen der Länge und Breite betrachtet, und von der Dicke oder 
Höhe ganz abfieht. 

Anmerkung 1. Daher die Behauptung der Geometer, daß eine Flaͤche Länge und 
Breite, aber Feine Dide habe. 

Eucl. I, Erkl. 5. — L. G. Erkl. 5. 

Zuſ. Die Graͤnzen einer Flaͤche find Linien, gerade oder krumme. 

Anmerkung 2, Man Eann die Zlähen, ald durd fortfhreitende Bewegung von 
Linien entftanden betrachten, als die Spur, die eine bewegte Linie zurüdgelaffen hat. 

15. Erklärung. Eine ebene Fläche oder Ebene ift die 
jenige Fläche, welche durchaus diefelbe Lage zwifchen ihren. Gräns 
zen bat. 

Eucl. I, Erkl. 7. — L. G. T, Erkl. 6. 

Anmerkung 1. Andere erklären Ebene als diejenige Flaͤche, welche eine gerade Li⸗ 
nie in allen ihren Theilen berühren kann (in welcher ſich nah allen Richtungen 
gerade Linien ziehen laſſen. J.). 

S. Clavius über die 7te Erft. im erften Bude des Euclides. 

Anmerfung 2. Es gilt auch bier die oben (3, Anm. 2) gemadte Bemerkung. 
Arnmerkung 3. Man merfe ein für allemal, daß alle in den 9 erften Büchern vor⸗ 
Tommenden Ziguren und Figurenverbindungen als mit allen ihren einzelnen Theilen in 
derfelben Ebene liegend betrachtet werden, daß alfo alle dafelbft vorfommenden Figuren 
ebene Figuren find. 

16. Erklaͤrung. Die gegenfeitige Neigung zweier Linien 
(DB, EB $ig. 5), die in derſelben Ebene liegen und (nöthigenfalls 
verlängert) in einem Puncte (B) ſich fihneiden oder begegnen, wird 
ebener Winkel genannt *). 

Der PBunct (B), in welchem fih die Linien fchneiden, heißt S pis 
Be, oder Scheitel des Winkels; die Linien ſelbſt (BD, BE) feine 
Scentel. 

Eucl. I, Erkl. sum 9. — L. G. I, Erkl. 9. 

Anmerkung 1. Um einen Winkel mittelſt Buchſtaben zu bezeichnen, gebraucht man 
entweder einen, oder drei; im erſtern Falle nimmt man immer den am Scheitel 
ftehenden 3 im letztern wird der am Scheitel ftehende ftetd in die Mitte gefest. So 
wird z. B. der Winkel in Fig. 5 entweder Winfel B, oder Winfel DBE genannt. 
Steht ein Winkel, wie der eben genannte, ganz allein, fo braucht man meiſtens nur 
den einen Budftaben, am Scheitel; aber wenn, wie in Fig. 7, mehrere Zinien AB, 
EB, DB, FB, CB in einem Puncte zufammenlaufen und dafelbft mehrere Winkel bilden, 
muß man nothwendig drei Buchſtaben gebrauchen und fagen: Winkel ABE, EBD etc. 
Im legtern Falle pflegt man wohl auch Eleinere Buchftaben m, n, p, q in die Winkel 
nahe beim Scheitel zu fegen und fie nad diefen zu benennen, Winfel m, Winkeln 2 

Anmerfung 2. Aus der Erklärung von Winfel folgt, daß auf die Länge feiner 
Schenkel gar nichts anfommt. in Winkel bleibt daher ganz ungeändert, wenn man 
weiter nichts thut, al& daß man feine Schenkel beliebig weit verlängert, In Fig. 5 ift 
Winkel DBE verfelbe wie Winfel IBK. > 

Anmerkung 3. Die Gleichheit zweier Winkel erkennt man daran, daß fie fich des 
den. Sie find nämlich glei, wenn in dem Falle, wo man ihre Scheitel (F u. B Fig. 5 
u.6) auf einander und einen Schenkel (FN) des einen auf einen Schenfel (EB) des an« 
dern fo legt, daß die beiden andern auf derfelben Seite des nun gemeinſchaftlichen Liegen, 
auch der andere Schenkel (CF) des erftern mit dem andern Schenkel (DB) des legtern 


— — 


Daß dieſe Erfiärung von Winkel Manches zu wünſchen übrig laſſe, iſt zwar 
ſchon früher und öfters bemerkt worden, aber erſt v. Muenchow in feinen Grundlehren 
der ebenen und fphärifchen Trigpnometrie, in rechnender Entwidtungsweife dargertellt. 
Bonn 1826 Hat eine ggnügenbere Erklärung an die Stelle der mängelhaften gefept, 
indem er 8: 11 fagt: ;,Winkel zweier geraden an einem Puncte zufammengeftellen, 
und einerfeits von Diefem Pırncte begr nzten &inien, in Me Größe derjenigen Drehun 

urch welche eine vom Scheitelpunci begränzte, andererfeits aber unbegrangte gerade 

inie in der Ebene Des Winkels von der Lage des einen Schenkels zur Lage des an⸗ 
dern fietd dorfchreitend gelangen Fann.’’ — Das Buch enthält überhaupt Des Bor 
trefflichen fo viel, daß ed unfeen Kireraturgeitungen in der That nicht um Ruhme ge: 
reicht, demſelben bisher fo wenig Aufmerkſamkeit gewidmet zu baden. 9. 
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zufammenfät. Findet dies Leptere niht Statt, 
deffen zweiter Schenkel zwifchen die Schenkel des 
$ig. 8 DBC tleiner als DBE, und CBF größer 

Diep ift der eigentliche Vegrifi und die nati 
Ungleichheit der Winkel; darauf ftügen die Geo 
heit oder Ungleichheit verfähiebener Winkel bemeifeı 

Anmerung 4 Mande wollen, man folle b 
Werke gehen, daß man auf den Schenkein gleiche € 
abfäneide, mitihnen als Halbmeffern Kreiebogen (J 
heit oder Ungleichheit der Flädenräume JBK, LE 


” der Winfel jliche; f. d’Alembert Melanges V 


den Begriff von MBinkel, der in der gegenfeitige 
mit dem eined von drei Sinien begrängten Zlächen: 
mit dem Bogen (IK), den man dis das Maap 
den allerdings in den beiden erften Gägen dee ad 
ein narüclicje® Mao$ für Winkel abgeben ; aber 


dieſe Art, die Winkel zu betrachten und zu beftim 


Erſter Abſch 
Von den geraden Linien 





17. Erklärung. Trifft eine € 
(DF) in einem Puncte (B) zufammen, 
mit ihr zwei Winkel, die entweder gle 
(Fig. 8). Im erfiern Salle Heißt jeder 
die einfallende Linie CEB) heißt Lot h 
Senkrechte. Ein Winkel, der (wi 
ein rechter (DBC), wird ein ſtumpfe 
Heiner als ein rechter (CBF).ift, ein 

Eucl. I, Erkl. 10, 11,12. — L.G.I 

Anmerfung, Aus diefer Erklärung eines ı 
Srundfag 
18. Srundfag. Wenn auferf 
und ihrer Verlängerung ein Punct (A) < 
ter den verfchiedenen Geraden, die mar 
gebenen (JD) ziehen ann, ftets eine (A 
ſteht; eben fo iſt unter den verfchtedene 
welche fih aus einem Puncte (B) einer 
henlaffen, jederzeit eine (BC), welche au 

Anmerkung. Da weder im erftern, noch 
rechte möglich üjt, wird fpäter mod) befonders bei 
diefee in 29. . 

19. Lehrſatz. Ale rechten Wi 

Big. 9 u. 10. 
L.61,1. 

- Erläuterung. Die Frage, um w 

nit, ob, wenn die Linie EB (Fig. 10 

= EBJ? und ob, wenn EB ſenkrecht au 

Gleichheit diefer Winkel folgt aus der Eı 

fondern die Frage ift vielmehr, ob W 
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durch Die Senkrechte BE gebildet und ein Rechter genannt wich, 
gleich ift dem Winkel EBD (Fig.9), welcher durch die Senkrechte EB 
gebildet wird und gleichfalls ein Rechter heißt? 

Beweis. Denkt man fid) die Figur 9 fo auf die Fig. 10 gelegt, 
daß der Punct B auf B, und die Gerade BE mit BE zufammenfällt, 
fo muß auch nothiwendig und unter allen Umftänden DEF auf AJ fallen. 
Denn könnte es jemals anders fein, und DF eine von AJ verfchiedene 
Lage haben, z. B. die in Fig. 10 dargefteflte, fo wäre alsdann noth⸗ 
wendig; EBD EBA 

EBA — EBJ (17) 
EBD > EB) 
EBD — EBF (17) 

"EBF > EBJ, was offenbar unmöglich ift, 
und auf das beſtimmteſte zeigt, daß Niemand die Richtigkeit unfers 
Satzes läugnen könne, ohne in eine Ungereimtheit zu verfallen, 

Anmerkung. Euclides hat die Gleichheit der rechten Winkel als etwad, Das fi 
von felbft verfteht, ohne Beweis angenommen; allein fein Sommentator Prochus hat mit 
Recht bemerkt, daß ein Beweis dafür nöthig iſt. Man ſehe diefen felbft, fo wie au 
Clavius in feinen Anmerkungen zum 12ten Grundfage des erften Buches des Euclides. 

Zuf. 1. Wegen diefer gleichen und unveränderlichen Größe aller 
rechten Winkel find fie aanz geeignet als Maaß bei Beftimmung ber 
Größe allee übrigen Winkel zu dienen. 

Zuf. 2. In einem Puncte B (Fig. 8) einer geraden Linie DE 
läßt fih nur ein einziges Perpendikel auf diefer errichten. 

20. Lehrfag. Wenn eine gerade Linie (BE Fig. 9 u. 10) eis 
ner andern (DF) begegnet und fie in einem Puncte (B) fchneider, fo 
bildet fie an diefem Puncte entweder zwei rechte Winkel (DBE und 
DBF $ig. 9) oder zwei Winkel (DBE und DBF $ig. 8), weldye zus 
fammen fo groß als zwei Rechte find. 

Eucl. 1,143. — L. G. I, 2. 

Bew. Im erſten Falle, wenn nämlich die Linie EB (Fig. 9) 
zwei gleiche Winkel bilder, leuchtet die Nichtigkeit unferer Behauptung 
fofort ein wegen (17). Im zweiten Falle, wenn EB fchief auf DF 
ſteht (Fig. 8), und daher ungleiche Winkel (EBD, EBF) bildet, denke 
man fich die Senfrechte BC gezogen (18), und zeige, daß die beiden 
ungleichen Winkel CEBN, EBEF) zufommen ſo groß find, als die beis. 
den gleichen (CBD, CBF). 

Zuſ. Ale Winfel (ABE, EBD, DBF, FBC $ig, 7), welde an 
einem und demfelben Puncte (B) auf derfelben Seite einer Geraden 
(AC) dur) eine beliebige Menge von Linien (EB, DB, FB) gebildet 
werden, find zufammen fo groß als zwei Rechte. 

L. G. 1,2 uf. 2 \ 

21. Lehrſatz. Zwei Gerade (AB und BC), die einer dritten 
(DB) in demfelben Puncte CB) begegnen, und zwar fp, daß fie mit 
derfelben zwei Winkel (ABD, DBC) bilden, deren Summe gleich zwei 
Rechten if, machen ftets nur Eine Gerade (AC) aus. (Fig. 12 u. 13.) 

Eucl. 1,14, — 01,4 

Der Beweis ift ein indirecter; man zeigt, wie man durch Ans 
nahme des Gegentheils, daß nämlich von ben beiden Linien AB und 


— — —-- 


— 1— 
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BC die eine nicht mit der Verlaͤngerung der andern zuſammenfiele, 
nothwendig in eine Ungereimtheit verfallen wuͤrde. 

Anmerkung. Dieſer Sag ift dad Umgekehrte des vorhergehenden. Nicht alle 
Säge laſſen fih umkehren, oder find, wie man zu fagen pflegt, umgekehrt wahr. Es 
ſoll ya dem Folgenden überall, mo eine Umkehrung zuläffig ift, ausdrücklich bemerkt 
werden. . 
2%. Lehrfag. Wenn zwei Linien (AB, CE $ig. 3) fih in ei⸗ 
nem Puncte (D) fchneiden, fo find je zwei zufammengehörige S ch eis 
tels oder Berticals Winkel d. h. die gegenüberftehenden Wins 
kel (ADE und CDB, fo wie ADC und EDB), die an dem Puncte 
(D) entftehen, ftets von gleicher Größe und alle vier Winkel zufammen 
fo groß ale vier Rechte. | 

Eucl. 1,1. — L6I,5 

Beweis, Aus ©. %. 


Anmerkung, Der erfte Theil unferes Saged ſcheint gar keines Beweiſes zu bedür- 
fen, da AD und DE als die Verlängerungen von BD nur CD natürlich diefelbe Richtung 


. wie diefe haben, alfo auch dieſelbe gegenfeitige Neigung, und mithin einen eben fo gro» 


fen Winkel als letztere bilden. 

Zuf. Alle Winkel, weiche in beliebiger Anzahl um einen und 
denfelden Punct herumliegen, betragen zufammen vier Rechte. 

23. Lehrſatz. Wenn eine Gerade (CK Fig. 14) zwei andere 
(AD u, GE) fo fchneider, daß der Außenwintel (CBA) an der einen 
Seite der Schneidenden gleich ift dem nicht anliegenden inneren 
(CFG) auf eben diefer Seite der Schneidenden, fo ift auch ſtets der 
andere äußere Winkel (GFK) auf diefer Seite, gleich dem andern ins 
nern Winkel (ABK), und auch auf der andern Seite der fehneidenden 
Linie find die äußern Winkel (CBD und EFK) einzeln ihren innern 
Gegenwinteln (CFE und DBK) gleich. Ä 

Beweis. Aus ©. 2%. 

24. Ertiärung. Gerade Linien (AD, GE $ig. 14) heißen 
parallel, wenn fie gegen eine dritte Linie (CK), die fie fchneidet, 
diefelbe Neigung haben d. 5. mit diefer an der einen Seite einen Aus 
Bern Winkel (CBA) bilden, der fo groß als der innere Gegenwintel 
(CFG) an eben diefer Seite ift. 

Anmerfung 1. Der vorige Sag (23) lehrt, daß es gleihgültig ift, auf welcher 
Seite der ſchneidenden Linie man die beiden Winkel nimmt , die gleich fein ſollen; ent 
weder CBA und CFG, oder GFK und ABK, oder CBD und CFE, oder EFK und DBK. 

Zuf. Sind zwei oder mehrere gerade Linien unter einander par 
rallel, fo muß jede (nöthigenfalls verlängerte) Gerade, welde eine - 
derfelben ſchneidet, auch ftets die andern (nöthigenfalls verlängerten) 
ſchneiden. 

Anmerkung 2. Euclides bat. dieſen Zuſat zwar nicht ausdruͤcklich vorgetragen, macht 
aber nichts deſto weniger ſtillſchweigend von ihm an mehrern Stellen Gebrauch z. B. beim 
ZOten und Ziten Sage feines erſten Buches. Vielleicht moͤchte auch unſer Sat nicht fo 
unmittelbar aus der Erklärung von Parallelismus folgen, welche Euclides gegeben hat. 

Anmerkung 3. Es iſt nicht leicht, das Weſen des Parallelismus einfach und er⸗ 
ſchöpfend zu beftimmen. In früherer ſowohl als neuerer Zeit hat man viel, ja ganze 
Bücher über diefen Gegenftand geſchrieben, die alle hier anzuführen nuglos fein würde, 
Man ann fi beanügen mit dem was d’Alembert Melanges etc. V, p. 202 fo wie . 
Tacquet und Clavius in ihren Erläuterungen zu der Zaten Erklärung ded erften Buches 
von Euclives über diefen Gegenftand beibringen. Die oben aufgejtellte Erflärung von 
parallel, fheint die einfahfte zu fein, die gleihwohl ausreicht, um alle Eigenſchaf⸗ 
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ten paralleler ‚Linien zu erweiſen, und zwar ohne, wie Euclides gethan bat, Eigenſchaf 
ten der Dreicde zu Hülfe zu nehmen. 

Anmerkung 4. Euclides erflärt (I, Erkl. 35) Parallel » Linien, al& folde, „die 
in derfeiben Ebene liegen und, wenn aud nad beiden Seiten hin unendlich weit verlän⸗ 
gert, doc einander niemals fehneiden.” ber es ift zu bezweifeln, ob die Begriffe 
„unendlihe Verlaͤngerung“, und „niemals fidy ſchneiden“ deutlich genug find, um als 
einfahe Grundbegriffe zu dienen. Es foll unten (23, 3. 1) nahgewiejen werden, daß 
die Eigenfhaft des „fich niemals ſchneiden“ aud aus unferer Erflärung von Parallelli⸗ 
nien folgt. L. G. I, Erkl. 12. | 

Anmerkung 5. Andere geben folgende Erklärung: Parallels Linien find foldhe, Die 
überall. gleiihweit von einander entfernt d. h. fo beihaffen find, daß alle Senkrechten 
(BL, CK, DJ Zig. 15), die man zwifdhen ihnen zieht, von gleiher Größe fin. Es 
fol in dem Folgenden (31) gezeigt werden, daß das eben Gefagte auch aus unferer Er⸗ 
Flärung folgt, aber es felbft als Erklärung von parallel zu gebrauden, ift wenigftens 
fo lange nicht zuläffig, als nicht bemiefen ift, daß die Entfernung eines Punctes (B) 
Fa einer geraden Zinie (MG) durch das aus jenem auf dieſe gefällte Perpendifel gemeſ⸗ 

auf. 2. Iſt eine gerade Linie (GE Fig. 14) und ein Punct (B) 
gegeben, fo läßt ſich durch diefen ftets eine zweite Linie (BD) ziehen, 
die mit der erflern parallel ift. u 

Bew. Zieht man durd) den Punct Beine beliebige Gerade, CBK; 
welche GE fehneidet und folglich mit ihr einen Winkel CFE bildet, fo 
muß offenbar unter allen den Linien, die ſich von B aus ziehen laflen, 
nothivendig eine fein, welche mit CBK einen Winkel CBD bildet, gleich 
dem Winkel CFE. 

Wie man es anzufangen babe, um eine ſolche Parallele wirklich 
zu ziehen, wird fpäter in den Cam Ende beigefügten) Aufgaben (T, 6) 
gelehrt werden. | | 

Anmerkung. Auf unfere Erklärung gründet ſich auch das bekannte und übliche Ber. 
fahren , wermittelft zweier Lineale Parallel = Linien zu ziehen. Die Kante des bewegten 
Lineals bildet mit der des andern nad) derjelben Seite hin fortwährend gleihe Winkel 
d. h. es bemegt ſich mit ſich felbft parallel fort, 

25. Lehrfag. Wenn eine gerade Linie (CK) zwei andere pas 
rallele (AD, GL $ig. 14) fehneidet, fo find flets 

1) je zwei Wechfelswintel (ABF u. BFL, oder DBF u. BFG) von 
gleicher Größe. | . 
2) zwei innere an derfelden Seite der fchneidenden Linie liegende - 

Winkel (ABF u. GFR oder DBF und BFL) find zufammen fo groß 

als zwei Rechte. - 

Eucl. I, 29. — L.G.I, 23. 

Beweis des erften Theild aus 24 und 22; des andern aus 24 
‚und 20. ' 

Zuſ. Gerade Einien (BL, CK, DJ Fig. 15), welche auf einer 
(AF) von zwei parallelen Linien (AF, MG) ſenktrecht ſtehen, fichen 
auch auf der andern (MG) ſenkrecht. 

26. Lehrjas. Wenn eine gerade Linie (CK) zwei andere (AD, 
GL Fig. 14) fo fehneidet, daß zwei innere, oder zwei äußere Wed)» 
felswintel (ABF u. BEL oder CBD u. GFK) von gleicher Größe find, 
oder daf die Summe zweier innern Winkel an derſelben Seite der 
fchneidenden Linie (ABF u. GFB oder BFL u. FBD) gleich zwei Red: 
ten iſt, fo. find diefe Linien (AD, GL) parallel. 

Eucl. I, 27 und 28. 
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Beweis des erften Theils aus 22 und 245 des zweiten aus 20 
und 24. Ä 
Anmerkung. Diefer Satz ift dad Umgekehrte des vorigen; und Fann auch, wie dieß 
bei den meiften umgefehrten Sägen der Fall ift, indirect bewiefen werden. Wäre 
nämlich AD nit parallel mit GL, fo müßte es (24 3uſ. 2) eine andere durch den Punct 
B gehende wie z. B. HJ fein; aber dann verfiele man in die Ungereimtheit, daß HBF 
= ABF fein müßte, 


Zuf. Gerade Linien (BL, CK, DJ $ig. 15), welche auf derſelben 
Geraden (AF) ſenkrecht fiehen, find unter einander parallel. 

27. Lehrſatz. Sind zwei oder mehrere gerade Linien (CN, 
EF $ig. 16) einer und derfelben Geraden (AB) parallel, fo find fie 
auch ſtets unter einander parallel. | | 

Eucl. I, 30. — L.GCG.I, 24. 

Vorbereitung. Man zieht willführlich die Gerade GL, wel: 
che die andern AB, CD, EF in den Puncten H, J, K ſchneidet. 

Beweis aus 24 Zuf. 1. Ä | 
' 28. Lehrfag. Wenn eine gerade Linie (CK Fig. 14) zwei ans 
dere (HJ u. GL) fo fchneidet, dag ein Paar der innern, an derſelben 
Seite der fohneidenden Linie liegenden Winkel (JBF u. BFL) yufams 
men Heiner als zwei Rechte ift, fo find 

1) diefe beiden Linien (HJ u. GL) niemals einander parallel und 
2) müflen fie auf eben diefer Seite der fchneidenden Linie bei hin« 

reichender Verlängerung in einem Puncte (CE) zufammentreffen 

"oder fich fchneiden.. 

L. G. I, 22. 

Beweis. Erfter Theil. Wäre es nicht wahr, dag HJ und 
GL einander nicht parallet liefen, fo müßte es wahr fein, daß fie 


parallel, und mithin JBF-+- BFL —_ IR. wären, was offenbar in 


geradem Widerfprucd mit unferer Vorausfeßung ftcht. 

Zweiter Theil. Da alſo HJ nicht parallel mit GE ift, fo 
laͤßt ſich (24 Zuf. 2) durch B eine andere Linie AD ziehen, welche dei 
GE parallel läuft; HJ fchneider aber dann offenbar die Linie AD, und 
folglich auch ftets die mit diefer parallele GL (24 3uf. 1) d. h. HJ und 
GL begegnen fih in irgend einem Puncte wie E. 

Anmerkung. Bei Euclives findet fich diefer Sag unter den Grundfägen, und zwar 
ift er der eilfte in der Reihe; allein er gehört. nicht hieherz f. König über diefe Stelle 
und über den 27ten Sag des erjten Budes, desgl. Tacquet über den Zlten Sa. 
Montucla (Histoire des Mathem. I, p. 209) vermuthet, nit ohne Grund, daß der 
felbe durch Nachläffigteit früherer Abſchreiber aus feiner Stelle gerüdt worben, und daß 
er urſprünglich ein Zuſatz des 28ten Lehrfages im erften Buche geweien ſei. Nassa- 
reddin - Al- Tussi bat in feiner, zu Rom erſchienenen, arabiſchen Ueberfegung ded Eu-. 
clides einen Beweis diefes Satzes gegeben, welchen Wallis in lateinifher Ueberſetzung 
in feine Opera Mathematica II, 667 u. 672 aufgenommen, und demjelben einen eig⸗ 
nen fo wie viele Bemerkungen über diefen Gegenftand beigefügt hat, Man vergleiche 
auch noch über diefen Beweis, und über die gefammte Lehre von den Parallel - Linien 
die Abhandlungen von Castillon , die fi in den Memoires de !’Academie de Berlin 
für die Jahre 1786 und 1788 befinden. | 

Zuf. 1. Parallel » Linien fchneiden oder begegnen einander nies 
mals und nirgends. 

Beweis. Wäre dem nicht fo, koͤunten mithin die Linien HJ, 
GL, odfihon parallel, fi im Puncte E begegnen, fo bildete HIE mit 
GLE in E den Winkel HEG. Man nehme auf HE einen beliebigen 
Punct B; unter allen Linien, die fid) aus diefem ziehen laflen, muß 


x 
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nothwendig auch eine fein, welche mit BE einen Winkel bildet, der 
— BEF; diefe Linie ſei ABD, fo daß alfo DBE — BEF; dann wäs 
ren (26) AD || GE, und darum 1) DBF+-BFEZINR.; aber weil 
nad) Vorausſetzung auch HE||GE, foift auh 2)EBF-BFEZIN.; 
und deshalb 3) DBF+-BFE— EBF--BFE, und mithin DBF—EBE, 
was offenbar unrichtig ift. Es ift alfo nicht wahr, daß Linien, die 
parallel find, fich jemals fchneiden können, es ift mithin erwiefen, daß 
fie fih nie und nirgends fchneiden, 

Anmerfung. Man fiebt daraus, Daß die Euclidifche Definition der Parallel » Linien 
eine Zolgerung aus der unferigen ift. 

Zuf. 2. Zwei Linien (AD, GL $ig.24), die fich nie begegnen 
oder fchneiden, find parallel. , 

Beweis. Wäre AD nicht || GL, fo wäre auch nicht DDF 
BFL—2N. (25), fondern entweder größer oder Heiner als IR. 
Sm erftern Falle wäre dann (20) ABF+-BFG ZIR., und müßten 
daher AD und GL nad) eben diefer Seite hin hinreichend. verlängert 
zufammentreffen und fich fchneiden, was der ausdrücklichen Vorauss 
fegung zuwider iſt. Im zweiten Falle, wenn DBF+BFL <2NR., 
müßten die Linien AD u. GL nad) der Seite von L hin fid) fehneiden, 
was eben fo wenig möglich ift. 

Anmerkung. Hieraus fieht man, daß unfere Erflärung der Parallel - Linien ald 
eine Zolgerung aud der Euclidifchen hergeleitet werden Tann. 

Zuf. 3. Zieht man aus zwei beliebigen Puncten (F und B Fig. 14) 
einer und derfelben Linie BF zwei andere (FE u.BE), die fich einans 
der begegnen (in E), fo ift die Summe der beiden innern Winkel 
(EFB, EBF), welche diefe legtern Linien mit der erftern bilden, ftets 
Heiner als IR. 

Bew. Indirect. 

Anmerkung. Diefer Sag ift die Umkehrung des Hauptfages. 

29. Lehrſatz. Wenn mehrere gerade Linien(AB, AC, AD ıc. Fig. 
17) von einem Puncte (A) nach einer Geraden (EF) gezogen werden, fo 

1) kann unter allen diefen Linien niemals mehr als eine einzige 

(AB) fein, welche auf EF ſenkrecht fteht. 

9) bilden die übrigen in Beziehung auf die Senkrechte innere 
Winkel (ACB, ADB ıc.), die defto ſpitzer und äußere (ACH, 
ADF), die defto ſtumpfer find, je weiter fie fih von der Senk⸗ 
rechten entfernen. | 

3) ift die Senkrechte die kürzefte unter allen, und die Übrigen wers 
den defto länger, je weiter fie fid von ihr entfernen. 

L.G.T, 15, 16. 

Beweis. Erfer Theil. Wenn ABC oder ABD=R, fo 
muß (28 Zuf. 3) nothwendig ACB oder ADB<ZR, alfo 717) ein fpi» 
Ger fein, und darum (20) ACF oder ADF gröjer als ein Rechter, oder 
ein flumpfer. 

Zweiter Theil. Es fei ID || AC, alsdann ift IPB ACB 
(24) oo) ADB, weil er IDC, aud) < ACB, und mithin ADF> 
ACE (20). 
Drritter Theil. ZieheCG Lauf AC und CH Lauf AC; fo 
muß, weil, wie wir wiflen, ACB ſpitz ift, die Linie CG unter CB 





Bon geraden Linien und Winkeln. 13 


fallen, und daher die ®erlängerung von AB ſchneiden. Dagegen. 
muß der Punct H, weil ACD ftumpf iſt, zwifchen A und D fallen. 

AC iſt nun entweder — AB, oder — AB; oder > AB. 

Wäre AC — AB, fo müßte offenbar, aus gleichem Grunde, 
AC ZAG, alfo au ABZAG fein, was unmoͤglich iſt; wäre AC 
<ZAB, fo müßte aus gleihem Grunde AC CAG, alfo um fo mehr 
AG <ZAB, fein, was unmöglich ift; es mußalfo AC AB; aber eben 
darum AHT>AC und um fo mehr ADT>AC fein. 

Zuſ. 1. Die Sentrechte (AB), die aus einem Puncte (A) auf 
eine gerade Linie (EF) gefällt wird, ift das Maaß für die Entfernung 
. diefes Punctes von der Geraden. j 

Denn, eben als die kürzefte Linie hat die Senkrechte eine bes 
ftiinmte Größe, während alle übrigen Linien, nah Maaßgabe des 
Wintele, unter welchem fie der gegebenen begegnen, bald länger, bald 
fürzer fein können. 

Zuf. 2. Aus einem Puncte (A) nach einer Geraden (EF Fig. 18) 
laffen ſich auf derfelden Seite der Sentrechten (AB) niemals zwei vers 
fhiedene Linien von gleicher Länge ziehen; aber wohl zwei gleich 
lange Linien (AC u. AJ), von denen die eine auf der einen und die 
andere auf der andern Seite der Senkrechten liegt; folche Linien bilden 
gleiche Winkel fowohl mit der Senkrechten, ald auch mit der Gera⸗ 
den, nach welcher fie gezogen find. | 

Bew. Beſchreibt man aus A mit AC als Radius einen Kreis, 
der die EF in J fchneidet, und zieht AJ, fo it immer AJZAC. 

Denkt man fih nun BC auf die andere Seite der Sentrechten fo 
gelegt, daß B in B bliebe und BA auf BA fiele, fo müßte nothwen: 
dig der Punct C auf J fallen; denn fiele er zwifchen B und J, fo 
wäre AC kürzer als AJ und fiele er uͤber Hinaus, fo müßte AC 
AJ fein (Hauptfag), während doc (nad) Eonftruction) AJ—AC iſt. 
Fällt alfo C auf J, fo it BC BJ, und muß AC auf AJ fallen; und 
ift mithin ACB—AJB und BAC—BAJ. 

Anmerkung 1. Man ift nun im Stande, die dritte und vierte Aufgabe des erften 
Buches aufzulöfen. 

Anmerfung 2. Unfer Hauptfag in feinen drei Theilen und die beiden Zufäge koͤn⸗ 
nen aud durch Hülfe der Lehre von den Dreieden erwiefen werben, und werden wirklich 
faft durchgaͤngig fo erwiefen ; f. unten 41, Anmerkung, und 51 Zuſ. 4, Anm, 3. 

30. Lehrſatz. Wenn zwei gerade Linien (AC, AB $ig. 19) 
fih in einem Puncte (A) fchneiden, fo erlangen die verfchiedenen 
Puncte (H, F, D, C) der einen Linie (AC) eine defto größere Ents 
fernung von der andern (AB), je weiter fie fih vom Durchſchnitts⸗ 
puncte (A) entfernen. 

Erläuterung. Da wir bereits willen (29 Zuf. 1), daß die 
Entfernung eines Punctes von einer Geraden gemeffen wird durch 
das aus jenem auf diefe gefällte Perpendikel, fo ift zu erweifen, daß 
die Länge der Senkrechten (HJ, FG, DE, CB) zunimmt mit der Ents 
fernung der Puncte H, F, D, C vom Durdfchnittspuncte A. 

Clavius zu Euclid. I, 28. — L. G.I, 20. ' 

Peweis. Aus 29. 

31. Lehrfag. Zwei gerade Linien (AF, MG $ig. 15), welde 
parallel find, Haben überall gleiche Entfernung von einander; d. h. 
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die Senkrechten, die man von beliebigen Puncten der einen auf die 
andere faͤllt, ſind alle von gleicher Laͤnge. 

L. G. I, 23. 

Erlaͤuterung. Der Grund der Worte,d. h.“ iſt in 29 Zuf. 1 
enthalten. 

Bew. Wären die Senkrechten BL und CK nicht gleich, fondern 
eine von ihnen 3. B. CK länger als BL, fo fhneide man auf ihr ein 
Stuͤck wie KO ab, welches gleih BL, und ziehe BO; offenbar ift 
dann immer LBO<ZR, alfo müflen die BO und LK in irgend einem 
Puncte, wie Q fid) fchneiden (28) und mithin ift OK < BL (30), 
was der VBorausfeßung, daß OK — BL, geradezu widerſpricht; alfo 
ift es nicht wahr, daß irgend ein Baar der Senkrechten zwifchen Pas 
rallelen ungleich find, fie find daher alle von gleicher Länge. 

Anmerfung 1. Durch Hülfe dieſes Satzes Fann man die zweite Auflöfung der ſech⸗ 
ften Aufgabe im erjten Bude zu Stande bringen. 

Anmerfung 2. Man fieht, wie aus unferer Art, die Parallel = Linien zu betrach⸗ 
ten, aud diefe Eigenſchaft folgt, die mande ald Erklaͤrung folder Linien aufgeftellt 
haben. ſ. 24 Anmerf, 5. 

32. Lehrſatz. Wenn auf einer Geraden (MG Fig. 15) zwei 
Senkrechte (LB, CK) von gleicher. Länge ftehen, und man zieht durch 
deren Endpuncte (B, C) eine gerade Linie, fo ift diefe ftetö mit der 
erſtgenannten (MG) parallel. 

. 6. I, 19. 


Beweis. Indirect. | 

Anmerkung. Diefer Sag ift die Umkehrung ded vorhergehenden. — 

Allgemeine Anmerkung zu der Lehre von den Da; 
rallel:Linien. Wir haben ale Eigenichaften der Parallel: Liz 
nien unmittelbar aus der aufgejtellten Erklärung ohne alle Hülfe der 
Dreiede hergeleitet. Manche, und unter ihnen Castillon, behaups 
ten, daß Euclides diefe Eigenfchaften gleichfalls aus feiner Erklaͤrung 
hergeleitet habe. Aber ift dem wohl in der That alfo? Dffenbar 
hätte alsdann der erfie Sa& (der 27te), der von den Parallelen hans 
deit, der Art fein mäflen, daß das fih niemals fhneiden 
oder begegnen zur Grundlage gemacht und daraus die Gleichheit 
der Wechfelswintel hergeleitet worden wäre, diefer Satz hätte alfo 
ungefähr fo lauten mäflen: „Zwei gerade Linien, die fich niemals 
treffen, bilden ftets mit jeder beliebigen dritten, von der fie gefchnits 
ten werden, gleiche Wechfelswintel.” Dann wäre in der That die 
Eigenfchaft der Parallelen unmittelbar aus ihrer Erklärung hergeleis 
tet. Allein Euclid’8 27ter Lehrſatz enthält das völlig Umgefehrte uns 
feres erwähnten Satzes, nämlich: „Wenn zwei gerade Linien von 
einer dritten unter gleichen Wechſelswinkeln gefchnitten werden, fo 
find fie parallel“ d. 5. fie begegnen fich nirgends, fo daß alfo das - 
Nichtzufammentreffen hier nicht als Grundbegriff, fondern als Folge⸗ 
rung aus der Bteichheit der Wechfelswintel erfcheint. Im folgenden 
(28ten) Sage wird der Parallelismus aus der Gleichheit der corres 
fpondirenden Winkel hergeleitet, (alfo aus unferer Erkiärung) aber 
mit Huͤlfe des vorhergehenden. 

Es ift zwar wahr, der 29te Sag ift das Umgekehrte des 27ten, 
und fcheinbar ohne Huͤlfe der beiden vorhergehenden erwiefen worden, 


Bon Dreiedten , befonders ihrer Gongruenz und Parallelogrammen, 15 


fo daß ja Euclides denfelben au vor diefe beiden hätte fiellen koͤn⸗ 
nen; allein es ift dieß auch nur ein Schein, da er beim Beweis feis 
nen eilften Srundfag d. i. unfern Lehrſatz (28) (fiehe die Anmerkung 
dazu) anwendet, der doch weit davon entfernt it, ein Srundfag zu 
fein; und der, wenn man von der Euclidifchen Definition des Paral⸗ 
lelismus ausgeht, nicht anders erwiefen werden kann ale durch Huͤlfe 
des 27ten Satzes, aus dem er eine Solgerung if. S. König über 
diefen Satz. 

Euclides hat wohl die Sache ſich fo gedacht: Zwei gerade Linien 
haben entweder eine ſolche gegenfeitige Lage, daß fie fih irgendwo 
treffen und mithin einen Winkel bilden, oder daß fie ſich niemals bes 
gegnen, und in diefem leßtern Falle heißen fie parallel. Aber man muß 
billig zweifeln, ob der Begriff des Nichtzufammentreffens deutlich ges 
nug it, um als Grundbegriff zu gelten; Euclides ſelbſt feheint dieß 
gefühlt zu haben, da er, wie vorher bemerkt worden, anftatt diefes 
Nichizufammentreffeng, fi der Gleichheit der Wechfelswinkel bediente. 


Zweiter Abſchnitt. 


Bon den Seiten und Winkeln der Dreiede und Paralle 
logramme, 





33. Erklaͤrung. Figur heißt jeder Flaͤchenraum, der zwi⸗ 
fhen geraden oder frummen Linien enthalten und durch diefelben bes 
gränzt if. 

Eucl. I, Erkl. 14. — L. G. I, Erkl. 13. 

Zuſ. Zwei gerade Linien können nie eine Figur bilden; es 
werden dazu wenigftene drei erfordert, 

Eucl. I, Grundfag 12. 

Anmerkung, Wir wiederholen nochmals, was ſchon oben (15, Anmerkung 3) bes 
merkt worhen ift, daß alle Figuren und folglich auch alle einzelne Theile derſelben als in 
derſelben Ebene liegend betrachtet werden. 

34. Erklaͤrung. Geradlinig heißt jede Figur, welche nur 
von geraden Linien gebildet und begränzt wird. 

Eucl. Erkl. 20. — L.G. I, Erkl. 13. 

Anmerkung. Der Kreis (11) iſt Feine Linie, ſondern eine Figur, da er von dem 
Umfreife ganz.begränzt wird, Der Kreis ift die einzige frummlinige Figur im 

Gebiete der fogenannten Elementargeometrie, 

35. Erklärung. Geradlinige Figuren beißen dreifeitige 
oder Dreiecke, vierfeitige oder Vierecke, fünffeitige 
oder Fünferke:c. je nachdem fie von Drei, vier, fünf ic. Seis 
ten begrängt werden, und mithin drei, vier, fünf ıc. Eden has 
ben. Unter dem Namen der Vielecke begreift man gewöhnlid) alle 
diejenigen geradlinigen Figuren, welche mehr als vier Seiten haben. 

Eucl. I, Erkl. 21, 22, 23. — L.G.T, Erkl. 14. 

36. Erflärun 9. Nimmt man eine der Seiten eines Dreiecks 
(ABC $ig. 20); gleichviel welche (AC), zur Grundlinie, oder das 
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fis, fo führen alsdann die beiden andern (BA, AC) den Namen. 
Schenkel, der Scheitel (B) des Winkels, der Über der Grundlinie 
fteht, heißt Die Spige des Dreiede. 

37. Erklärung Ein Dreied (ABC Fig, 20) heißt gleich: 
feitig, wenn die drei daffelbe bildenden Linien oder Seiten von 
gleicher Länge find; gleichſchenkelig heißt ein Dreieck (Fig. 34) 
wenn zwei Seiten einander glei, und endlih ungleichfeitig, 
wenn feine Seite der andern gleich ift (Fig. 21). 

Eucl. I, Erki. 4, 5, % — L. GC. I, Erkl. 15. 
Zuſ. Alle gleichfeitigen Dreiecke find auch gleichfchentelig. 
Anmerfung 1. Wie man verfahren müfle, um ein gleichſeitiges oder gleichſchenke⸗ 
liges Dreied zu conftruixen, wird in der zweiten und dritten Aufgabe des zweiten Bu» 
ches been gelehrt 3 und man ift bereits durd den Grundfag (13) in den Stand gefeht, 

DEN. 

Ne nmerkung 2. Man. kann au nun fhon ein ungleichſeitiges Dreieck befchreiben 
(CAB Zig. 21). Aber um foldyes in allen Fällen thun zu koͤnnen, muß man im Stande 
fein, aus drei gegebenen Linien, von ungleicher Länge, ein ſolches Dreieck zu conftruiren. 
Es ift dieß der Gegenftand der erften Aufgabe de& zweiten Buches, wird aber die Stennte 
niß eines fpätern Sates (43) dazu erfordert, 

38. Lehrfas. Sn jedem Dreied (ABC Sig. 21) iſt 

1) der Außenwintel (BCE), den eine der Seiten (BC) mit der Vers 
längerung der anliegenden (AC) bildet, fo groß als die beiden 

innern gegenäberfichenden Winkel zufammengenommen (A-+ B), 

und 

2) die drei Winkel jedes Dreiecks zufammen (AB -+-C) find fo 
groß als zwei Rechte. 
Eucl. I, 32. — L. G. I, 27. 

Vorbereitung zum erften Theil des Beweiſes. Da AB und CB 
einander begegnen, und daher (28, Zuf. 1) nicht parallel find, fo fet 
eine andere CD mit AB parallel. | 

Beweis. Erſter Theil aus (24) und (25). 
Zweiter Theil aus dem eriten Theile und aus (20). 

Zuf. 1. In jedem Dreiecke (ABC) ift jeder Außenwintel (BCE) 
größer als einer der innern Segenwintel (A oder B). 

Eucl. I, 16. | 

Zuf. 2. IR in einem Dreiede (ABD $ig. 30) die Summe 
zweier Winkel (A und B) gleich der Summe zweier Winkel CFEJ und 
F) eines andern Dreiecks (EFJ), fo ift auch ſtets der dritte Winkel (D) 
des erftern Dreiecks gleich dem dritten Winkel (EIF) des legtern, und 
umgekehrt. U 

L. G. I, 27 auf. 2: . \ 

Zuſ. 3. Sf in einem Dreieck (ABC Fig. 22) einer der Wintes 
(B) ein Rechter, fo find die beiden andern (BAC und ACB) zuſammen 
gleich einem Rechten. 

Zuf. 4. Ein Dreieck kann nicht mehr als Einen Rechten, und 
nody weniger mehr als Einen fiumpfen Winter haben, in beiden 
Fällen find die beiden andern fpige Winkel. 

39. Erklärung Rechtwinkelig heißt ein Dreieck (ABC 

Fig. 22), in welchen einer der Winkel ein Rechter ift. Die diefem 
gegenüberliegende Seite (AC) heißt Hypotenufe, die beiden ans 
dern Catheten. 
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Stumpfmwinkelig nennt man ein Dreieck (ACD ig. 22), 
wenn einer feiner Winkel CACD) ftumpf ift. 

Sind in einem Dreiede (CAB Fig. 20) alle Winkel fpiße, 
fo heißt daſſelbe ſpitzwinkelig. 

Eucl. I, Erf. 277,8, 9. — L. 6. I, Erkl. 16. 

40. Lehrfag. Wird in einem Dreiecke aus der Spige (A 
Fig. 22 u. 23) eine Linie (AB) fentrecht auf die Richtung der Grunds 
linie gezogen, fo fällt diefelbe mit einem der Schenkel (36) zufammen, 
wenn das Dreieck (BAC Fig. 22) an der Grundlinie rechtwinkelig; 
dagegen außerhalb des Dreiecks, wenn daflelbe (CAD Fig. 22) an der 
GSrundlinie ftumpfwintelig, und zwar nach der Öeite des ftumpfen 
Winkels (ACD) hin, und endlich innerhalb des Dreiecks (CAD Fig. 23), 
wenn beide Winkel an der Grundlinie fpis find. 

Bew. Indirect, durch Hülfe des frühern Satzes (29). 

41. Lehrſatz. In jedem Dreiecke ift diejenige Seite die-größte, 
welche den größten Gegenwinkel hat. 

Eucl. I, 19. — L. G.I, 14. 

Beweis. Iſt ABAC (Fig. 22) rehtwintelig, fo folgt aus (29), ' 
dag AC>AB; ift A CAD (Fig. 22) fiumpfwinkelig, fo ift, wenn 
AB | aufCD, AC>AB, AD>AC (9). Wenn ACAD ($ig. 23) 
fpigwintelig, und W. ACD ADC, fo ſei AB Lauf CD, und AE—= 
AC. Da nun fowohl A ABC als auch A ABD rechtwinkelig, fo ift 
(38, Zuf. W. CAB+ ACB = BAD + ADB, mithin, weil W. 
ACB > ADB (Borausf.) W. CABBAD, und darum, da W. BAE 
"—CAB (29 Zuf. 2), auch W. BAE <CBAD, folglich fällt der Punct 
E zwiſchen B und D, und deshalb ADT>AE oder AC (29). 

Anmerkung. Aus diefem Sape werden in allen Zehrbüdern die Säge hergeleitet, 
welche bei uns Satz 29 und feine beiden Zuſätze ausmachen. 

42. Lehrſatz. Sin jedem Dreiede ift derjenige Winkel der größte, 
welcher die größte Segenfeite hat. 

VXucl. 1,18. — L. G.I, 14. 

Beweis. Es fei AD (Fig. 22 und 23) größer ald CD, und AB 
L auf die (nöchigenfalls verlängerte) CD; alsdanı zeigt man, daß, 
wegen (41), W. ACD nicht Heiner als ADC, und eben fo wenig, we: 
gen 38, Zuf. 2 W. ACD=ADGC fein ann. 

Arnmerkung. Diefer Sag, das Umgefehrte des vorigen, wird meiſt indirect bewie⸗ 
fen ; doch muß dann ein Sag, der bei uns fpäter folgt (51), vorausgehen. 

43. Lehrſatz. In jedem Dreiecke find zwei Seiten zufammen 
größer als die dritte. 

Eucl. I, 2. — L. 6.1, 8. 

Vorbereitung. Ziehe CH (Fig. 22 und 23) fentreht auf AD. 

Beweis aus S. 29, welcher fowohl auf AACH, als auf ACHD 
angewandt wird. | | 

Anmerkung 1. Man Fann nun die erfte Aufgabe des zweiten Buches auflöfen, 
Anmerkung 2. Für alle diejenigen, weldye die gerade Linie als den Fürzeften Weg 
zwiſchen zwei Puncten erklären, ift diefer Sag ein Ariom, f. oben 3, Anmerkung 1. 

44. Lehrſatz. Zieht man ausden Endpuncten (A undC Fig. 24) 
einer Seite (AC) eines Dreiecks (ABC) zwei Gerade (AD, CD) nad) 
einem innerhalb des Dreiecks gelegenen Puncte (D), fo find dieſe Li: 
nien zufammen (AD-I-CD) ftets kleiner als die beiden übrigen Dreiecks⸗ 

v. Swinden Geometrie. 2 


18 Erftes Bud. Zweiter Abſchnitt. 


feiten zufammen (AB-}HCB), aber fie bilden einen größern Winkel (ADC) 
als dieſe. 

RE 21. — L. G. I, 9. 

Vorbereitung. Verlängere AD big nach E. 

Beweis. Erfter Theil. Aus ©. 43, angewandt auf die Dreiece 
ABE und DEC. 

Zweiter Theil. Aus Sag 38, 3uf. J. 


Anmerkung. Man fieht leicht, daß unfer Sag gültig bliche, wenn der Hunct D auf 
eine y Pa AB oder AG flele, 


Lehrfag. Wenn zwei Dreiedfe (BAC und GAC Fig. 25) 
fo — * — ſind, daß einer der Winkel (A) des einen gleich ift einem 
der Winkel (A) des andern, und beide Schenkel (AB, AC) diefes Wins 
kels in dem erften Dreiecke, einzeln gleich find den Schenkeln diefes 
Wintels im andern Dreiecke, (namentlid BA==GA, AC==AC), fo 
find ſtets | 
1) die dritten Seiten (BC, GC) don gleicher Länge, und - 
I) die Winkel in beiden: Dreieden, die gleichen Seiten gegenübers 

ſtehen, von gleicher Groͤße (namentlich B=G, und W. ACB 
== ACG). 


Euc. I, 4. — L. 6.1, 6. 

Bew. Man denkt ſich das eine der Dreiecke z. B. GAC fo aber 
das andere BAC gelegt, daß nicht nur A auf A, ſondern auch die Seite 
AC auf AC fowie Seite AG auf AB falle (16, Anmerkung 3) und zeigt, 
daß dann auch alle die Äbrigen Stuͤcke einzeln fi ich decken und mithin 
gleich ſein muͤſſen. 


Zuſ. Die Flaͤchenraͤume beider Dreiecke fü nd auch gleih, und. 


daher find dieſe Dreiede in jeder Beziehung gleich; d. h. ſie ſind con⸗ 
gruent. 

Anmerkung 1. Man kann dieſen Zuſatz nicht umkehren und ſagen, daß Dreiede, 
die gleichflächig ſind, auch ſtets gleiche Seiten und gleiche Winkel ‚haben. Im zweiten 
Buche foU bewiefen werden, daß Dreiede an Flächenraum glei fein koͤnnen, ohne es in 
Abfiht auf ihre Seiten und Winkel zu fein d. h. ohne congruent zu fein. 


Anmerfung 2. Die Borausfegungen, melde unferm Sage zum Grunde liegen, find : 


1) die Gleichheit zweier Seiten = Paare; nämlich die beiden Seiten ded einen Dreiecks 
einzeln glei denen des andern und 
2) die Gleichheit eines Winkelpaares (in jedem Dreieck einer) aber nicht eines beliebi⸗ 
gen, fondern gerade der beiden Winfel, welche von den Seiten, deren gegenfeitige 
. Steiäyheit man kennt, eingefchloffen werden. Man muß hierauf gebührend achten. 
Sedte man die Gleichheit zweier ſolchen Winfel voraus, die nicht die eingeſchloſſe⸗ 
nen wären, fondern einem Paare der gleichen Seiten gegenüberlägen , fo wäre die 
Gongruenz "ver Dreiecke nit unbedingt notwendig, fondern würde odne Ausnahme 
nur bei rechtwinkeligen Dreiecken, bei den übrigen aber nur in beſondern Fällen 
Statt finden, weldye der weiter unten folgende Sa (49) näher beftimmen wird. 
46. Lehrſatz. Wenn zwei Dreiecke (ABC und AGC $ig. 95) 
fo befchaffen find, daß eine Seite (AC) des einen gleich ift einer Seite 
(AC) des andern, und zwei Winkel des erftern einzeln gleich find 
zweien gleichgelegenen Winkeln des andern (j. B. BAC—GAC, und 
ACB=GCA), fo tft nothwendig 
1) der dritte Winkel B gleich dem dritten Winkel G und 
2) die Übrigen Seiten find gleich, namentlich je zwei ſolche, die 
gleichen Winkeln gegenüberfiehen (alfo AB= AG, und BC=GÄ). 
Euch. I, 6. — L. G. 
Beweis. Erfter Ep aus 38, auf. 2. 


— · —— m —— —— — —ñ—— — — 
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-  : Zweiter Theil, Man denke ih A GAC fo auf A BAC gelegt, 
daß die Seite AC des erftern die Seite AC des legtern deckt, und be 
weise, daß alsdann, weil W. G4C0C BAC iſt, AG in ihrer Richtung mit 
AB, undeben fo, weil W. ACG == ACB iſt, CG in ihrer Richtung mit 
CB zufammenfallen, und eben darum AG== AB fein muß, indem man 
zeigt, daß die Annahme des Segentheils, wie, B. AJ—AG auf 
Die Ungereimtheit führen würde, nach weldher ACJ == ACB fein 
mößte ıc. 

.  Bufaß. Die Dreiede haben auch gleiche Flaͤchenraͤume, und find 
Daher in jeder Beziehung gleich, d. h. fie find congruent. 

47. Lehrſatz. Wenn in zwei Dreiecken (CAB, CAG Fig. 26, 
27 und 28) zwei Seiten (AC, AB) des einen, einzeln gleich find zweien 
©eiten (AC, AG) des andern, aber einen größern Winkel (CAB) bil⸗ 
den, als die ihnen gleichen Seiten des andern Dreieds, ſo iſt ſtets 
die dritte Seite (BE) des erſten Dreiecks größer als Die dritte Seite (CC) 
des „weiten. 

Euch. I, 24. — L.G.T, 10. 
Vorbereitung zum Beweiſe. Man nehme an, dafl die Ecke A 
Des A GAC mit der Ecke von A BAC, und AC mit AC yufammen: 
falle; dann muß nothwendig AG zwifchen die Schenkel des Winkelt 
CAB fallen (16, Anmerkung 3), und der Endpunct G der Seite AG 
liegt entweder auf der Seite BC wie in Fig. 26, oder unterhalb ders 
felben wie in Fig. 27, oder endlich oberhalb wie in Fig. 28. 

Beweis. Im erften Falle leuchtet die Nichtigkeit unſeres Gatzes 
von felbft ein. Für den zweiten (Fig. 27) hat man aus (43) GC< 
GS+-JC, und ABZAJ--IB, woraus man feiht GC BC herleitet; 
für den dritten Bau nimmt man Gag (44) zu Huͤlfe. 

Anmerfung. Der umgefedrte Say: „Wenn zwei Seiten AR ımb AC des Dreiecks 
BAC einzeln gleich find zweien Seiten AG, AG des Dreieds GAC aber de dritte Seite 
BC in dem einen größer als die dritte GC in dem andern, foift auch ſtets W. BAG > GAC“ 
wird leicht indirect bewiefen, - on 

Eucl. I, 8. — L. G.T, 10 Anmerkung. 

48. Lehrfag. Wenn zwei Seiten (AB, BD) eines Dreiecks 
(ABD Fig. 99 und 30) einen Winkel (ABD) einfchließen, weicher gleich 
ift dem Winkel CEFG), der in einem andern Dreiecke CFEG) von zwei 
Seiten (EF und FG) gebildet wird, von denen die eine (EF) gleich 
ift einer der genannten Seiten (AB) des erften Dreiecks (ABD), aber 
die zweite (FG) länger ift, als die zweite (BD), fo iſt ſtets die dritte 
Seite (EG) des zweiten Dreiecks größer ale die dritte (AD) des eriten, 
wenn der Winkel (D), der an diefer dritten Seite und der gleichen 
Seite (AB) gegenfiberliegt, entweder ein Rechter, oder ſpitz iſt; iſt 
dagegen diefer Winkel ftumpf, fo kann die dritte Seite CEG) des yweis 
ten Dreiechs, eben fo wohl kleiner, als größer, als eben fo groß wie 
die Seite (AD) des erjten Dreiefs fein. 

Vorbereitung zum Beweiſe. Nimm FI=BD, und ziehe EI, 
welche dann gleich ift AD (45), fo wie ©. EIF=— ADB. 

Beweis. Erfter Theil. SE ADB (Fig. 29) ein Rechter oder 
fpig, fo ift EIJF auch ein Rechter, oder fiumpf, mithin > EGJ ic. 

Zweiter Theil. SE ADB (Fig. 30) und daher aud EIE ftumpf, 
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fo ift EJG fptg, und kann daher entweder > oder = oder << EGF 
fein, und daher ꝛc. 

49. Lehrſatz. Wenn zwei Seiten CAB, AC) eines Dreiedis 
(ABC Fig. 31 und 32) einzeln gleich find zweien Seiten (GA, AC) 
eines andern Dreiecks (GAC) und überdieß ein Winkel (ACB), der 
abernicht von den in Rede fiehenden Seiten eingefchloffen ift, fondern 
einer derfelben (AB) gegenäberliegt, gleich ift dem gleichgelegenen 
Winkel (ACG) des andern Dreiecks, fo find die beiden Dreiecke con» 
gruent, wenn die den gleichen Seiten (AC und AC) gegenüberfiehen» 
den Winkel (ABC, AGC) beide zugleich entweder rechte, oder flumpfe, 
oder fpige find. 

Beweis. Wenn man beide Dreiecke fo übereinander legt, daß. 
die Eike A des A CAG auf die Ede Ades A CAB und AC mit AC 
zufammenfält; wegen der Gleichheit der Winkel wird dann auch im: 
mer CG in die Richtung von CB fallen; aber ich behaupte, es müfle 
dann ſtets auch G auf B fallen. Die Richtigkeit diefer Behauptung 
leuchtet von feldft ein, wenn AGC und ABC Rechte find; und nicht 
minder wahr ift fie, wenn beide Winkel fpis, oder ftumpf find. Denn 
gelegt, es könnte anders fein, es fiele alfo der Punct G zwar auf 
CB, aber entweder zwifchen C und B, oder über B hinaus; fo muͤß⸗ 
ten, wenn man auf CB die Senkrechte AJ zieht, die Puncte G und 
B der Linie CB auf derfelben Seite diefes Perpendikels liegen, da 
die Winkel ABC und AGC beide entweder fpiß, oder ſtumpf fein fols 
fen (40); aber, da auch AG==AB iſt, fo würden alfo dann auf ders 
felben Seite der Senfrechten zwei verfchiedene Linien von gleicher ° 
Länge fid) befinden, was (29, Zuf. 2) unmöglich if. Es fällt alfo 
nothwendig G auf C ic. 

Zuf. Zwei rechts oder ſtumpfwinkelige Dreiecke find congruent, 
wenn außer den rechten oder flumpfen Winkeln, auch noch zwei Seis 
ten des einen den beiden gleichgelegenen Seiten des andern einzeln 
gleich find. ”. 

L. G. I, 18. 

Anmerkung 1. Die Verſchiedenheit der Fälle hat darinn ihren Grund, daß fih aus 
dem Puncte A (Zig. 31) jederzeit zwei gleiche Linien AG, Ag ziehen laſſen, die aber 
an verjhiedenen Seiten der Senkrechten liegen, wodurch zwei fehr verfdiedent Dreie- 
‚de GAR, und A in eben, obſchon in ihnen AC=AC, Ag=AG=AB und W. ACB 

Anmerkung 2. Manche vrüden unfern Satz alfo aus: „Wenn in zwei Dreieden 
zwei Seiten des einen einzeln gleich find zweien Seiten des andern, und der der größern 
diefer Seiten in dem einen Dreiecke gegenüberliegende Winkel eben fo groß ift ald der - 
gleichgelegene Winfel des andern, fo find diefe Dreiede ftets congruent.”’ Dann find 
nämlich die beiden dem andern Paare der gleihen Seiten gegenüberftchenden Winfel in 
jedem Falle ſpitze. 

Karsten Mathesis Theoretica. Geom. $. 87. 

50. Lehrſatz. Wenn inzwei Dreieden (ABC und GAC Fig. 25) 
die drei Seiten des einen einzeln gleich find den drei Seiten des ans 
dern (AB=AG, AC=AC, BC=GC), fo find auch ſtets je zwei 
folhe Winkel von gleicher Größe, die entweder von gleichen Seiten 
eingefchloffen werden, oder gleichen Seiten gegenäberliegen (nämlich 
BAC=GAC, ABC—=AGC, ACB—=ACG). | 

" Euc. 1,8. — L.6.1I, 11. Ä 


— _ 
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Beweis. Man weit: die Gleichheit für eines der drei Winkels 
paare nach 3. B.BAC und GAC, und zwar indirect, weil man nämlich 
wegen Satz 47 durd) die Annahme der Ungleichheit dieſer Winkel in 
eine Ungereimtheit verfallen würde. 

Zuf. 1. Unſere Dreiede find auch gleichflächig und darum cons 
gruent. 

Zuf. 2. Zieht man aus zwei Puncten (B, C) einer beliebigen 
Geraden (BC) zwei andere (BA, CA) die fich in irgend einem Puncte 
A) begegnen, fo laffen fih auf derfelben Seite und aus denfelben 
Puncten diefer Geraden nicht zwei Linien ziehen, die einzeln den erfts 

genannten gleich find, und ſich in einem andern Puncte als diefe bes 


Anmerfung 1. Man ift nun im Stande, folgende Aufgaben zu löfen: die 6te, 12te, 

d-13te des eriten Buchs, und die Ate des zweiten. 

Anmerkung 2. Man Eann ‚unfern Sag nit umkehren und fagen: „Wenn in 
zwei Dreieden, die Winkel des einen einzeln den Winkeln des andern gleich find, fo find 
auch nothwendig je zwei folde Seiten glei, die gleihen Winkeln gegenüberliegen.’’ 
Denn Dreiede können in ihren Winfeln ubereinftimmen , und dabei dennoch an Zlächen- 
raum fehr verfhieden fein. Zöge man 3. B. im Dreied BEF (Fig. 33) die Linie AC|] 
EF, fo wäre-A BAC gleichwinkelig mit A BEF (24). &s fol unten in dem vierten 
Bude gezeigt werden, daß die Gleihheit zweier Dreiede in ihren Winkem nicht ihre 
vollendete Gleichheit oder Gongruenz, fondern blos die Gleihheit ihrer Geftalt, oder ihre 
Aehnlichkeit zur Folge hat. 

51. Lehrſatz. In jedem gleichſchenkeligen Dreiede 
(ABC $ig. 33 und 34) find die Winkel über der Grundlinie (BAC 
und BCA) von gleicher Größe, und eben fo auch die durch Verlaͤnge⸗ 
tung der Schenfel entſtehenden Winkel unter der Grundlinie (EAC 
und ACF), 

Eucl. I,5.— L. 

Erfter Beweis. Eulhdiſchen Fig. 33. Man verlaͤngert die 
Schenkel, nimmt BF = BE, zieht AF, CE, und zeigt (45), daß 
AF=CE, ®. AFC — AEC, ®. BAF — BCE, und daraus (45) W. 
EAC = ÄCE etc. 

Zweiter Beweis. Fig. 34. Mean nimmt an, daß BK den Win: 
tel an der Spige halbire, und gebraucht dann Satz 45. 

Dritter Beweis. Fig. 34. Das Einfachfte, woraus fid) außer: 
dem noch mehrere Folgerungen herleiten laffen, ift, daß man ein zweis 
tes gleichfchenteliges Dreieck AJIC entweder auf derfelben Seite der 
Srundlinie AC, oder. auf der entgegengefeßten, und BJ zieht, welche 
die ACinK fhneide. Auf A ABJ und A JBC wendet man nun 
Sag 50, und darauf Sag 45 auf. A ABK und A BCK. 

Anmerkung 1. Man kann nun die 14te Aufgabe des erften Buches auflöfen. 

Zuf. 1. Kennt man den Winkel an der Spige eines gleichfchens 
keligen Dreiecks, fo find auch die Winkel über der Grundlinie bes 
tannt. jeder von ihnen ift gleich dem Ueberſchuß eines Rechten über 
die Hälfte des Winkels an der Spitze. 

Zuſ. 2. In einem gleichſchenkeligen Dreiecke kann kein anderer 
Winkel ein Rechter ſein als der an der Spitze, und in dieſem Falle 
iſt jeder der beiden andern gleich der Haͤlfte eines Rechten. 

Wegen S. 38, und S. 38, Zuf. 3. 
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Zuf. 3. Jedes gleihfeitige Dreieck ift auch ein gleichwinkeliges, 
und jeder Winkel enthält zwei Dritcheite eines Rechten, — 

Anmertungg. Man ift nun im Stande, die 16te Aufgabe des erften Buches zu loͤſen. 

Zuf. 4, Eine Sentrechte (RK Fig. 34), die man aus der Spige 
eines gleichſchenkeligen oder gleichfeitigen. Dreiecks (ABC) auf die 
Srundlinie CAC) fällt, halbirt ſowohl die Grundlinie, als auch den 
Winkel an der Spiße, | 

Umgekehrt ift eine Gerade, die man aus der Spige eines gleiche 
ſchenkeligen oder -gleichfeitigen Dreiecks fo zieht, daß fie entweder den 
Winfel an der Spige oder die Grundlinie halbirt auf leßterer ſtets 
ſenkrecht. 

Tacquet über den 20ten Satz im erſten Buche des Euclides. 

Beweis. Aus dem Hauptſatze verbunden mit Satz 46. 

Anmerkung 2. Man Tann nun die Kuflöfung der vierten und die erſte Aufloͤſung 
der driften Yufgabe des eriten Buches zu Stande bringen. ' 

Anmerkung 3. Durch Hülfe diefes Zufages wird meift der Gay bewieſen, den wir 
oben alö zweiten Zuſatz aus &. 29 hergeleitet haben. 

Zuſ. 5, Wenn man über derfelben Grundlinte CAC Fig. 34) 
zwei verfchiedene gleichfchenfelige Dreiecke CABC und AJG Fig. 34) 
befchreibt, und ihre beiden Spitzen (B und J) verbindet, fo ſteht 
dieſe (noͤthigenfalls verlängerte) Gerade CBJ) ſtets ſenkrecht auf der’ 
Grundlinie und halbirt dieſelbe. | | 

Der Beweis liegt im dritten Beweiſe des Hauptſatzes. 
Arnmerkung 4. Dieß ſetzt und in den Stand, aus dem erften Bude der Aufgaben, 
‚die Ate, Tte und 15te zu loͤſen. 


Anmerkung 5. Daß diefelbe Linie, welche den Winkel an der Spige halbirt, audy 
die Grundlinie in zwei gleiche Theile theitt, ift eine Gigenſchaft, die Feiner andern Glaſſe 
von Dreieden, ala den gleichſchenkeligen und gleihfeitigen zufommt. In allen andern, 
Dreiecken wird durch eine ſolche Linie die Grundlinie in ungleihe Stüde zertheilt, und 
zwar iſt dasjenige das größere, welches an der größern der beiden Dreiedöfeiten anliegt. 

Denn e& fei im A ABC (ig. 35), AB —> BC, aber W. ABD= DRC. Nimm 
BJ = BC, ziehe DJ, fo it DJ==DC (45), W. BDC==BDI, md W. AJD = ABD 
+-BDI (37) = ABD -—- BDC == ABD-}-ABD-J}- A (37), alfo AIDA, und deshalb 
AD > DJ oder DC. — Diefe Bemerkung ift ſchon von Proclug gemacht, und yon Claviua 
zu Eyel. I, 19 vorgetragen worden, | 

Zuſatz 6, Schneidet man auf den Schenfeln CAR, BC Fig. 33) 
eines gleichfchenkeligen Dreiecks, oder deren Verlängerungen, von der 
Spitze B aus gleiche Städte (BE, BF) ab, fo bilder die Linie (EF) 
weiche die Entpuncte der Stücke verbindet, mit diefen ein aleichfchens 
feliges Dreieck (BEF), welches mit dem gegebenen (ABC) gleichwin⸗ 
kelig, und deffen Grundlinie CEF) paralfet ift der Srundlinie (AB) 
des erftern, . . 

Beweis. Aus dem Aauptfage in Verbindung mit (24). | 

532, Lehrſatz, Alle Dreiecke, in denen zwei Winkel von gfeis 
her Größe, find gleichſchenkelig. | 

Eucl. 1,6. — L. 6.1, 13. 

Deweis, Indirect; man zeigt, daß man dem vorigen Satze 
zufolge Buch Annahme deg Begentheils in eine Ungereimtheit verfals 
len würde. | 

Zufaß. Jedes gleichwinkelige Dreiech ift auch ein gleichfeitiges, 

53, Lehrfaß, Wenn man aus einem der Endpunete (C) der 
Grundlinie (AC) eines gleichſchenkeligen Dreiecks (AGC dig. 37, 38 
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und 39) nach dem (nöthigenfalls verlängerten) Gegenſchenkel (AG) 
eine gerade Linie (Ci) fo zieht, daß fie an Länge gleich dem Schens 
kel ift, fo bildet diefelbe mir der verlängerten Grundlinie in dem ges 
nannten Puncte C einen Winkel CDCE), weicher dreimal fo groß ift, 
als jeder Winkel CA und GCA) Über der Srundlinie des in Rede fte: 
henden Dreiecks. 


Erläuterung. Es find drei Fälle zu unterfcheiden, indem 
CD außerhalb des Dreiecks AGC und zwar über G hinaus, (Fig. 37) 
oder innerhalb deffelben, (Fig. 33) oder wiederum außerhalb aber 
über A hinaus (Fig. 39) fallen kann. 


Beweis. Erfter JZal.DCE=DAC-L ADC (38) 
—DAC-+DGCGI) 
8 2.GAC (38) 


Zweiter Fall. 
DCE=DCG +GCE —DCG + GAC+ AGC (28) 
== DCG +GAC—-+ GDC er 
=Des DCA DACH GAC (38) 


Dritter Kal. Der außer Ru an p nie Mintel 
DCE=GCE+GCA + ——— GCA--ACD 
—GAC-+-GCA-+ GDC-- ACD 
—GAC+GCA-+ GAC 
=—=3.GCAC 
| Anmerkung. 1. Die Linie CD trifft die Berlängerung des Gegenſchenkels und zwar 
den über die Spige hinaus gehenden Theil derfelben, fo lange AGC (Fig. 37) ftumpf, 
und DGC fpig ift. Wäre AGC ein Redter, fo würde CD mit CG zufammenfallen, und 
A=3R6l, du, alfoGCGE= AGCA=R FIR = 3A fein. 

Iſt AGC ſpitz (Fig. 38) fo fällt D fo lange zwifhen A und G bis daß GA — 
AC=GC; oder das Dreieck gleichfeitig wird. Dann iftA — FR (51, Zuf. 3), und, 
weil GD mit CA zufammenfält, DCE = 2 R 8 ) 1 

=3.,3R=3, 

Wird AGC noch fpiger (Fig. 39), fo fänt CD unterhalb A, und, weil G Fleiner, 
fo wird A größer, als im vorigen Yale, ober > 3 R, und deshalb 3A>7R, 
alfo muß Winkel DCE nun ein außerftumpfer werden, wie er in Fig. 39 durch den 
Kreisbogen angebeutet ift. 

Anmerkung 2.. Könnte man, wenn ein Winkel DCE gegeben, aus einem Puncte 
D feines Schenfels die Linien DEA und CG geometrifä d. b. mit Sicherheit und 
Genauigkeit fo ziehen, daß GC == AG = GD wäre, fo würde A = 4 DCE fein; und 
Die berühmte Aufgabe, einen gegebenen Winkel in drei gleiche Theile zu theilen, wäre 
dadurch gelöft. Allein dieß läßt fich nicht bewerfftelligen. Wir werben in dem fünften 
und achten Buche weiter über diefen Gegenftand handeln, 

Anmerkung 3. Es giebt noch verfchiedene andere nicht unwichtige die Seiten und 
Winkel von Dreieden betreffende Eigenſchaften, für die e8 aber entweder paffender ift, 
ihnen einen fpätern Plah anzuweiſen, oder fogar nothwendig, indem die biöher bewies 
fenen Säge zu ihrer Begründung nit” binreihen. Zu der erften Glaffe gehören der zweite 
Say des fünften Buchs (241) und der dritte des ſechſten (272) 5 zu der zweiten, der 
13te, Aite xc. Sag im vierten Bude (207 — 208). 


54. Lehrfag. Sind zwei gerade Linien CAB, CD Fig. 40) 
nicht nur unter einander parallel, fondern auch von gleicher Größe, 
fo find auch ftetd die beiden Verbindungslinien (BD, AC) unter eins 


ander gleih und parallel. 
Eucl. I, 53. — L. G. I, 31. 
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- Vorbereitung zum Beweife. Man zieht aus einer der ern B. 
C nad) der gegenuͤberſtehenden eine gerade Linie. 


Beweis. Aus (24) und (45). 
Anmerfung. Die Figur ABDC ift alſo bergeftalt aus vier Linien gebildet , daß 
die gegenüberliegenden Seiten unter einander parallel ſind. 


55. Ertlärung. ine vierfeitige Figur, (Fig. 40) in wel: 
cher die Segenfeiten parallel find, führt den. Namen eines Parallies 
logramms. Die Linien, welche zwei gegenüberliegende Eden vers 
binden A beißen Diagonalen. 

L. G. I, Erkl. 17, 18. 

amertung 1. Parallelogramm bezeichnet, feiner Abftammung nad, eine Figur, 
deren Seiten parallel laufen; und ift nichts anders als was Euclided in der 33ten Er- 
klaͤrung zu feinem erften Bude unter dem Namen Rbomboid. begreift. In diefem 
Sinne würden — wie man im zweiten und vierten Buche noch näher fehen wird — 
alle regelmäßigen Bielede von gerader Seitenzahl zu den Parallelogrammen gehören, 
wenn nicht der Gebraud) diefe Benennung auf die vierfeitigen Ziguren beſchränkt hätte. 

Anmerfung 2. Man kann ein Parallelogramm als dur eine gerade Linie erzeugt 
betrachten, welche ſich mit ſich felbft parallel fortbewegt ; wobei die Endpuncte C und D 
dieſer Linie offenbar die Seiten CA und DB (Zig. 40) beſchreiben würden, ſ. oben 2, 
‚Anm. 2. Das Parallelogramm beißt [hiefwinfelig wenn COD ſich nicht allein in 
der Richtung von, E nah A, fondern auch zugleih von D nad F. bewegt, und mithin 
eine zuſammengeſetzte Bervegung bat. Zolgte dagegen die CD bios der einfachen Bewe⸗ 
gung von E nad A, fo würde CA ſenkrecht auf CD ftehen, und dad fo entftandene . 
Darallelogramm würde wie in (58) Rechteck beißen. 

Anmerkung 3. Hierauf beruht das artige Parallel» Lineal, eine fhon vor Jahren 
gemachte Erfindung des Niederländer Eckhardt. Es befteht aus einem einfachen Lineal 
das fi) auf zwei Feinen Rollen, von vollfommen gleiger Größe, und darum mit [7 
feibft ftets parallel bewegt. Die vollfommene Gleichheit der Größe beider Röllchen ift 
unerlaͤßlich, denn ohne fie würde das Lineal einen Kreis. beſchreiben, deffen Halbmeffer 
deſto größer wäre, je Fleiner der Unterfchied zwiſchen den Durchmeſſern der Rollen und 
je groͤßer ihre Entfernung von einander fein würde, Dieß bat fon Hero aus Xlerait= 
drien benugt, um allerlei Kunftgebilden Preisförmige Bewegungen zu ertheilen. : Man ſehe 
ſeine Avtsnara in Mathem. Veter. p. 249. — Perrault bat von dieſer Erfindung 
eine Anwendung gemacht, um fehr große Kreife mit Fleinen Werkzeugen zu beſchreiben. 
Man findet die dahin gehörigen Abbildungen und Beſchreibungen in feiner franzöfifchen 
Veberfegung bes Vitruvius P- 82; morauß fie entlehnt find von Leupold Theatr. Mach. I, 
Tab. XX, b, ig. 7. 

56. 273 Parallelogramme haben folgende Eigenfchaften : 
1) Die gegenüberftehenden Seiten (AB und CD; AC-und BD Sig. 

40) find gleich. | 

DD) Die gegenüäberftchenden Winkel CACDund ABD; CAB und CDB) 
find gleich. 

3) Zwei an derfelben Seite liegende Winkel find zufammen fo groß 
als zwei Rechte. 

4) Jede Diagonale theilt das Parallelogramm in zwei congruente 

Dreiede. 

Eucl. I, 34. — L. G. I, 29, 32. 


Beweis. ter, 2ter und Ater Theil aus (24) und (45) anges 
wandte auf die Dreiecke ABC und ACD. 

3ter Theil aus (25). 

Zufag 1. Der Flähenraum des Parallelogramms (ABCD) ift 
doppelt fo groß als der Innhalt jedes der Dreiede, in welche es duch 
jede der Diagonalen getheilt wird. 


Anmerkung. Ueber die Flädeninnhalte von ‚Darallelogrammen und Dreieden werden 
wir noch näher handeln im 2ten Bude (83 — 84). 
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Zufag 2. Iſt einer der Winkel ein Rechter, fo find fie es alle; 
und find zwei an einander grängende Seiten gleich, fo find alle vier 
von gleicher Größe. 

57. Erflärung. Raute (oder Rhombus) heißt diejenige 
vierfeitige Figur, in welcher alle Seiten gleich find. 

Eucl. I, &tt, 32, — L. G. I, Ertl. 17. 
Zuf. Die Segenfeiten einer Raute find einander parallel. 


58. Erklärung Rechter heißt ein Parallelogramm, defien 
Winkel Rechte find, (Fig. 41). 

Eucl. I, Erf. 31. — L. G. I, Erkl. 17. 

59. Erklaͤrung. Quadrat heißt ein Viereck, in welchem alle 
vier Winkel rechte und alle Seiten unter einander gleich ſind. Fig. 46. 

Eucl. I, Erfl, 30. — L. G. I, Erkl. 17. 

Anmerkung 1. Wie man verfahren muͤſſe, um über einer gegebenen geraden Linie 
ein Quadrat zu conftruiren, wird in der Sten Aufgabe des Zten Buches gelehrt, welche zu 
Löfen man bereitö in den Stand gefeht iſt. 

Anmerkung 2. Iedes Viereck, wie ADCB Fig. 47, das Fein Parallelogramm ift, 
beißt Zrapezium (und Paralleltrapezium, wenn ein Paar der Gegenfeiten 
parallel. J.). 

60. Lehrfag. In jedem Viered CABDC Fig. 40), worinn je 
zwei Segenfeiten gleich find, find diefelben auch parallel. 

LG.1,3 


Vorbereitung. Man ziehe die Diagonale CB. 
Beweis. Aus (50) und (24). 
Anmerkung 1. Diefer Sag ift das Umgefehrte von S. 56. 
Anmerfung 2. Auf diefem Sage beruht die Gonftruction der Parallel = Lineale, die 
man nicht felten in den Reißzeugen antrifft. 

61. Lehr ſatz. In allen Parallelogrammen wird jede Diagonale 

durch die andere halbirt. 
Eucl. I, 30. — L. G. I, 22. 

Beweis. Durch Hülfe des ©. 46. | 

Zuf. Sin gleichwinteligen Parallelogrammen find die beiden Dias 
gonalen, und folglich auch ihre Hälften von gleicher Größe; in gleich» 
fertigen Darallelogrammen fchneiden ſich die Diagonalen unter rechten 

inteln. 

62. Lehrſatz. Wenn man auf der Diagonale (BC) eines Qua⸗ 
drates (ABLC Fig. 85) von einem ihrer Endpuncte (B) aus ein Städ 
(BD) abfchneider, gleich der Seite (BA) des Qundrates, in diefen 
Duncte (D) ein Perpendikel (DE) auf der Diagonale errichtet, und 
dafielbe bis zum Durchſchnit (E) mit der Seite (AC) verlängert, fo 
iſt diefe Linie (DE) gleich dem Weberfhuß der Diagonale über diefe 
Seite, und eben diefe Linie hat das auf der Seite (AC) adgefchnittene 
©tüd (AE). 

Vorbereitung. Ziehe DA. Ä Zu 

Beweis. Erfter Theil. Da EDC=AR; DCEE=ZR, fo 
ift DEC = 4 R (38) etc. 

Zweiter Theil. Da AABD gleichfchenfelig und BAD=—= 4 R, fo 
it BAD=—=3R (51, Zuf. 1), alfo DAE —= } Retc. 

Anmerkung 1. dieraus ergiebt fih, wie man verfahren müffe, um die achte Auf 
gabe des zweiten Buches zu Löfen. , . 

Anmertung 2. Wir werden und diefes Sages bedienen, um fpäter zu beweiſen, 
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daß die Seite und Diagonale eines Quadrates zu einander incommenfurabel find. 
ſ. 126, Anm. 2. 

63. Lehrſatz. Wenn man auf einem der Schenkel (DA Fig. 45) 
eines beliebigen Winkels CDAE), drei Puncte J, B, F fo nimmt, daß 
JB=BF, und durch diefelben drei unter einander parallele Linien 
(JN, BC, FL) zieht, fo find auch die zwifchen diefen Paralleien ents 
haltenen Stuͤcke (NC, CL) des andern Schenfels (AE) ſtets von glei⸗ 
her Größe. Umgekehrt, wenn zwei Parallelen (FL, BC) die Schen⸗ 
tel eines Winkels fchneiden, und man zieht eine dritte (IN), fo daß 
fie auf jedem der Schenkel ein Stück abſchneidet, welches gleich iſt 
dem zwifchen den beiden Parallelen liegenden (nämlich FB=BJ, und 
LC=CN), fo ift auch diefe dritte Linie mit den beiden erften parallel. 

Simpsou I, 27. 

Vorbereitung. Man nehme an, daß durch C eine Parallele mit 
AD gezogen fei, welche der FL in O, fo wie der verlängerten IN in P 
begegne. 

Beweis. Dean zeigt, daß PC== CO (56) und daher NC=—=CL 
(46) fei. Der zweite Theil, oder das Umgekehrte des erfien, wird 
durch Hülfe diefes erften indirect erwiefen; denn in eine Ungereimt⸗ 
heit würde man verfallen durch die Annahme, daß nicht IN, fondern 
eine andere wie Jh || BC fein könnte. 

Zuſatz. Iſt eine Seite (AD) eines Dreiecks DAE in eine bes 
liebige Anzahl gleicher Theile getheilt, und man zieht aus dieſen Theil: 
puncten mit einer der beiden andern Seiten (DE) Paralleten nady der 
dritten (AE), fo wird diefe in dieſelbe Anzahl gleicher Theile getheilt. 

Anmerkung. Dadurch kann man die Ste und Ite Aufgabe des erften Buches löfen. - 

64. Lehrfas. Wenn man jede der Seiten eines Trapeziums 
(DCBA $ig. 47) halbirt, fo bilden die vier diefe Halbirungspuncte 
verbindenden Geraden (FG, GF, FE, EH) ein Paraflelogramm. 

Simpson I, 29. 

Vorbereitung. Man ziehe die Diagonalen DB, AC. 

Beweis. HG und EF find || AC (63) ıc. i 

Anmerkung 1. 66 foll fpäter gezeigt werden, daß der Flächenraum des Paralle- | 
logrammö die Hälfte von dem des Trapeziums ift. | 

Zufag 1. Iſt das gegebene Vierer ein Nechtecd oder Quadrat, _ | 
fo ift das erhaltene Parallelogramm gleichfeitig. . 

Zuſatz 2. Wenn DEBA Fig. 46 ein Quadrat ift, fo mäflen bie 
Puncte, E, F, G, H nicht nothwendig die KHalbirungspunete feiner | 
Seiten fein, damit EFGH ein Quadrat werde, fondern es ift dazu 
hinreichend, dag AE = BF == EG==DH d. h. daß beliebige, aber | 
gleiche Stüde auf den Seiten von den Winkelſpitzen aus gl-eichmäs> 

“ Big abgefchnitten werden. 

Simpson I, 23 


Anmerfung 2. Diefer Sag fol fpäter auf alle Vielecke ausgedehnt werden. — 
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Anhang zum erften. Buche. 
(vom Weberfeßer.) 


Bcmerfung. Die unmittelbar hinter den meiften Sägen dieſes und der folgen- 
den Anhänge befindiihen Zahlen, weiſen auf die frühern, und daher als bekannt anzu- 
ſehenden Säge bin, die man zum Beweiſe des zugehörigen Saged zu Hülfe nehmen muß, 
oder doch wenigftend Tann. Gehört der frühere Gas, auf den verwieſen wird, einem 
der Anhänge felbft an, fo foll dieß durch ein neben- die Zahl gefepted A. bemerklich ges 
macht werden... Sind ed mehrere Säge, deren man zu einem Beweife bedarf, fo ſollen 
fie in der Meidenfolge citirt werden, in welcher fie zuc Anwendung kommen, — 


Ichrfäße 


1. Die aus den Endpuncten der Grundlinie eined gleichſchenkeligen Dreiecks auf die 
Chen Oder Deren Berlängerungen gefälten Perpendikel find von gleiher Länge. 

" 5 — 6. 

Frage 1. Wovon hängt es ab, ob die Perpendikel die Schenkel ſelbſt oder deren 
aa treffen follen? Giebt es nicht Zälle, wo Schenkel und Perpendifel zuſam⸗ 
menfallen ? 

Zrage 2. Wie Ändert fih unfer Sat, wenn dad Dreieck nicht bios gleichſchenkelig, 
fondern gleichfeitig iſt? 

2. Wenn die aus zwei Eden eines Dreiecks auf die Gegenfeiten oder deren Ber- 
längerungen gefältten Perpendikel von gleiher Länge find, fo find auch die beiden Dreiecks⸗ 
feiten gieich , auf welche die Senkrechte gezogen worden. 

—52. j 

Frage 1. In welcher Beziehung ſteht dieſer Sah zum vorigen ? 

Zrage 2. Wie müßten ſich in unferm Satze die Bedingungen ändern, um aus ih. 
nen folgern zu können, daß das in Rede ftehende Dreieck gleichfeitig fei? 

3. Wenn man auf den Seiten eines gleidyfeitigen Dreieds von den Winfelfpigen aus 
beliebige, aber gleiche Stüde gleihmäßig abſchneidet, und diefe Durchſchnittspuncte unter 
man fo ift das fo erhaltene Dreieck ebenfalls gleichfeitig. 

5 . j 

Frage |. Kann die Länge der abgeſchnittenen Stüde in der That voͤllig bes 
Viebig, namentlih auch größer ald die Länge der Seiten ded Urdreiecks fein ? 

Trage 2. Bleibt der Satz noch wahr, wenn man die Abſchnitte anftatt auf den Sei⸗ 
ten felbft auf ihren Berlängerungen nimmt? 

Frage 3. Wird, wenn man mit einem gleichſchenkeligen Dreiecke auf ähnliche Weiſe 
yerfährt, das nun entftandene Dreieck noch ſtets gleichſchenkelig fein? 

4. Zwei Winfel find glei, wenn die Schenfel ded einen einzeln den Schenkeln des 
andern parallel find, und beide Paare diefer parallelen Schenkel zugleid entweder nad 
er oder nach entgegengefegten Richtungen vom Scheitel aus fortgehen. 

24. u 
Frage: Was wird non den Winkeln gelten, wenn das eine Paar der parallelen 
Schenkel nad verfelben Richtung vom Scheitel aus fortläuft, dad andere dagegen nad 
entgegengefesten ? , 

5. Wenn man einen der Schenkel eines gleichſchenkeligen Dreicks über die Spige hin: 
aus verlängert und den fo entftandenen Außenwinkel halbirt, fo ift diefe Halbivende der 
Srundlinie nes Dreiecks parallel, u | 


28 Anhang zum erften Bude. 
38. — 24, 


6. Iſt die einen der Außenwinkel eincd Dreiecks halbirende Gerade parallel mit _ 


einer der Dreiedöfeiten, fo find die beiden andern Dreiedöfeiten von gleiher Größe. 

7. Zieht man durch die Spitze eines gleichſchenkeligen Dreiecks eine Gerade parallel 
mit der Grundlinie, fo halbirt diefelbe die an der Spige liegenden Außenwinkel. 

Zrage: In weldyer gegenfeitigen Beziehung ftehen die drei legten Säge? 

8. Halbirt man ſowohl einen der Außenwinkel ‚eines Dreiedö ald aud den ihm 
anliegenden innern, fo ftehen diefe beiden Halbirenden ftets ſenkrecht auf einander. 


Zrage 1. Gilt der Satz aud für andere als dreifeitige Ziguren ? 

Zrage 2. Läßt fih unfer Sag umkehren? 

9, Zwei gleichfeitige Dreiecke find congruent, wenn ein Hoͤhenperpendikel des einen 
dem jr andern gleich ift, 

10. Wenn man auf einem der Schenfel (AN Fig. 1) eined beliebigen Winkels 
MAN einen beliebigen Punct (C) nimmt , in demfelben auf AN eine Senkrechte (CL) 
errichtet, zugleih auch aus ihm auf den andern Schenfel (AM) ein Perpendifel (CK) 
fällt, und den Winkel (KCL), welden diefe beiden Linien bilden, durch CB Halbirt, fo 
ift Dreied ABC gleichſchenkelig. ' 

38 fi + . 

Zrage : Erleidet unfer Sat eine wefentlihe Beränderung, je nachdem der gegebene 
Winkel ein ſpitzer, rechter oder ftumpfer iſt? 


11. Zwei Parallelogramme find congruent, wenn zwei an einander anliegende Sei⸗ 
ten und der von ihnen eingefchloffene Winkel einzeln in beiden gleich find, 

12. Wenn man je zwei von den Halbirungspuncten der Seiten eines Dreiecks durch 
gerade Linien verbindet, fo wird durch diefelben das Dreieck in vier unter einander con⸗ 
gruente Dreiecke zertbeilt. 


63. 

13. Wenn in einem gleichſchenkeligen Dreiecke irgend einer der drei Winkel 2 R. 
beträgt, fo ift das Dreied gleichſeitig. 

14. Theilt man jede der Seiten eines gleihfeitigen Dreiecks in drei gleiche Theile 
und verbindet von diefen Theilpuncten je zwei ſolche, die einer und derfelben Winkelſpitze 
zunaͤchſt liegen, fo entfteht ein Sechseck, welches regelmäßig ift d. b. in welchem alle Sei- 
ten fowohl al& alle Winkel unter einander glei find. 

Zrage: Den wievielten Theil vom Innhalt des Dreieds macht der Flähenraum des 
Sechsecks aus? 

15. mei Quadrate find congruent, wenn eine Diagonale des einen einer Diagonale 
des andern gleich ift. 


16. In jedem ſchiefwinkeligen Parallelogramm ift die Diagonale, welde die Schei⸗ 


“tel der beiden fpigen Winkel verbindet, größer als die andere, 


47. 

Zuſatz. Umkehrung diefes Satzes. 

17. Wenn man jede von zwei Seiten eines Dreiecks über ihren gemeinfhaftlichen 
Endpunct hinaus um die Größe der andern verlängert, und die Endpuncte diefer Berlän« 
gerungen mit den Endpuncten der dritten Dreiedtsfeite verbindet, fo find diefe beiden ver= 

bindenden Geraden ftetd einander parallel. 

22. — 38.— 51. — 26. 

Frage 1. Kann es in einzelnen Fällen auch gefchehen, daß die Gerade, welche die 
—— der Verlaͤngerungen unter ſich verbindet, parallel mit der dritten Dreiecks⸗ 
eite ift? 


Zrage 2. Könnte man nicht unfern Berlängerungen foldye Größe geben, daß in- 


jedem Zalle nit blos die im Hauptfage, fondern aud die in der vorigen Zrage ges 

nannten Zinien einander parallel wären? 

| 18. Brei gerade Linien, weldye von einem Puncte aus nad entgegengefegten Sei⸗ 

ten auslaufen und beide einer dritten Linie parallel find, bilden eine einzige gerade Linie, 

— 24 oder 25. — 20. — 21. Nachdem man zuvor von dem gemeinſchaftlichen Püncte 
der beiden erften Linien nad der dritten eine beliebige Gerade ald Hülfslinie gezogen hat. 


19. Wenn man auf jeder von zwei oder mehrern geraden Linien eine Senkrechte 
errichtet und diefe Perpendifel alle unter einander parallel find, fo bilden jene Geraden 
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entweder (bei hinreichender Berlängerung) eine einzige gerade Linie, ober fie find auch uns 
ter einander parallel, 

Frage: Läßt ſich diefer Sag umkehren ? 

20. Errichtet man auf jeder von zwei Dreiedöfeiten oder deren Berlängerungen ein 
Perpendikel, fo müffen diefe beiden bei hinreichender Berlängerung ſtets einander ſchnei⸗ 
den. — 

Indirecter Beweis, 

21. Die drei auf den Seiten eines Dreiecks in ihren Halbirungspuncten errichteten 
Perpendikel haben bei hinreichender Verlängerung ſtets einen gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspunct. 

Vorbereitung zum Beweiſe. Man errichte zwei ſolcher Perpendikel, faͤlle aus ihrem 
Durchſchnittspuncte (X. 20) auf die dritte Dreiecksſeite eine Senkrechte und beweiſe, daß 
jene ua biele halbirt wi wird. x 


+ 


Zrage: Der in Rede ftehende gemeinſchaftliche Durchſchnittspumet unſerer drei Per⸗ 
pendikel, kann innerhalb, im Umfange, und außerhalb des Dreiecks liegen. Wovon 
haͤngt es ab, ob das eine, oder das andere, oder dad dritte Statt haben foll? 

Zuſatz. Vieſer gemeinfehaftlidhe Durdfenittspunct der drei Perpendikel bat gleiche 
Entfernung von den drei Winfelfpigen des Dreiecks. 


22. Die drei Höhenperpendifel jedes Dreiecks d. h. die aus den Winkelipigen auf 
die Gegenfeiten (oder deren Berlängerungen) eines Dreieds (ABC Fig. 2) gefällten Per⸗ 
pendite haben (nöthigenfalls verlängert) einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct. 

23. Wenn man eine von zwei ungleichen Dreiedöfeiten über ihren gemeinſchaftli⸗ 
hen Endpunct hinaus verlängert und den jo entftandenen Außenwinkel balbirt, fo iſt dieſe 
Linie niemals mit der dritten Dreiecksſeite parallel, ſondern ſchneidet ſtets die über die 
kleinere der beiden erſten hinausgehende Berlängerung derfelben. 

38. — 42. — 20. — 28. ” 

24. Wenn man auf den Seiten eines beliebigen Parallelogrammd von den Win⸗ 
Feljpigen aus gleihmäßig Stüde von belicbiger aber gleiher Länge abſchneidet, fo ift 
das durch Berbindung diefer Durchſchnittspuncte entftandene Biere gleichfalls ein Paral- 
Velogromm. 60 

5 — . 


Zrage:. Kann die Länge der abgefähnittenen Stüde auch größer als die eine ober | 


die andere der Seiten des Urparallelogrammö werben ? 
25. Ale auf. die im vorigen Sage angegebene Weile entftandenen Parallelogramme 
baben mit dem Urparallelogramm einen gemeinſchaftlichen Diagonalen- Durchſ chnittspunct. — 


26. Wenn man die Halbirungspuncte der Seiten eines beliebigen Rhombus unter 
einander verbindet, ſo iſt das ſo entſtandene Parallelogramm ſtets rechtwinkelig. 


27. Die drei geraden Linien, welche die Winkel eines beliebigen Dreiecks halbiren, 
haben einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct. 

Vorbereitung zum Beweiſe. Man halbire zwei von den Dreiecks⸗ Winkeln, ver⸗ 
längere dieſe Halbirenden big fe fi ſchneiden (28), verbinde diefen Durbfonittäpunct 
mit der Spige des dritten Winkels und zeige durch Hülfe der Senkrechten GH, GJ, GK 
Gis 3), daß derſelbe —8 dieſe Linie halbirt wird. 


t 


9. 

Zufag Der "Yunct G ift glei) weit von den drei Seiten des Dreiecks entfernt, 

“ 28. Wem man eine ber Seiten eines Dreiecks über beide Endpuncte hinaus verlän- 
gert, und nicht nur beide ‚fo entjtandene Außenwinkel, fondern auch den ber verlängerten 
Seite gegenüberliegenden innern Winfel des Dreiecks, halb irt, fo haben dieſe drei Halbiren- 
den bei hinreichender Berlängerung gleichfalls einen gemeinfchaftlicen Durchſchnittspunct. 

Der Beweis dem des vorigen Saged ganz ähnlich. 

tf Zuſatz 1. Auch dieſer Durchſchnittspunct iſt von allen Dreiecksſeiten gleich weit 
entfernt. 

Frage: Wie viel laſſen ſich für jedes Dreieck ſolcher Puncte finden, von denen jeder 
gleiche Entfernung von allen drei Seiten hat? 


N 


Zufag 2. Fällt man aus allen Puncten der Art, die es für ein Dreieck giebt, auf 


alle feine Seiten, oder deren Berlängerumgen Perpenditei, und verbindet eben dieſe Puncte 
mit ſeinen Ecken, ſo entſtehen zwölf Paare congruenter Dreiecke. 


30 Anhang zum erjten Bude. 


79. Faͤllt man and dem gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte (G Fig. 3) der 
de Winkel eines Dreiecks balbirenden Linien (AD, BE, CF) auf die Dreicdöfeite Senk⸗ 
rechte, fo ift von den Winkeln, weldye diefelben mit Den nad derſelben Dreiedöfeite ges" 
zogenen Haibirenden bilden, einer (EGJ) jo groß als die beiden andern zufammen (FGK 

HUGD). 
+ * 1. Wie würde man denjenigen der drei genannten Winkel, welcher ſo groß 
als die beiden andern zuſammen iſt, unabhängig von einer Figur mit Worten bezeichnen? 

Brage 2. Bleibt unfer Say auch noch richtig für gleichſchenkelige und gleichfeitige 
Dreiede 

Frage 3. Findet vicleiht für die Winfelhalbirungen, von denen im vorigen Sage 

(28) die Rede war, etwas Aebnliches Statt? 
.. 29. Wenn man von einem der Endpuncte (B Fig. 4) der Grundlinie (BE) eines 
gleichſchenkeligen Dreieds (ABC) nad einem beliebigen Puncte (DJ des Gegenſchenkels 
(AC) eine gerade Linie (BD) zieht, auf dirſem (verlängerten) Schenkel von diefem Puncte 
(D) aus nad der Grundlinie hin ein Stuͤck (DE) abſchneidet, weiches gleich ift der wor: 
bergenannten Linie (BD) und endlich den fo erbaltenen Durdfenittspunct (E) mit eben 
jenem Endpuncte (B) der Grundlinie verbindet, fo ift der Winkel (EBG), welden diefe 
letztere Linie mit der Grundlinie bildet, ftetS halb fo groß als derjenige (ABD), welchen 
die zuerft gezogene Linie mit dem Schenkel (BA) bildet, der mit ihr von demfelben End« 
punct der Grundlinie ausläuft. 

30. Wenn man auf ber größern (AE) von zwei ungleichen Dreiedöfriten (AE, AR 
Zig.4) von ihrem gemeinſchaftlichen Endpuncte (A) aus ein Stück (AC) abſchneidet, wel⸗ 
ches gleidy ift der Fleinern (AB) und dieſen Durchſchnittspunct (C) mit der Spige ded 
Gegenwinkels (B) verbindet, fo ift der Winkel (EBC), welden diefe Linie mit der drit⸗ 
ten Dreicdsfeite (BE) bildet, glei dem halben Unterſchiede der beiden Dreiecks- Winkel 
—8 AEB), welche unfern in Rede ſtehenden Seiten gegenüber liegen, alſo [ABE 

31. Wenn man fomohl von den beiden Endpuncten als auch von dem Halbirungd« 
puncte einer beliebigen geraden Linie nad) einer beliebigen andern drei Linien zieht, die 
* ae beste, jo ift die mittlere derfelben halb fo groß ald die beiden äußern 
zuſammen. g. 5. 

Zuſatz. Verbindet man daher die Halbirungspuncte zweier Seiten eines Dreiecks, 
ſo iſt dieſe Linie halb ſo groß als die dritte Seite. 

32. Zieht man eine Gerade durch den Halbirungspunct (D Fig. 6) der Grundli⸗ 
nie eines gleichſchenkeligen Dreiecks, und verlängert fie jo weit, daß fie den einen Schen⸗ 
Bel (AC) felbft und des andern Verlängerung ſchneidet, fo ift das auferhalb des Dreiecks 
liegende Stüd (BF) derfelben ftets größer al& das andere (DE). 

33. Berbindet man die Ede eines Dreiecks, von welcher zwei ungleiche Seiten aus 
laufen, mit dem Halbirungspuncte der Gegenfeite, fo bilden diefe beiden Linien in diefem 
Puncte ftetd ſchiefe Winkel, und zwar ift der ftumpfe derjenige, welcher der größern der 
beiden gun ungleiden Dreiedöfeiten gegenüberliegt, 

, uſ. 

34. Umkehrung des vorigen Sated. . 

35. Zu dem befannten Sage: „Die aus der Spige altes gleichſchenkeligen Dreiecks 
auf die Grundlinie gezogene Senkrechte halbirt nicht nur dieſe leztere, fondern auch den 
Winfel an der Spitze“ laffen fi nicht weniger als neum Umkehrungen bilden. 

36. Ein Viereck ift nicht notwendig ein Parallglogramm, wenn das eine Paar feiner 
Gegenfeiten parallel, und das andere gleich ift. 

Frage: Welches ift wohl die einfachfte dritte Bedingung, die man den beiden genann- 
ten hinzufügen muß, damit diefe Nothwendigkeit eintrete-? 

37. Erklärung. Ein Biere, in welchem ein Paar Gegenfeiten parallel, das 
andere Paar glei, und welches dennoch Fein Parallelogramm ift, fol Antiparalles 
logramm beißen. - . 

Anmerkung. Antipaptiet heißt eine Linie (DE Fig. 51) einer andern (AB), wenn 
W. CBEZABE und WB. DOE=BAC. 

33. In jevem Antiparallelogramm find die an jeder der parallelen Seiten liegenden 
Winkel glei. (nämtid BAC == DEB-und BAD== ADC Fig. 7) 

39. In jedem Antiparallelogramm find die beiden Diagonalen einander gleich. 

409. In jedem Antiparallelogramm find diejenigen Segmente der Diagonalen, die 
woifchen ihrem gegenfeitigen Durchſchnittspuncte und den beiden Endpuncten einer der pas 
rallelen Seiten liegen, von gleicher. Größe, 
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41. Zn jedem Antiparallelogramm läuft die Gerade, melde die Halbirungspuncte 
der beiden nicht parallelen Seiten verbindet, mit den beiden andern Seiten parallel, und 
ift halb fo groß als dieſe zufammen. 

42. Das Stüd der im vorigen Sage bezeichneten Linie, welches zwiſchen den bei⸗ 
den Diagonalen enthalten ift, ift halb fo groß ald der Ueberſchuß der größern von den 
parallelen Seiten über. die kleinere. 

4. 31, uf. 

43. Wenn in einem Vierecke ſowohl die beiden Diagonalen von gleicher Größe, als 
auch ein Paar’ Gegenfeiten einander glei find, fo ift dad andere Paar der Gegenfeiten 
parallel. 11 

50. — 50. — 26. 

44. Sind in einem Bierede die Diagonalen gleich und ein Paar der Gegenfeiten 
parallel, ſo nd die beiden andern Gegenfeiten von gleiher Größe. Fig. 7. 
. 9. — 5. 

45. Wenn in einem Vierecke ſowohl das eine, als dad andere Paar nicht gegenü« 
berliegender Winkel einzeln glei find, (nämlid ABC DCB, und BAD = ADC %ig. 7) 
fo ift das Biered ein Antiparallelogramm. 


46. Jedes Biere ijt ein Antiparallelogramm , wenn die beiden Gegmentenpaare 
der Diagonalen die zwiſchen ihrem gegenfeitigen Durchſchnittspunct und zwiſchen den End» 
puncten fowohl der einen als der andern von zwei Gegenfeiten liegen, einzeln glei find 
Gin AG m GD, um BG =CG Fig. 7). 

47. Jedes Biere ift ein Parallelogramm, in weldyem die Diagonalen fi gegen⸗ 
ſeitig halbiren. 

48. Jedes Parallelogramm, deſſen Diagonalen gleich find, iſt gleichwinkelig, alfo 
ein Rechteck. 

50. — 25. 

49. Jedes Parallelogramm, deſſen Diagonalen fih unter Winkeln ſchneiden, die 
alle unter einander gleich, d. h. Rechte ſind, iſt gleichſeitig. 

50. Gleichſeitig iſt auch jedes Parallelogramm, in welchem ein Paar Gegenwinkel 
durch die ihre Spitzen verbindende Diagonale halbirt werden. 

Zuſatz. Umkehrung dieſes Satzes. 

51. Wenn man alle Seiten eines Antiparallelogramms halbirt und dieſe Halbirungs⸗ 
punete unter gnander Eu einem Viereck verbindet, fo ift dieß ſtets ein Rhombus. 

6 . + 3 fi + 

52. Dad auf die im vorigen Satze angegebene Weiſe entftandene gleidhfeitige Pa⸗ 
rallelogramm wird auch gleichwinkelig, alfo ein Quadrat, wenn das Antiparallelogramm 
fo beſchaffen ift, daß die beiden parallelen Seiten um die halbe Summe ihrer eignen Län- 
gen von einander entfernt find. Fig. 8. 0 


53, An zwei an einander angränzenden Seiten unferes Rhombus (X. 51) bilden 
‚mit der Seite des Antiparallelogramms, von deren Halbirungspuncte fie auslaufen, zwei 
Winkel, deren Unterſchied eben fo groß ift, als der Unterfhied der beiden Winkel des 
Antiparallelogrammö , die an eben diefer Geite liegen. — ig. 8. 

54. Grelä run Zugeordnete Seiten eines Vierecks beißen je zwei foldye, 
Bi Peinen gemeinſchaftlichen Endpunct haben; alfo jedes Paar der Gegenfelten und die 
- Diagonalen. | 
.. 55. Werden zwei. beliebige Paare zugeordneter Seiten eines Vierecks halbirt, fo 
bitden Die au Halbirungspuncte verbindenden Geraden ein Parallelogramm. 

u], 1: — 55 

Frage 1. Bon welchem frühern Sag ift diefer ald Erweiterung zu betrachten? 

Bro 2. Wie ändert fih unfer Sas für Parallelogramme und Antiparallelo⸗ 
gramm | 

56. Wenn man von den Endpuncten der Grundlinie eined gleichſchenkeligen Dreiecks 
ABC Fig. 9) auf dem einen Schenkel ſelbſt, und auf des andern Verlängerung zwei 
Stüde von beliebiger aber gleicher Länge abſchneidet, fo wird Die Gerade, welche diefe 
beiden Durchſchnittspuncte verbindet, durch die Grundlinie halbirt, 

Zufag. Diefer Sag läßt fi zweimal umkehren. 

57. Bieht man aus der Spige eined von zwei ungleihen Seiten gebildeten Dreiecks⸗ 


\ 
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winteld eine Gerade nad dem Halbirungspuncte der Gegenfeite, fo theilt Diele den Win⸗ 
tel in zwei ungleide Stüde und zwar ift der größere dieſer beiden Winkel derjenige, 
welcher die Fleinere Dreicdfeite zu einem feiner Schenfel bat. — Fig. 10. 


2. 
58. Zwei redhtwinfelige Dreiecke find congruent, wenn die Hypotenufe und die Ga⸗ 
thetenfumme des einen einzeln den entfpredienden Stüden des andern glei find. Zig. 11. 

49. xt. . 

59, Wenn man auf der Hypotenufe (BC Fig. 12) eines gleichſchenkeligen rechtwinkeligen 
Dreieds (ABC) von einem ihrer Endpuncte (C) aus ein Stüd (CD) gleidy der Schenfellänge 
abſchneidet, dieſen Punct mit der Spitze des Gegenwinfels verbindet und zugleih in ibm auf 
der Hypotenufe eine Senkrechte (DE) erridtet und bis zum Durchſchnitt mit dem nähern 
Schenkel (AB) verlängert, durch diefen Punct (E) eine Parallele mit der Hypotenufe 
zieht, welche bie erftere der gezogenen Linien (DA) in H und den andern Gatheten (AC) 
in F föpneidet, endlih aus F eine Senkrechte (FG) auf die Hypotenuſe fällt und GH 
zieht, fo entftehen außer dem urfprünglidyen noch acht gleichſchenkelige Dreiede, 

60. Wenn in einem rechtwinkeligen Dreieck einer der jpigen Winfel doppelt fo groß 
ift als der andere, fo ift auch jtetö die Hypotenufe doppelt fo groß ald die Pleinere Ga« 
tbete. Fig. 13. 

" 5 — + 13. 

Zuſatz. Bweimalige Umkehrung dieſes Sahes. 

61. Berbindet man in einem rechtwinkeligen Dreieck den Halbirungspunct der Hy⸗ 
Wnuſe mit der Spitze des Gegenwinkels, fo iſt dieſe Linie gleich der halben Hypote⸗ 
nu ce, — 

Andirecter Beweis, Oder directer mitteljt 61, Zuſ. 

Zufag. Der Sas läßt fi zweimal umkehren, 

62. Wenn in einem gleichſchenkeligen Dreiede jeder der Winkel über der Grund» 
linie doppelt fo groß ift, als der dritte, und man balbirt einen der erftern, fo wird 
durch dieſe Linie das Urdreied in zwei ebenfalld gleichſchenkelige Dreiecke zertheilt. — 

Frage: Ob der Sag fi umkehren laͤßt? 

63. Fällt man von einem beliebigen Puncte innerhalb eines gleidhfeitigen Dreiecks 
Perpendifel auf deffen Seiten, fo ift die Summe derfelben fo groß ald eines der Hoͤhen⸗ 
perpendifel dieſes Dreieds. Fig. 14. 

56, 1: — %. 1. — 56, 1. — 46. > 

Frage 1. Gilt unfer Satz felbft no, oder ein ihm verwandter, wenn der Punct, 
von welchem die Perpendifel auf die Seiten (ober deren Berlängerungen) gefällt werden, 
nicht innerhalb, fondern außerhalb des gleihfeitigen Dreiecks liegt? 

Zrage 2. Findet nit in befondern Fällen etwas unferm Sate Aehnliches auch bei 
gleichſchenkeligen Dreieden Statt? 
64. Berbindet man die Halbirungspuncte (E und F) zweier Gegenfeiten (AB und 
CD) eines Quadrates (ABCD Fig. 15) dur eine Gerade (EF), zieht darauf nady 
derfelben von einer Winkelfpige (B) eine zweite Gerade (BG) fo, daß fie der Seite des 
Duadrates glei ift, und endli aus eben diefer Winkelfpige die Diagonale (BD), fo: 
ift der Winfel (GBD), melden die beiden letzten der drei genannten Zinien (BG und 
BD) mit einander bilden, doppelt fo Flein als der von. den beiden erften (EF und BG) 
‚gebildete, und dreimal fo Flein als derjenige, welchen die erſte und dritte CEF und BD) 
mit einander maden. et . J 

51, Zuſ. 3. 

65. Schneidet man auf den Seiten eines gleichſeitigen Dreiecks von den Winkelſpi⸗ 
gen aus Stüde von beliebiger, aber gleicher Länge gleichmäßig ab, und verbindet dieſe 
Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden, fo ift das durch dieſe drei Linien gebildete Dreieck 
ebenfalls gleidyfeitig. 

45. — 46. — 52. Zuſ. 

Frage: Darf man die gleichen Stücke nicht blos auf den Seiten ſelbſt, ſondern 
auch auf ihren Verlängerungen abſchneiden? | 

66. Wenn man auf der Hypotenuſe eines rechtwinkeligen Dreiecks von jedem ihrer 
Endpuncte aus ein Stud glei der anliegenden Gathete abfäpneidet, und dieſe Durch⸗ 
ſchnittspuncte mit der Spike des rechten Winkels verbindet, jo wird derfelbe in drei Stü- 
cke getheilt, von denen das mittlere fo groß ift als die beiden dußern zufammen. 

51. — — 

Frage: Läßt ſich der Satz umkehren ? 

67. Wenn man auf der größten Seite eines ungleidhfeitigen Dreiecks von jedem 
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ihrer Endpuncte aus ein Stück abſchneidet gleich der anliegenden kleinern Seite, und 
diefe Durchſchnittspuncte mit der Spige des Gegenwinkels verbindet, fo iſt der Winkel, 
den diefe beiden Linien mit einander bilden, fo groß,glö die halbe Summe ber beiben 
Hleinern Dreieckswinkel. | 

51. — 38. j 

Zrage 1. In welchem Bufammenbange fteht diefer Gay mit dem vorhergehenden } 

Frage 2. Läßt fi der Sah umkehren? 

68. Jede gerade durch den Durchſchnittspunct der Diagonalen eines Parallelogrammö 
hindurchgehende ‚und von den Seiten deflelben begränzte Linie wird in jenem Durde 
fihnittöpuncte halbirt. 1 

61. — 46. 

Annterfung. Daher pflegt man wohl aud den Olagonalendurchſchnitispunct eine® 
PVaratselvgramms deffen Mitrelpunct au nennen. i 

69. Wenn man über jeder Seite eines rechtwinkeligen Dreiedd (ABC Fig. 16), 
abwärts von den beiden andern ein Quadrat befohreibt, und die nit gemeinſchaftlichen 
Endpuncte (E und-F) zweier ſolchen Duadratfeiten, die von demfelben Endpuncte (C) 
der Hypotenufe auslaufen, mit den Spigen derjenigen Dreieds- Winkel (A und B) ver⸗ 
bindet, welche den Seiten, über denen diefe Quadrate befeprieben, gegenüberliegen , fü 
ſchneiden ſich diefe beiden Linien (EA und BF) ſtets unter reiten Winkeln. 

45. — 38, uf. 2 . 

70. Bleibt Alles nie im vorigen Sage und verbindet man die Gndpuncte (J und 
F) der von den Endpuncten der Hypotenuſe auslaufenden Seiten der Gathetenquabrate 
mit den Spigen (C und B) der dieſen Gatheten gegenüberliegenden Dreieckswinkel, fo 
Schneiden fi) diefe Kinien in einem Puncte (L), welder auf Dem Perpendikel (AR) liegt, 
das man aus der Spige des rechten Winkels auf-die Hnpotenufe fällt, 

A. 22 angewandt auf A BMC (Fig. 16),-mo AM=RK. 

.: Ti. Die drei geraden Zinien, welde die Halbirungspuncte von je zwei zugeorbnes 
ten Seiten (A. 54) eined Vierecks verbinden, haben einen gemeinf&heftlihen Durchſchnitts⸗ 
punct. Fig. 17. . 

A. 55. — 61. ' . 

72. Wenn man in einem ſpitzwinkeligen Dreiede (ABC Fig. 13) fowohl die drei 
Höbenperpendifel (X. 22) ald au gerade Linien von dem Puncte (M), der glei weit . 
von den Winfelfpisen entfernt ift (X. 21, Zuſ.) nad diefen Eden zieht, fo ' 
4) find je zwei folde Winfel (BAD und CAE oder BAE und CAD), welche zwei von 

derfelben Winkelfpise auslaufende Linien (AD und AE ıc.) mit den beiden Seiten 

(AB und AC) des Dreiecks bilden, von gleicher Größe; 

2) der Winkel (DAE), welcher von einem der genannten Zinienpaare -gebiiset wich, 
iſt fo groß ald die von den beiden andern Paaren gebübeten zufammen genommen 
(GAF-H-HCH). 3 
51. — 38. 

Frage 1. Welchem frübern Sage dieſes Anhanges koͤmmt der vorftehende, befon- 
ders in feinem zweiten Schelle nahe? 

Zrage 2. Könnte man diefe Verwandtſchaft nit zu einer Berällgemeinerüng bei⸗ 
der Säge benugen ? . J 

Frage 3. Gilt unſer Satz auch noch für recht⸗ und ſtumpfwinkelige, für gleich: 

ſchenkelige und gleichſeitige Dreiecke? 

73. Z3wei Dreiecke (ABC und DEF Fig. 19) find congruent, wenn ihre Umfaͤnge 

(Summen ale: drei Seiten) und alle ihre KWinkel einzeln gleich find. — 

74. Berbindet man in einem Parallelogramm vie Halbirungspuncte (E und F 

i8.20) zweier Gegenfeiten (AB und CD) mit den Enbpuncten einer Diagonale (A und 

), fo wird durch dieſe Linien die andere Diagonale (BD) in drei gleige heile ia > 


75. Wenn man eine ber @eiten (BC) eines Quadrate (ABCD Fig. 21) um iger 
eigne Größe verlängert, über der ganzen fo entftantenen Zinie (BE) ein gleichfeitiges 
Dreied (BHE) beſchreibt, und von einer Ede (C) des Quadrates aus, auf den von ihr 
auslaufenden Seiten Stüde (CH und CG) abſchneidet gleih dem Ueberſchuß der Höhe 
des gleichfeitigen Dreiecks über die Duabdratfeite, jo ift dad Dreieck (AGH), weldek durde 
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Berbindung diefer beiden Yuncte unter einander und mit der Gegenecke des Quadrates 
entſteht gleichſeitig. — 

X. 35. — 46. — 51. ES. — A. 13. 

76. Fällt man in einem gleichſchenkeligen Dreiecke aus einem der Endpunete der 
Grundlinie ein Perpenditel auf den Gegenfchenkel, fo ift der Winkel, welchen daffelbe 
mit der Grundlinie bildet, balb fo groß als der Winkel an der Spige. 

77. Wenn man entweder alle innere oder alle äufere Winkel eines Rechtecks hal⸗ 
birt, fo bilden die vier Halbirenden, bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt verlängert, ein 
Quadrat, 

78. Schneidet man auf den Seiten eined Quadrate (ABCD Fig. 22) von den 
ae teifeigen aus Stüde (AB, BE, CF, DG) von beliebiger aber gleicher Länge gleich⸗ 
mäßig ab, und verbindet diefe Durhfenittapımcte fämmtlid; entweder mit den nähern 
oder den entferntern Gegeneden des Duadrates, fo ift das von dieſen Berbindenden (ac 
BF, CG, DH) gebildete Biered (JKLM) gleichfalis ein Quadrat, 

45. — 46. — 38, Zuſ. 2. 

rage: Iſt die Größe der abgefhnittenen Stüde ohne alle Einfhränfung beliebig, 
darf fie namentlich die Länge der Seiten ded Urquabrated überfteigen ? 

9. Wenn in einem Antiparallelogramm (ABCD Fig. 23) eine der parallelen Sei⸗ 
ten (BC) gleidy ift jeder der beiden Diagonalen (X. 39) und man errichtet auf einer der 
nicht paralleien Seiten (AB) in dem an der genannten vom den paralleien Seiten anlic» 
genden Endpuncte (B) ein Perpendikei, fo ift der Winkel, welchen diefe Senkrechte mit 
der parallelen Seite bildet (EBC), halb fo groß als ber Winter, welchen eben dieſe Seite 
(BC) mit der Diagonale in dem erwähnten Endpuncte bildet (DBC). 

80. Zwei rechtwinkelige Dreiecke find congruent, wenn eine Sathete und die Summe 
der beiden andern Seiten in ihnen einzeln gleih find. Fig. 24. — 

5. — 

81. Zwei fpipwinkelige Dreiecke find congruent, wenn eine Seite, die Summe der 
beiden andern, und ein der erftern anliegender Winkel des einen Dreiecks den entſprechen⸗ 
den Stüden des andern einzeln glei find. Zig. 23. — 

46. — u 
82. Zwei Quadrate find congruent, wenn bie Stimme der Seiten und Diagonale 
In dem einen eben fo groß ift ald in dem andern. ig. 26. 


46. — 
- 83 Zwei Quadrate find congruent, wenn der Ueberſchuß der Diagonale über die 
Seite in dem einen eben fo groß ift ald in dem andern. Fig 2: — — 


46. 
84. Zwei gleichſchenkelige Dreiede find congruent, wenn die Summe des Schenkels 
- and der Grundlinie, fo wie ber Winkel ander Spige in beiden einzeln gleich find. Fig. 27. — 


46. — 
85. Zwei gleichſchenkelige Dreeicke ſind congruent, wenn der Unterſchied zwiſchen 
Schenkel und Grundlinie, ſo wie der Wintet on der Spige einzeln glei find. ig. 27. — 


86. Zwei gleichſchenkelige Dreiecke find congruent, wenn die beiden Hoͤhenperpen⸗ 
ditel:d. h. das Perpendikel ans der Spige, duf die Grunblinie und eines der Perpendikel 
aus dem Endpuncte der Grundlinie auf den Gegenſchenkel oder deſſen Berlängerung (%.1) 
ia dem .einen Dreicck den entſprechenden Senkrechten des andern einzeln gleih find. 
Big. 2 — 


87. " Swei gleichſchenkelige Dreiecke find congruent, wenn die Summe bed Schen⸗ 
kels und des aus der Spige auf die Gründlinie gefällten Perpenditels, fo wie der Wins 
kel F der gerne in ihnen einzeln ‚glei find. — ig. 28. 


en gleichſchenkelige Dreiecke find congruent (ABC und DEF Ig 29), wenn 
44 me der Grundlinie und ihres Höhenperpendikels in dem einen Dreieck eben ſo 
groß als die Summe dieſer Stücke des andern, und außerdem die Winkel an der Spige 
igsbeiden gleich find. 
, Andirecter Beweis, u 
89. Zwei Dreiede find congruent, wenn eine Seite und bie auf die beiden andern 
gran Höhenperpendifel in ihnen einzeln gleich Tind. 
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90. Zwei Dreiecke find congruent, wem zwei Selten und daB Hoͤhenperpendikel 
der dritten in ihnen einzeln glei find, und die beiden Seiten in beiden Dreieden zu. 
glei entweder auf verſchiedenen oder auf derfelben Seite des genannten Höhenperpendi- 
kels liegen. 

4). 

91. Zwei gleichſchenkelige Dreiecke find congruent, wenn ihre Umfänge (Summen 
aller drei Seiten) und die aus den Spigen auf die Grundlinien gefällten Hoͤhenperpendikel 
in Kae einzen glei find. Fig. 30. — j 


92. Zwei Dreiede find congruent, wenn eine Seite, die Summe der beiben andern 

und der von den legtern eingefhloffene Winkel in ihnen einzeln gleih find. Fig. 31. — 

93. Zwei Dreiecke find congruent, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden 

andern und der von den letztern eingeſchloſſene Winkel in ihnen einzeln gleich find, Fig. 32. — 

94. Zwei Dreiede find congruent, wenn eine @eite, der Unterfchied der beiden an- 

su N der Fleinere der beiden Gegenwinkel diefer legterg einzeln in ihnen gleich find. 
ig. 2. — 

45. — 46. 

95. Halbirt man alle Winkel eines Dreiecks und faͤllt aus dem gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspuncte der Halbirenden Senkrechte auf die Seiten, fü werden letztere in ſolch⸗ 
Stüde getheilt, daß 

1) je zwei von derfelben Ede ded Dreiecks audlaufende von gleicher Länge find und 
2) jedes derfelben halb fo groß ift als der Ueberſchuß der Summe der beiden Seiten, 
von denen fie Stüde find, über die dritte Seite, 

96. Zwei Dreiede find congruent, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden an⸗ 
dern und der größere ihrer Gegenwinkel einzeln in ihnen glei find, Zig. 33. 

Borbereitung zum Beweiſe. Man halbire in beiden Dreieden die beiden an der 
einen und andern der gleihen Seiten liegenden Winkel und fälle aus den Durchſchnitts⸗ 
puncten der Halbirenden Senkrechte auf eben diefe gleichen Geiten. — 

T. 95. — 46. — 45. — 46. 

97. Zwei Dreiecke find congruent, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden an⸗ 
dern und der Unterſchied der Gegenwinkel diefer letztern einzeln in ihnen glei find. — 
Big. 32. 

A. öl. — 49. — 

98, Zwei Dreicde find congruent, wenn eine Seite, die Summe der beiden andern, 
und der Unterſchied der Gegenmwinfel der legtern einzeln in ihnen glei find, Fig. 34. 

51. — 51. — %. 31. — 49. _ 

99. Zwei Dreiede find congruent, wenn eine Seite, die Summe der beiden an⸗ 
dern, und das zu der größern oder Meinern diefer lehtern in beiden Dreieden gehörige 
Höbenperpenditel einzeln glei find. — 

49. — Und entweder X. 81, oder A. 96 je nachdem dad Höhenperpendifel innerhalb 
oder außerhalb des Dreiecks fällt. 

100. Zwei Dreiede find eongruent, wenn eine @eite, der Unterfdied der beiden 
andern, und das zur größern oder kleinern diefer legtern in beiden Dreicden gehörige Hoͤ⸗ 
benperpendifel einzeln gleich find, —ı 

49. — A. 94 oder A. 96. ©: ° 

101. Zwei Dreiecke ſind congruent, wenn der Umfang, ein Winkel, und das zu 
einer von den dieſen Winkel einſchließenden Seiten gehörige Höhenperpendifel des einen 
Dreiecks einzeln den entſprechenden Stüden des andern Dreieds glei find. — Fig. 30. 

Trage: Macht es einen: weſentlichen Unterſchied, ob die Hoͤhenperpendikel innerhalb 
oder außerhalb ihrer Dreiede liegen ? 

102. Zwei Paralleltrapezia find eongruent, wenn die vier Seiten des einen einzel: 
denen des andern glei find. 

103. Zwei Vierecke find congruent, wenn drei Seiten und die beiden zwiſchen den⸗ 
felben licgenden Winkel einzeln in ihnen gleich find. 3* 
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104. Zwei Bierede find congruent, wenn alle Seiten und der dem größern Paare 
gegenüberliegende Winkel einzeln in beiden gleich find. 
Anmerkung 1. Man könnte auch den Sas fo ausfprechen : Zwei Vierecke find rons 


gruent, wenn alle Seiten und cin Paar gleichgelegener Winkel einzeln gleich, und die 
le gleihen Winkeln gegenüberticgenden zugleich Eleiner oder größer als zwei Rechte 


ınd. 
Anmerkung 2. Wird ſtillſchweigend oder ausdrücklich vorauägefeßt dag alte Winkel 
der in Rede ftehenden Vierecke ausfpringende fein ſollen, fo reicht Die Steichheit alter 
Seiten und eincs beliebigen — natürlich in beiden Figuren gleichgelegenen — Winkels 
zur unbedingten Songeueng der Vierecke hin 


Anmerkung 3. Dan vergleihe mit unferm Sape den frühern Sag 29 im erſten 


-105. Zwei Vierecke find congruent, wenn diejenigen Segmente eined Paares zu⸗ 
eordneter Seiten, welde zwifden ihren eignen Durchſchnittspuncten und den mit den 
Beiden andern zugeordneten Seitenpaaren liegen, in derfelben Reihenfolge genommen ein« 
gein glei und außerdem die Winkel glei find, welche von je zwei gleihen Segmenten» 
paaren gebildet werden. 


Anmerkung. Man muß beim Bewelfe zwei Fälle unterfcheiden , je nachdem das 
Baar augeorbneten Seiten, welches in Betracht Fommt, die beiden Diagonalen, oder 


zwei Begenfeiten find. 

106. Zwei Bierede find congruent, wenn drei Seiten und die beiden nicht einge» 
ſchloſſenen Winkel in ihnen einzeln glei find, und außerdem die Summe diefer beiden 
Winkel größer ift als die Summe der beiden andern, 

Anmerkung. ft die Stimme der beiden nicht eingefchloffenen Winkel Eleiner als bie . 
Summe der beiden andern, fo findet die Congruenz der, Bierecke zwar oft, aber nicht 
immer und unbedingt Statt iyund es mag dem fchon geübteren Schüler überlaffen blei⸗ 


den , das Nähere darüber ſelbſt zu erforfchen. 

107. Zwei Vierecke find congruent, wenn drei Seiten, einer von ven eingeſchloſſe⸗ 
nen en und fein Gegenwinkel in dem einen den entfprechenden Stüden des andern ein⸗ 
zein gleih find. 

‚ 108 Zwei Bierede find congruent, wenn brei Seiten, einer ber eingeſchloſſenen 
Winkel und der mit dieſem an derſelben Seite liegende nicht eingeſchloſſene des einen Vierecks 
einzeln den entſprechenden Stücken des andern gleich, und außerdem die beiden Gegenwin⸗ 
kel des erſtern Paares zugleich kleiner oder größer als ein Rechter ſind. 

109. Zwei Vierecke find congruent, wenn zwei Seiten und alle Winkel einzeln 
gleich find. |  inep 

110. Zwei Nauten find congruent, wenn ihre Umfänge und ihre Diagonalſummen 
einzeln gleich find» nn 

111. Jedes Parallelogramm wird durd jede gerade Linie, melde man durch feinen 
Mittelpunct (X. 68, Anm.) zieht und bis zum Durchſchnitt mit den Seiten beiberfeits 
verlängert, in zwei congruente Hälften getheilt. | 


112. Erklärung. Hat man ein Paar beliebiger congruenter Figuren und 
nimmt innerhalb oder außerdalb- derfelben zwei Puncte fo, daß der eine derfels 
ben von jeder Seite fowohl ald Ede der einen Fizur eben ſo weit entfernt iſt als der 
andere Punct von der entſprechenden Seite oder Ecke der andern Figur, ſo ſollen dieſe 
Puncte den Namen von Congruenzpuncten in Beziehung auf dieſe geradlinigen 
Figuren führen. 

11% Wenn zwei Puncte eine ſolche Lage gegen zwei tongruente Dreiecke haben, daß 
die Entfernungen des einen von den Eden des einen Dreiecks einzeln gleich find den Ente 
fernungen des andern Punctes von den entipredenden Eden des andern Dreiedö, fo find 
diefe Puncte Congruenzpuncte für diefe Dreiede, » 5. fie find au von jedem Paare 
entfpreddender Seiten glei) weit entfernt. 

114. Umfebrung des vorigen Satzes. 

Für congruente Dreiede find Congruenzpuncte 
115. Die gefieinfhaftlihen Durchſchnittsduncte der Perpendikel, die man auf den 
Seiten in ihren Halbirungspuncten errichtet 3 Ä 

116. Die gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte der Hoͤhenperpendikel; 
117. Die gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte ſowohl der Linien, welche die in⸗ 
nern Winkel halbiren, als auch derjenigen, welde zwei äußere und einen innern — die in 
beiden Dreieden einander entfpreden — halbiren. 


118. Hat man zwei Paare von Eongruenzpuncten, die auf zwei Seiten oder deren 
Berlängerungen der zugehörigen Dreiecke Tiegen und verbindet diefelben mit den Gegen 
een, jo find die Durchſchnittspuncte diefer Geraden gleichfalls Congruenzpuncte. 


. 


Aufgaben. . 37 


119. Hat man zwei Paare von Gongruenzpuncten und verbindet die zu jedem Dreiecke 
gehörigen, fo find je zwei entfprehende Durchſchnittspuncte dieſer Geraden mit ben 
Dreiecksſeiten oder deren Berlängerungen ebenfalls Gongruenzpuncte. 

120. Die Durchſchnittspuncte gerader Linien, welde Gongruenzpuncte verbinden, 
find gleichfalls Gongruenzpuncte, 

121. In jedem rechtwinkeligen Dreiede ift die Sathetenfumme um die Doppelte Länge 
des Perpendikels, welches man aus dem gemeinfdaftlihen Durdfänittspuncte der die 
innern Winfel balbirenden Linien auf eine der Seiten fällt, größer ald die Hypotenuſe. 

122. Wenn man in einem rechtwinkeligen Dreiede aus den vier Puncten, von Des 
nen jeder gleichweit von allen drei Seiten entfernt ift (A. 28 und 29) auf die Seiten 
Derpendikel, und zwar aus dem innern diefer Puncte ein Perpendikel auf eine beliebige 
Seite, von jedem der drei äußern aber auf diejenige Seite, welche von diefer Senkrech⸗ 
ten felbft (nidyt ihrer Verlängerung) getroffen wird, fo ift ſtets 

1) die Gathete um die Länge des innern Perpendikels größer ald daB auf fie gefällte 
ußere ; 
2) die Hypotenufe dagegen, um die Länge eben diefes innern Perpendikels Fürzer als 
das auf fie gefällte Äußere Perpendifel und daber 
3) diefes äußere Hypotenufenperpendifel eben fo groß, als die beiden Außern Egtheten⸗ 
perpendifel und das innere Perpendifel zufammen genommen. 


Yufgaben 


123. Ein gleichſchenkeliges rechtwinkeliges Dreied zu conftrutren, wenn deffen Hypo⸗ 
tenufe gegeben tjt. ’ i 

124. Ein gleichſchenkeliges rechtwinkeliges Dreied® zu conftruiren, wenn die Summe 
der Hnpotenufe und des zu ihr gehörigen Höhenperpendifeld gegeben ift. 

125. Ein rechtwinkeliges Dreied zu conftruiren, in weldem der eine der ſpitzen 
Winkel doppelt fo groß ald der andere ift, wenn gegeben ijt 

a) die Hypotenuſe, oder 

b) die größere Cathete, oder 

c) die Fleinere. 

126. Ein Dreied zu conftruiren, in weldjem die Winkel diefelbe Beſchaffenheit ha⸗ 
Pi Fer bei der vprbergehenden Aufgabe, und deſſen Umfang eine vorgefhriebene Groͤ⸗ 

e bat, 

127. Sin Dreied zu conftruiren, wenn zwei feiner Seiten gegeben find, und in 
welchem die dritte Seite um eben fo viel Feiner als die größere der beiden gegebenen 
Seiten ift als fie felbft die kleinere übertrifft. 

Zrage: Darf jede der beiden gegebenen Seiten eine völlig beliebige Länge haben ? 

128. Eine gerade Linie fo zu ziehen, daß fie mit "einer gegebenen Geraden, parallel 
und das zwiſchen den Schenkeln eined gegebenen Winkels enthaltene Stüc derfelben eine 
vorgeſchriebene Länge hat. 

429, Wenn ein Winkel und ein beliebiger Punct gegeben iſt, durch legtern eine 
Gerade fo zu ziehen, daß die Stüde, welche durch, fie von den Schenfeln (vom Schei⸗ 
tel aus gerechnet) abgefähnitten werden, von gleiher Größe find. 

130. Wenn zwei Puncte und eine gerade Linie gegeben find, auf legterer den Punct 
zu finden, weldyer glei weit von den beiden gegebenen entfernt iſt. 

Zrage: Iſt die Auflöfung diefer Aufgabe unter allen Umftänden möglich ? 

131. Ein gleichſchenkeliges Dreied zu conftruiren, wenn eine Seite und ein Höhen- 
perpendifel gegeben find. ' 

Anmerkung. Es find vier Fälle zu unterfcheiben. 

132. Ein gleihfhenkeliges Dreieck zu conftruiren, wenn fein Umfang und einer fei- 
ner Winkel gegeben find. 

133. Ein gleichſchenkeliges Dreieck zu eonftruiren, wenn fein Umfang und das Hoͤ⸗ 
benperpendifel aus der Spige auf die Grundlinie gegeben find. 

134. Ein gleichſchenkeliges Dreieck zu conftruiren, wenn eined der Hoͤhenperpendikel, 
die fi) aus den Endpuncten der Grundlinie auf die Gegenſchenkel füllen laffen, und einer 
feiner Winkel gegeben find. 
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135. &in Quadrat zu conftruiren, wenn die Summe feiner Seite und Diagonale 
egeben ift. 
er 136. Einen Rhombus zu conftruiren, wenn feine beiden Diagonalen gegeben find. 

137. Ein Parallelogramm zu conftruiren, wenn die beiden Diagonalen und eine 
Seite gegeben find. 

138. Ein gleichfeitiged Dreieck zu conſtrniren, wenn eines feiner Höhenperpendifel 
egeben ift. 
® 139. Sin Dreieck zu conftruiren, wenn zwei Seiten und das zur dritten gehörig 
Höhenperpendifel gegeben find. 

Zrage: Iſt nicht vielleicht mehr ald ein Dreieck für diefe Bedingungen möglich ? 

140. Ein rechtwinkeliges Dreied zu conftruiren, wenn die Hypotenufe und die 
Summe der Gatheten gegeben find. 

141. Ein ſolches Dreied zu beſchreiben, wenn die Hypotenuſe und der Unterfchied 
der Catheten gegeben find. 

142. Ein gleichſchenkeliges rechtwinkeliges Dreieck zu conftruiren, wenn fein Umfang 
(BC %ig. 1%) gegeben find. 

Ein rechtwinkeliges Dreieck zu conftruiren , wenn gegeben finds 

4143. Die Gathetenfunme und einer der fpigen Winkel ; 

144. Der Cathetenunterſchied und einer der ſpitzen Winkel; 

145. Die Hypotenufe und der Unterfdhied der beiden fpigen Winkel; 

146. Die Gathetenfumme und der Unterfhied der fpisen Winkel ; - 

147. Der Unterfhied ſowohl der Catheten, als ihrer Gegenmwinfel ; 

148. Der Umfang und einer der fpigen Winkel; 

149. Der Umfang und der Unterfdied der beiden fpisen Winkel. 

150. Einen Rhombus zu conjtruicen, wenn eine Seite und die Summe der beiden 
Diagonalen gegeben find. 

151. Ein gleichſchenkeliges Dreieck zu conftruiren, in welchem jeder Winkel unter 
der Grundlinie anderthalbmal fo groß ift ald der Winfel an der Spitze. 

152. Durch einen von drei gegebenen Puncten eine Gerade fo zu ziehen, daß die 
Perpendikel, die auf fie aus den beiden andern gefällt werden, gleihe Stüde auf ihr 
(vom erftern Puncte aud gerechnet) abſchneiden. " 

153. Durch einen innerhalb eines Winfeld gegebenen Punct eine Gerade fo zu zie- 
ben, dag das zwiſchen den Schenfeln enthaltene Stück derfelben in dem genannten Puncte 
baldirt wird. 

154. Ein gleichſchenkeliges Dreieck zu conftruiren, wenn feine beiven Höhenperpen- 
difel gegeben find. Fig. 28. u 

155. Ein rechtwinkeliges Dreied zu conftruiren, wenn der Ueberſchuß der Gathes 
tenfumme über die Hypotenuſe und einer der fpisen Winfel gegeben find, 

156. Ein rechtwinkeliges Dreied zu conftruiren,, wenn die Summe einer Gathete 
un pa zur Hupotenufe, gehörigen Höhenperpendikels nebft einem ber ſpitzen Winkel ges 

157. Ein foldes Dreieck zu beſchreiben, wenn der Ueberfhuß einer Gatbete über 
das zur Hypotenuſe gehörige Höhenperpendikel nebft einem der fpigch Winfel gegeben ift. 

158. Ein Dreied zu conftruiren, wenn ein Höhenperpendifel, der Unterſchied der 
von ihm auf der zugehörigen Seite gebildeten Segmente und der größere von den an 
diefer Seite liegenden Winkeln gegeben find. 

7 Frage: Welchen Unterſchied würde es machen, wenn anftatt des größern der beiden 
anliegenden Winkel der Fleinere gegeben wäre? 18 
159. Ein gleichfſchenkeliges Dreieck zu conſtruiren, wenn die Summe der Grundlinie 


und des Schenkels nebft einem feiner Winkel gegeben ift. 
160. Einen Rhombus zu conftruiren, wenn die Summe der Seite und einer Dia⸗ 
gonale nebft einem der Winkel gegeben it. ' ... 
161. Einen Rhombus zu conſtruixen, wenn die Summe feiner Diagonalen nebſt 
einem der Winkel gegeben iſt. — | | 
162. Ein Dreice zu conftruiren, wenn ein Höbenperpenbifel und ſowohl Summe 
ala Unterſchied der beiden Segmente der zu ihm gehörigen Seite gegeben find, welde 
zwiſchen dem Fußpuncte des Perpendikels und hen Endpuncten der Seite enthälten find. 
Zrage 1: Ift nicht vielleicht mehr ald cin Dreieck für diefe Bedingungen möglich? 
Zrage 2: Welcher Unterfied wäre dadurch in unferer Aufgabe herbeigeführt wor⸗ 
den, wenn es anſtatt „Summe der Segmente” geheißen hätte: „Seite des Dreiecks, 
auf welche dad Perpenbikel gefällt — | IJ 
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163. Ein gleichſchenkeliges Dreied zu conftruiren, wenn die Summe feiner beiden 
Höhenperpendikel nebft einem feiner Winfel gegeben ift. 

16+. Ein gleidhfeitiges Dreied® zu conftruiren, wenn die Summe der Seite und des 
Höhenperpendifeld gegeben iſt. 

165. Ein ſolches Dreied zu beſchreiben, wenn der Ueberfhuß der Seite über das 
Höhenperpendifel gegeben. ift. 

166. Ein gleichſchenkeliges Dreied zu conftruiren, wenn die Summe eines Schen⸗ 
Feld und des zu ihm gehörigen Höhenperpendifels nebft einem der Winkel gegeben ift. 

167. Ein Dreieck zu conftruiren, wenn eine Seite, die Summe der beiden andern, 

und der won letztern eingeſchloſſene Winkel gegeben find. 

168. Sin Dreied zu conſtruiren, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden an⸗ 
dern und der von letztern eingeſchloffene Winkel gegeben find. 

169. Ein Dreie zu conftruiren, wenn eine Seite, die Summe der beiden andern, 
und einer der Gegenwinkel diefer leptern gegeben find. 

Frage: Macht es Feinen Unterſchied, ob der größere oder Fleinere diefer Gegenwin- 
kel gegeben ift. 

170. Ein Dreie zu conftruiren, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden an 
dern, und der Fleinere von den Gegenwinfeln diefer legtern gegeben find. 

171. Ein Dreieck zu conftruiren, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden an- 
dern und der größere von den Gegenwinfeln diefer lettern gegeben ſind. 

172. Ein Dreieck zu conſtruiren, wenn eine Seite, die Summe der beiden andern, 
und der Unterſchied der Gegenwinkel dieſer letztern gegeben ſind. 

173. Ein Dreieck zu conftruiren, wenn eine Seite, der Unterſchied der Heiden an⸗ 
dern, und der Unterſchied ihrer Gegenwinkel gegeben find. 

174. In ein gleihfeitiges Dreied ein anderes ebenfalls gleichfeitiged zu beſchreiben, 
deffen Seiten einzeln ſenkrecht auf den Seiten des erftern ſtehen. 


- 


Zweites Bud). 
Bon dem Inhalte geradliniger Figuren. 


Cinleitung 


65. Erklärung. Der Raum, der zwifchen den eine ebene 
Figur bildenden geraden Linien begriffen ift, beißt der Innhalt 
oder Flähenraum der Figur. | 

L. G. III, Erkl. 7. | 

66. Erklärung. Figuren, welche gleichen Inhalt oder Fläs 
henraum haben, werden gleichflächig genannt. J 

Anmerkung 1. Es iſt faſt allgemein üblich, anſtatt „gleichfläſch ig“ dab ein“ 
fache „gle ich“ zu gebrauchen, fo wie man ſich zur Bezeichnung der Gleichflächigkeit des 
einfachen Gleichheitszeichens (=) bedient. 

Anmerkung 2. Nicht ſelten gebraucht man die Namen: Dreieck, Viereck rc. anſtatt 
Flächenraum des Dreiecks, Flächenrqum des Vierecks ꝛc. wie z. DB. wenn man fagt 2 
dieſes Dreieck, oder Viereck ift doppelt, ober halb fo groß als dieſes oder jenes; und in 
ähnlichen Aällen. . 

67. Erklärung. Wenn man in einer geradlinigen Figur eine 
der Seiten zur Grundlinie oder Bafis nimmt, fo heißt das 
Perpendikel, weiches aus der Spiße auf fie gefälltwitd, die Höhe der 
Figur. Im Dreie CAD (Fig. 22) ift AB die Höhe, wenn CD als 
Srundlinie, und CH die Höhe, wenn AD als Grundlinie betrach⸗ 
tet wird. 

Euol. VI, Erkl. 4. — L. G. II, Erkl. 5. 

Anmerkung. Der Grund, warunf ein ſolches Perpendikel den Namen Höhe führt, 
ift in 29, Zuf. 4 zu ſuchen. 

Zuſ. Wenn eine Figur fo befchaffen ift, daß Über der Grund⸗ 
linie (CD) feine Spige, fondern eine ihr parallele Seite (AB Fig. 40) 
fich befindet, fo wird die Höhe der Figur beſtimmt durch die Senk⸗ 
rechte (AH), welche zwifchen der Srundlinie und der ihr parallelen 
Seite gezogen wird. 

L. G. IH, Ertl, 4 und 6. | 

68. Erklärung. SParallelogramme (MBCL, MDEL, JDEH 
Fig. 50) heißen zwifchen denfelben Parallelen ſtehend, wenn fie eine 
derfelben (GN) oder beliebige Theile (ML, IH) von ihr zu Grundli⸗ 
nien und die andere (AF) oder Theile (BC, DE) yon ihr zu den den 
Srundlinien gegenüberfiehenden Seiten haben, 

Bon Dreierfen (ADJ, AEJ, HKL $ig, 51) fagt man, daß fie 
zwifchen denfelben Parallelen ftehen, wenn eine diefer Parallelen (AL) 
oder beliebige Theile derſelben CAJ, HL) ihnen zu Grundlinien dienen, 
und die Spigen (D, E, K) aller auf der andern Parallele Liegen. 





Zweites Bud. Bon dem Inhalte geradliniger Figuren. 41. 


Anmerkung. Diefelbe Erflärung , wie für Yarallelogramme , findet für alle dieje⸗ 
nigen geradlinigen Ziguren Statt, in denen ein Paar paralleler Seiten vorhanden, und 
eine davon die Grundlinie iſt; und eben fo verhält ed fi mit dem, was über Dreiede 
gejagt worden ift. 

Zuf. Figuren, welche zwifchen denfelben Parallelen ftehen, has 
ben gleiche Höhe, und umgekehrt, haben fie gleihe Höhe, fo können 
fie immer zwifchen diefelben Parallelen geftellt werden. 


31. 
69. Erklärung. Ein Rechte heißt das Rechteck zweier Lis 
nien, wenn von zwei an einander gränzenden Seiten deſſelben die 


eine gleich der einen und die andere gleich der andern diefer Linien ift. 

Eucl. II, Erkl. 1. 

Anmerkung 1. Sind die beiden Linien des Rechtecks (AC, CD Fig. 41) beftimmt, 
fo ift das ganze Rechteck vollfommen beftimmt. Da die Winkel alle Nechte find (58), 
fo haben fie eine beftimmte, für alle gleihe, Größe (19) 5 ferner läßt ſich in demfelben 
Puncte (C oder D) nur ein einziges Perpendikel errichten (29, Zuf. 2), fo daß jih aus 
zwei gegebenen Linien nur ein einziges Rechteck conftruiren läßt. Hieraus folgt: 

Zuf. 1. Alle Rechtecke, aus denfelben, oder gleichen Linien cons 
ſtruirt, find in jeder Beziehung gleich d. h. conaruent. 

Anmerkung 2. Diefer Zufas wird mit Recht in die Neihe der Grundfäge geſtellt, 
da wir genöthigt find, Dinge als vwollfommen glei zu betrachten, bei denen aud) für 
Fein einziges Paar entipreddender Theile irgend ein Unterſchied Statt findet. 

Anmerkung 3. Unſer Zuſah gilt nit für PYarallelogramme überhaupt , darum 
weil bier außer der Größe der Seiten auch die Größe der von ihnen gebildeten Winkel 
in Betracht kommt. Der Innhalt zweier in ihren Seiten gleihen Parallelogramme ift 
nad) der größern oder geringern Schiefe Ihrer Winfel verfhieden, und zwar wird ders 
fefbe defto Fleiner, je mehr die Schiefe zunimmt; fo iſt z. B. in Zig. 43 CABD> 
CabD > CaßD (wie im Zufage des folgenden Lehrſatzes gezeigt werden fol), obſchon 
die Seiten CA, Ca, und Ca von gleicher Größe find, 

Anmerfung 4. Sehr häufig bezeichnet man ein Rechteck (ABDC Fig. Al) mit den 
drei Buchſtaben, die einen feiner Mintel beftimmen 5; indem man 3. B. fagt: Rechteck 
ACD. Der Grund davon liegt darinn, daß bei vielen, namentlid den alten Mathema⸗ 
tifern und denen, welche ihrer Methode treu folgen, drei an einer Linie jtehende Buch⸗ 
ftaben (Fig. 1) das Rechteck aus den durd die Buchſtaben angegebenen Linien bezeichnen 
wie z. B. Rechteck ACB, anftatt zu fagen Rechteck aus AC und CB. Der mittlere von 
diefen drei Buchſtaben ift derjenige, der mit jedem der äußern verbunden werden muß, 
um die beiden Seiten des Rechtecks zu bezeichnen. Daher auch der Spradgebraud der 
Aten, nad welchem man fagt Rechteck aus zwei Linien, oder begriffen unter zwei Lis 
nien, anftatt Flähenraum ded aus diefen Linien conftruirten Rechtecks. So ift Fig. 44 
ABCH das Rechte aus den Linien E und F. 


Zuf. 2. Das über einer Linie GE befindliche Quadrat ACEG 
(Fig. 48) d. h. das Quadrat von diefer Linie kann betrachtet werden 
als ein aus zwei gleichen Linien, wie AG, GE, oder CE, EG, oder 
EG, EG befchriebenes Rechte. 


Zuf.3. Quadrate von oder auf gleichen Linien find in jeder Des 
ziehung glei, oder congruent, und umgekehrt, find zwei Quadrate 
gleih, fo find es auch die Linien, über denen fie conftruirt worden. 

70. Ertlärung. Zieht man durch einen Punct (G Sie. 52) 
auf der Diagonale (CB) eines Parallelogramms (ABDC) Linien (HE, 
FJ) parallei mit deffen Seiten, fo heißen die beiden Paralleloaramme 
(AFGH und DEGJ), durch welche die Diagonale nicht geht, Ergäns 
zungen; die beiden andern (CHGJ und BEGF) beißen Parallelo⸗ 
gramme um die Diagonale. Der gefammte Raum (AFGEDCA) 
aus den beiden Ergänzungen und-einem der Parallelogramme um bie 


42 Sweites Bud. Erſter Abſchnitt. 
Diagonale gebildet, führt bei den Alten noch den befondern Namen: 
yrapnwv 

71. Erklärung Rechtwinkeliges Trapeztium heißt 
jedes unregelmäßige Viereck (CAFE Fig. 52, b), in welhem zwei 
Seiten (CA, FE) fenkrecht auf der Grundlinie (AF) ftehen. — 


Erfter Abſchnitt. 
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über gegebenen Linien oder einzelnen Stüden. 
derfelben ftehen, 





72. Lehrſatz. Die Sunme mehrerer Rechtecke (LJ, QH, PG 
Fig. 49), welche gleihe Höhe aber verfchiedene Grundlinien haben, 
ift gleich einem einzigen Rechtecke (LG), deffen Höhe ebendiefelbe, 
die Srundlinie aber fo groß als die Summe aller gegebenen Grund» 
linien iſt. 

Eucl. 1, 1. 

Vorbereitung zum Beweife. Man ftellt die verfchtedenen Recht: 
ecke mit ihren gleichen Seiten, welche die gemeinſchaftliche Höhe dars 
flellen, neben einander ; alsdann machen diefe nur ein einziges Nechte 
et LEGK aue (21 und 32). 

Beweis. Leicht. 

Zuf. 1. Das Quadrat (AE Fig. 48) über der Linie GE if fo 
groß als die Rechtecke (AF, BE) zufammen genommen, die man aus 
der Verbindung der ganzen Linie (GE) mit jedem der Stüde (GF, 
FE) erhaͤlt, in die fie getheilt if. 

Eucl. II, 2. 

Zuf. 2. Wird eine Gerade (GE Fig. 48) in zwei belichige Stuͤ⸗ 
de (GF, FE) getheilt, fo ift das Rechteck (GD) aus der ganzen Li⸗ 
nie und einem diefer Stüde (FE) fo groß als das Quadrat von eben 
diefem Stuͤcke und das Rechteck aus beiden Stuͤcken zufammen ges 
nommen. | 

Eucl. JI, 3. 

Zuf. 3. Wenn von zwei Rechtecken (JHPQ und NOHJ Fig. 49), 
welche diefelbe oder gleichgroße Örundlinien haben, das eine (JHPQ) 
zur Höhe eine Linie (IQ) hat, die halb fo groß ift, ala die Hoͤhe (IN) 
des andern, fo ift auch ftets der Flächenraum des erkern, die Hälfte 
von dem Tlächenraume des lehtern. Daffelbe findet Statt, wenn bei 
gleichen Höhen, die Grundlinie (JQ) des einen (PQJH) halb fo groß 
iſt als die Grundlinie (NJ) des andern (JHON). 

Anmerkung. Allgemein it bei zwei Rechtecken der Flächenraum des einen genau 
der fo vichte Theil von dem Innhalte des andern, der wie vickte Theil, bei gleichen 


Grundlinien, die Höhe des erftern von der Höhe des andern, oder bei gleichen Höhen, 
die Grundlinie jenes von der Grundlinie dieſes ift, 


73. Lehrfag. DerUnterfchied der Flähenräume zweier Recht: 
ee (KLPH und QPHJ Fig. 44), die zwar verfchiedene Srundlinien 
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(KH, HJ) aber gleihe Höhe haben, ift gleich einem Rechtecke (LQIK) 
von eben dieſer Höhe, deffen Grundlinie (KJ) gleich dem Linterfchiede 
beider gegebener Grundlinien ift. 


Vorbereitung zum Beweiſe. Man legt das Bleinere Rechte 
OPHJ fo innerhalb eines der Winkel KPH vom gröjieren, daß die 
Seite JH auf KH und mithin PH auf PH falle. 

Beweis. Leicht. 

Anmerkung. Dieſer und der vorhergehende Sag laffen fi, mie man leicht ſieht, 
in einen einzigen algemeinern Sag vereinigen, nämlid : die algebraifdhe Summe mehrerer 
Rechtecke, die verfchiedene Grundlinien aber gleidye Höhen baben, ift gleihflädig einem 
Rechtecke von eben diefer Höhe und einer Grundlinie, die glei der algebraifhen Summe 
aller gegebenen Grunttinien ift. 

74. Lehrſatz. Wird eine Gerade (GE Fig. 48) in zwei belle 
bige Stuͤcke (GE, FE) getheilt, fo ift das Quadrat (AE) der ganzen 
Linie fo groß als die Summe der Quadrate (AJ und JE) der beiden 
Stuͤcke und des doppelten Rechtes (JG und JC) aus diefen Städen. 

Eucl. I, 4. — LG IM, 8. 

Beweis. Aus 69, 72 und den beiden Zufägen, 

Anmerkung 1. Diefer Lehrſatz ift der geometrifche Ausdrud der algebraiſchen For⸗ 
mel: (a 4by⸗ —a?—+-b? P24ab, weßhalb auch in der Figur die einzelnen Stüde 
demgemäß bezeichnet find. Es wird freilich, wie man nicht Überfchen mag, dabei etwas 
vorausgeſetzt, was erft fpäter (203) bewiefen werden kann, daß man nämlich für das 
Quadrat von einer Linie, und für das Rechteck aus zwei Einien beziehungsweiſe fegen 
darf die zweite Potenz einer Zahl und das Product zweier Zahlen ”). 

Zuſ. 1. Theilt man eine Gerade in zwei gleiche Theile, fo ift 
das Quadrat jedes derfelben viermal fo Elein als das Quadrat der gan⸗ 
zen Einie. 


Zuf 2. Das Quadrat (AJ) von dem einen der Theile (GF) ift 
fo groß, als der Unterfchied zwifchen dem Quadrat der ganzen Linie 
und zwifchen der Summe des Duadrates von dem andern Theile und 
des doppelten Rechtecks aus beiden Theilen. 

Anmerkung 2. Man ann die Linie GF ald den Unterfihich von zwei gegebenen 
Linien GE, FE betrachten, und unfern Ichten Sufae, daber au fo ausdrücken: 

(GE—FE)Jg = GFa— Fa — 2GF,FE 
— GE) — FEu — 2GE,FE+ 2FE, 
— GE, at FE — 2GEFE d.h. 

Zuf. 3. Das Quadrat von dem Unterschiede zweier Linien ift 
- glei) dem Weberfchuffe der Summe der Quadrate beider Linien über 
das doppelte Rechteck aus beiden. 

Anmerkung 3. Diefer dritte Zuſatz ift die geometrifche Ueberfehung der algebraiſchen 
Zormel: (a — b)? = a? + b? — 2ab. 

L. G. III, 9. 

Anmerkung 4. Diefer Lehrſatz (74) kann noch viel allgemeiner auf folgende Weiſe 
ausgeſprochen werden: Theilt man eine gerqde Linie in eine beliebige Anzahl beliebiger 
Theile, fo ift dad Quadrat der ganzen Linie, gleich der Summe der Quadrate aller 
einzelnen heile vermehrt um die doppelte Summe aller herjenigen Rechtecke, welche ſich 
aus je peien dieſer Theile conſtruiren laſſen. Wäre z. B. die Linie in die Stuͤcke a, 
b, c, d getheilt, fo hätte man: 4 

b+ca=3% BAR AR at ꝛ2arb 2arc + 2bre: 


(a 
Anmerkung 5. Unter Beräcfihti ung defjen, was wir in der erften Anmerkung 





Der Einfachheit halber ſou künftig das über einer Linie, wie z. B. AB, beſchrie⸗ 
bene Duadrat, durch ABq und das a $ wei Linien, wie 3 8 AB und CD, A 5 
Rimmenden Seiten conftruirte Rechte durch AB, CD begeichner werden. 


Anın. d. U. 


, 
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erinnert haben und fpäter (203, 3. 2 und 3. 5) erweifen werben, daß man Quadrate 
durch zweite Potenzen von Zahlen, und Rechtecke durch Produfte aus Zwei Zahlen Dar» 
ftellen kann, Fönnen wir unfern in der vorigen Anmerfung angeführten Sag, durch die 
—— Formel: abc)? = a? +b?-+-c? 42ab-H 2ac 2bo ausdrüden, 
. %ig. 53. 

75. Lehrfag. Wird eine Gerade (AD Fig. 56) in zwei belie⸗ 
bige Stuͤcke (AC, CD) getheitt, fo find das Quadrat der ganzen Lis 
nie und das eines ber Theile (CD) zufammen fo groß als das doppelte 
Rechteck aus der ganzen Linie und eben diefem Abfchnitte (CD) und 
das Quadrat des andern Abfchnitts CAC) zufammen. 

Eucl. II, 7. | 

Vorbereitung zum Beweiſe. Beſchreibe über AD das Quadrat 
ADFK; nimm ED=CD, ziehe EL und CJ (verlängert) parallel mit 
AD und DEF; nimm auf der verlängerten DF, FG=CD=JF und 
vollende das Quadrat FGH). Ä | 

Erfter Beweie. Aus der Betrachtung, daß ALED=MHGE. | 

Anmerfung. Man Fann diefen und die fünf folgenden Säge ſehr leiht durch Hülfe 
der Formeln erweifen,, deren in der fen und 5ten Anmerfung zum vorigen Sage Er⸗ 
wähnung geſchah. Da man die Hülfe einer Figur dabei ganz entbehren Fann, jo wollen 
wir diefe Beweife Beweiſe ohne Figur nennen. 

Zweiter Beweis. Es fei (a-+-b) die ganze Linie, a und b ihre 
Stuͤcke; fo ift 
| (a+4+b)? + b? aꝰ 9ab-+b2? +52 

a? + 2ab +4 2b? 

— 2 (a-+b) b-+a2., 
76. Lehrſatz. Wird eine Gerade (AB $ig.58) in einem (C) 
von zwei Puncten (C und D) in zwei gleiche Theile (AC, CB) und 
in dem andern (D) in zwei ungleihe Stuͤcke CAD, DB) getheilt, fo 
find das Rechteck aus den beiden ungleichen Stücken und das Quadrat 
des zwifchen den beiden Theilpuncten liegenden Stuͤckes (CD) zufams 
mengenommen, fo groß als das Quadrat von jeder der Hälften (AC 
oder CB). Ä 

Eucl. IT, 5. 

Vorbereitung. Beſchreibe über AC ihr Quadrat AFHC; nimm 
AE=— AD; vollende das Rechte AEJIB, und ziehe DG parallel mit 
AF, fo ift: BDLJ das Rechteck aus den ungleichen Städen und GHKL 
das Quadrat von CD, | Ä | 
Erfter Beweis. Aus der Betrachtung der Figur, wo BCKJ = 
D . 


I 


_ 


AFGD. 
Zweiter Beweis. Ohne Figur. Die ganze Linie ſei a+b; 


alfo jede ihrer Haͤlften Zu ; und das zwifchen ben Theilpuncten 
enthaltene Stuͤck > — b Dun if u 
+ (4 5) an + (2 "22.0408 





= ab-+ (Ban 


>) 


I 
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: 77. Ledrfag. Theilt man eine gerade Linie (AB $ig.59) in 
zwei gleiche Theile (AG, CB) und verlängert fie beliebig (bis D), fo 
ift das Rechteck aus der ganzen fo verlängerten Linie (AD) und aus 
der Verlängerung (BD) mit dem Quadrate von der Hälfte (BC) der 
gegebenen Linie (AB) zufammengenommen fo groß als das Quadrat 


der Linie (CD), die aus der Hälfte und der Verlängerung befteht. 
Eucl. I, 6. 


Vorbereitung zum Beweife. Befchreibe über. CD das Quadrat 
CDAG, nimm DL==DB; vollende das Rechteck ADLJ; ziehe aus B 
BF || NG, fo ift ADLJ das Rechte aus AD und BD, fo wie KEFH 
das Quadrat von BC. | 

Erſter Beweis. Aus Betrachtung der Figur, wo Rechteck CKJA 
— Rechteck LGFE. 

Zweiter Beweis, Ohne Figur. Die gegebene Linie ſei a, ihre 
Verlängerung b, fo ift 


(«-+b) b+(5) =eb+b2+ G)=@)+23 b-+b3 


a 

Anmerdung 1. Man fieht leicht, daß diefer und der vorige Say (76) eigentlich 
nur einen einzigen Sad ausmaden, indem fie ſich blos darin unterfdpeiden, daß während 
AD in jenem der Unterfhied von AB und DB war, fo ift ed in dieſem die SG ums 
me eben diefer Linien. 

Anmerkung 2. In unferm Sage ift CD, CB, -+BD,AD 
und mithin BC, = CD, — BD,AD 5 
während im vorhergehenden Sage war BD, CD, + BD,AD 
Es ift alfo dad Quadrat der halben Linie einmal dem Unterfchiede, und das andere mal 
der Summe von einem Quadrate und einem Rechtecke gleihd. In der Algebra würde 
man jagen: da die BD in dem einen Sage auf der entgegengefegten des Punctes D als 
in dem andern liegt, fo ift die eine in Beziehung auf die andere negativ und daher auch 
das ganze Rechte aus AB, BD in dem einen Sage von entgegengefehter Beziehung als 
in dem andern. 


78. Lehrfag. Theilt man eine Gerade AD (Fig. 57) in zwei 
beliebige Stücke (AC, TD) und verlängert fie um die Länge eines der 
felben (DB==DC), fo ift das Quadrat der ganzen fo entftandenen Li⸗ 
nie (AB) fo groß als das vierfache Rechteck aus der urfpränglic, ges 
gebenen Linie (AD) und dem der Verlängerung gleichen Stuͤcke (DC) 


zufammengenommen mit dem Quadrate des andern Stüdes (AC). 
Eucl. II, 8. 


Vorbereitung. Befchreibe über AB das Quadrat ABGK, nimm 
EF==EB=DB=DC, ziehe EO und FL|| AB, und DH, CJ || BG. 
Erfter Beweis. Es it KIML = AC,; ferner LMPO = OPCA 
==JHNM == HGFN; thut man jedem derfelben eins der vier Quadras 
te DBEQ ꝛ⁊c. hinzu, fo erhält man vier gleiche Rechtecke, jedes gleich 
flähig mit ADQO ꝛc. Ä Ä 
Zweiter Beweis. Ohne Figur. Es fei a-+b die gegebene Eis 
nie, ihre Verlängerung b, fo tft. | 
(a+b-+b)? = (a + %)?—a2-+4ab+4b?—=4 (a-+b) b-+ a? 
79% Lehrſatz. Wenn man eine gerade Linie (AB Fig. 60) in 
einem (C) von zwei Puncten halbirt, und in dem andern (D) in zwei 
ungleiche Stücke theitt, fo ift Die Summe der Quadrate der beiden 
ungleichen Stücke (AD, DB) doppelt fo groß als die Summe der Qua⸗ 
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drate von der halben Linie und von dem zwiſchen beiden Theilpuncten 


enthaltenen Stuͤcke (CD). 
Eucl. II, 9. 
Vorbereitung. Errichte auf AB in die Senkrechte DI— AB, volle 


ende das Rechte ADJL;, nimm DG—=AC—=CB; und DF=—=DB; ziche 

durch G und F die Geraden GM nud FN || AB; vollende das Quadrat 

DFEB, madye endli KH=DB, und ziehe HQ || AB. 

| Erfier Beweis. Es it NFIL— AD,, FEBD= DB,, MPKT 

—ACPM — AC,, HQPG = OFGP—=CI),, und BEFD — BEOC 

— CDHFE=ACON— HQIK ıc. | 
Zweiter Beweis. Ohne Figur. Die in Rede fiehende Linie fel 








ab, fo ift ihre Hälfte + und das zwifchen den beiden Theils 
puncten enthaltene Städ — oder —. alfo 





a b\?2 a b 3 a b\? a — 2 
—— 
—22 ———— ab b2 


4 
__2u2+2b? _ a? +b? 
= 1 = 
und daraus 4» . b 
2462— 2 72 a — 
+52 [() + (2) ] 

80. Lehr ſatz. Theilt man eine gerade Linie (AB Fig..61) in 
zwei gleiche Theile, und verlängert fie um ein beliebiges Stück (BD), 
fo ift dag Quadrat von der ganzen verlängerten Linie (AD) und dag 
von der Verlängerung (DB) zufammengenommen doppelt fo groß alg 
die Summe der Quadrate von der Hälfte (CB) und von der Linie(CD), 
die aus der Hälfte und der Verlängerung gebildet wird. 

Eucl. IT, 10. 

Vorbereitung. Conſtruire über AD das Quadrat ADJL; nimm 
Db=DB, ferner DF=BD; FG=BC==AC, ziehe durch F und G 
Parallelen mit AD, und eben fo durh B und C Parallelen mit AL, 
und vollende endlich das Quadrat DFeb. 

Erfter Beweis. Es it LKPM = MPON = AC,, PGDC = 
CD, , und KGJP, NACO und FebD find zufammen audy fo groß ale 
“CD, 1% 

' Zweiter Beweis. Ohne Figur. Die gegebene Linie fei a; ihre 


Hälfte alfo 5: die Verlängerung b, dann iſt 
2 2 2 2 
() 64—α 
—22 ab+2b? (a+b)?+b?, alfo 
u m | 





| £ 2 2 2 
rn [+ +)" 
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Ammerkung. Man ſieht ſowohl aus dem Beweiſe, als aus der Figur, daß dieſer 
Satz mit dem vorigen wiederum nur einen einzigen Sag ausmacht, indem allein hier AD 
> AB ift, während dort AD<AB war. 


81. Lehrfag. Der Unterfchted zweier Quadrate (GCAH und 
KIBC $ig. 62), die über zwei ungleichen Linien (GC, KC) befchries 
ben find, ift fo groß ale das Rechteck aus der Summe (GC+ KC) und 
dem Unterichiede (GC—KC) diefer Linien. 

‚L. G. III, 10. 
Vorbereitung. Bringe das Fleinere Quadrat KIBC fo in das grös 
Gere, dag zwei ihrer Ecken zufammenfallen; verlängere HG, AC fo, daß 
GF=CD==CK wird. Ziehe FD ıc. 

Beweis. Aus 74, 72, uud 698, Zuf. 1. 

Anmerkung. . Diefer Lehrfag ift der geometrifhe Ausdsud der Formel: a? — b? — 
(a-+b).(a—b). 

Zuf. 1. Das Quadrat (AFHC Fig. 58) über der Hälfte (AC) 
einer Linie (AB) conftruirt, ift größer als das Rechteck (LB) aus zwei 
beliebigen ungleichen Stuͤcken (AD, DB), deren Summe gleich derfels 
ben Linie (AB) iſt; es iſt demnach das größte Rechte? unter allen, die 
ſich überhaupt aus zwei Stücken conftruiren laffen, in die man eine 
Gerade zerlegen kann. | 

Beweis. Es ift BD,BI—=CD,CK-H-BC,BI=CD,CK—+ AN,AF 
<ZAC.. | 
* Anmerkung 1. Diefer Zufag hätte auch, und fait noch einfacher aus 76 gefolgert 
werden können. I. 

Zuf. 2. Die Summe der Auadrate von zwei ungleichen Stuͤcken 
(AD, DB $ig.58) einer Geraden ift größer, als die Summe der Qua⸗ 
drate ihrer beiden Hälften (AC, CB). 

Beweis. Nah (74) iſt 

- DB, + AD, + 2AD,DB==AB, 
. —44C,, 
aber nach dem vorigen Zufaßge iſt, 
QAD,DBZQAC,, mithin 
DB, AD, > 2 AC.. 

Anmerfung 2. So wie alfo das Quadrat über der Hälfte einer Linie ein Marks 
mum für alle Rechtecke ift, die fih aus zwei Stüden der Linie conftruiren laffen, fo ift 
N voppeite Duadrat eben diefer Hälfte ein Minimum für die Summe der Quadrate von 
biefen 


Zweiter Abſchnitt. 
Bon dem Flächenraume der Dreiecke und Parallelogranıme, 





82. Lehrſatz. VParallelogramme (MBCL und MDEL Fig. 50), 
welche auf derfelben Srundlinie (ML) und zwifchen denfelben Paralles 
ten (AF, GN) fiehen, und mithin (68, Zuf.) gleihe Höhe haben, find 
gleichflaͤchig. | | | 

Eucl. I, 35. — L. 6. III, 1. | 

Deweis. Da AMED— A LCE (45, Zuf.), fo braucht man 
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nur A CDK von beiden abzuziehen, und darauf A MKL zu adbiren, 
um die Richtigkeit unferes Satzes einleuchtend zu maden. 

Zuf, 1. Ein Parallelogranım (MC) iſt gleihflähig, mit dem 
Rechtecke, OPLM, das auf derfelben Grundlinie (ML) fieht, und deſſen 
andere Seite der Höhe (MO, oder PL) des Parallelogramnıs gleich tik. 
Die Redtere find daher das eigentlihe Maaß für die Parallelogramme. 

L. G. III, 1, Zuſ. 
Anmerkung 1. Du Hülfe dieſes Satzes wird der erfte Theil der zwölften Aufgabe 
{m zweiten Bude gelöft. 

Zuſ. 2. Sedes Parallelogramm (MOPL, MBCL, MDEL) ift dag 
Doppelte von einem Dreieck (MRL), mit welchem es auf derfelben 
Srundlinte (ML) und zwifchen denfelben Parallelen fteht. 

Eucl. I, 4. — L. ©. III, 2, uf. 1« 

Beweis. Aus56, Zuf. 1 und unferm Hauptfage, nachdem MA 
|| RL gegogen worden. 

Anmerfung 2. Bergleidst man diefen Zufag mit dem erften Zufage des frühern Sa⸗ 
8:8 (56), fo fieht man, daß das mas dort von Dreieden erwiefen wurde, welche mit den 
Darallelogrammen einen gemeinſchaftlichen Winkel haben, bier auf Dreiede ausgedehnt 
wird, deren Winfel ganz beliebig von denen der Parallelogramme verſchieden fein koͤnnen. 

83. Lehrſatz. Parallelogramme (MBCL und JDEH $ig. 50), 
weiche auf gleichen Grundlinien (ML, JH) und zwifchen benfelben Das 
tallelen (GN und AF) fiehen, alfo gleiche Höhe haben (68, Zuf.), find 
gleihflädig. 

Eucl. I, 36. 

Vorbereitung. Ziehe MD, LE. 

Beweis. Aus 54 und 82. 

Zuf. 1. Don zwei Parallelogrammen, bie auf berfelben, oder 
anf gleihen Srundlinien ftehen, ift dasjenige das größere, welches 
die größere Höhe hat; eben fo ift bei gleichen Höhen aber verfchieder 
nen Grundlinien, dasjenige das größere, welches auf der größern 
Grundlinie fledt. 


Zuſ. 2. Wenn die Höhe eines Parallelogranımes ein aliquoter 
Theil von der Höhe eines andern ift, während ihre Grundlinien gleich 
find, oder wenn bei gleichen Höhen die Srundlinie des einen ein alis 
quoter Theil von der des andern iſt, fo iſt das erfte Parallelogramm 
derfelbe aliquote Theil von dem zweiten, welcher die Höhe von der Hoͤ⸗ 
he, oder die Srundlinie von der Grundlinie if. (82, Zuf. 1 und 
72, Zuf. 3) 

84. Lehrfaß. Dreiede (ADJ, AEJ, HKL $ig. 51), die auf 
berfelben Srundlinie (AJ), oder auf. gleichen Grundlinien (AJ, HL) 
und zwifchen denfelden Parallelen (BK und AL) ſtehen und mithin gleis 
he Höhe haben (68, Zuf.) find gleihflädig. 

Eucl. I, 37. — L. G. III, 2, Zuſ. 
Vorbereitung. Wollende die Parallelogramme BJ, CJ, GL. 
Beweis. Aus 82, und 56, Zuf. 1. Ä 
Anmerkung 1. Leicht ift e&, durch indirecten Beweld dad Umgekehrte unferes Gas 
des darzuthun, nämlich: zwei gleichflädhige Dreiede, welche auf derſelben oder auf glei⸗ 


hen Grundtinien jtehen, laffen ſich ſtets zwiſchen diefelben Parallelen legen, Fig. 51. 
Eucl. I, 39, 40 


Zuſ. 1. Der FSlähenraum eines Dreiecks ift die Hälfte von dem 
eines Rechtecks, wenn beide gleiche Grundlinien und Höhen haben 
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(82, Zuf. 1 und 2), fo daß die Nechtedle das natärliche Maaß für 
den Inhalt eben fo der Dreiede, wie der Paralelogramme find. 

Anmerkung 2. Ausführlier wird über diefen Gegenſtand im vierten Buche gehan⸗ 
delt werden. f. 203, 3. 1, 3, 5 

Anmerkung 3. Man kann nun aus dem zweiten Bude der Aufgaben folgende Id« 
fen: 12 (zweiter Theil), 21, und 29. 

Zuf. 2. Don zwei Dreiecken, die gleihe Höhe haben, ift dass 
jenige dag größere, welches die größere Srundlinie hat, und eben fo 
ift bei Steichheit der Srundlinien das Dreieck das größere, welches 
die größere Höhe hat. 

Zuſ. 3. Wenn die Höhe eines von zwei Dreiecken, welche glei⸗ 
he Srundlinien haben, ein aliquoter Theil von der Höhe des andern, 
oder wenn, bei gleichen Höhen, die Örundlinie des einen ein aliquos 
ter. Theil von der des andern ift, fo bildet das erftere Dreieck ſelbſt 
denfelben aliquoten Theil von dem zweiten, welchen Die Höhe von der 
Hoͤhe oder feine Grundlinie von der rundlinie des zweiten ausmacht. 
(Zuf. 1, und 72, Zuf. 3) 

Anmerfung 4. Man fann nun die 13te Aufgabe des zweiten Buches Iöfen. 

85. Lehrfag. In jedem Parallelogramm (ABCD $ig. 52) find 
die Ergänzungen (70) AFGH und GEDI gleichflaͤchig. 

Eucl. I, 43. 

, Beweis. Aus 45, Zuf., angewandt auf die drei Dreieckspaare, 
CAB, BCD — GFB, BGE — CHG, CGJ. 

Anmerkung. Auf diefem Sage beruht die Xuflöfung aller Aufgaben, wo man ein 
Parallelogramm oder Dreied auf einer gegebenen Grundlinie conftruiren ſoll, fo daß fein 
Flaͤchenraum dem einer gegebenen geradlinigen Figur glei iftz und man Fann daher num 
aus dem zweiten Buche folgende Aufgaben löfen: 14, 15, 16, 23, und 24. ° 

86. Lehrſatz. Der Flähenraum eines Paralleltrapeziums d. 5. 
eines folchen unregelmäßigen Vierecks (ECAB $ig. 55%), in welchem 
wei Gegenfeiten (AC, EB) parallel laufen, ift gleich der Hälfte des 

echtes aus der Summe der beiden parallelen Seiten und ihrer Ent 
fernung von einander d. h. dem Perpenditel (CD), das man von eis 
nem beliebigen Puncte der einen diefer Parallelen auf die andere fällt. 

Vorbereitung. Ziehe die Sentrechten CD, AF, die gleich find, 

"Beweis. ECAB = ECD + CDFA + FAB 

— 1ED,DC--DF,DC-+ 4FB,FA (82, 3.23) 
— iCD, (CA-HEB). (79 
Anmerdung 1. Diefer Say wird von Pappus in feinen Lehnfägen zu Apollohius 
Kegelſchnitten (I, 8) als befannt vorausgefegt. 

Anmerkung 2. Wäre dad Paralleltrapez rechtwinkelig, fo würde AF mit AB zu⸗ 
fammenfallen, aljo AB= CD fein, woraus ſich ergiebt folgender 

Zuf. Der Flähenraum eines rechtwinteligen Paralleltrapeziums 
(CEFA $ig. 555) ift gleich dem eines Rechtecks, deffen eine Seite gleich 
der an den rechten Winkeln anliegenden Seite des Vierecks, die andere 
gleich der halben Summe feiner beiden parallelen Seiten ift. 

Anmerfung, Im vierten Buche (203, Zuſ. 8) fol diefer Say noch auf eine andere 
Weiſe ausgedrückt werden, 

87. Lehr ſatz. In jedem rechtwinkeligen Dreiecke (BCA Fig. 63) 
ift das Quadrat der Hypotenuſe (AB) fo groß als die beiden Auadrate - 
der Tatheten (BC, AC) zufammen genommen. 

Eucl. I, 47. — L. G. II, 11. ” 

v. Swinden Geometrie, 4 
® 
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Vorbereitung Man ziehe die Gerade CLK || AD oder BE, mit: 
hin fentrecht auf AB, und außerdem noch, AF, CE, BJ, CD. 

Beweis. Durch Hülfe des frühern Satzes (45) beweift man, 
daß A BAID ACAD und A ABF& A CBE; und daher, wegen 84, 
Zuf. 1, AD,DK=AC, und BE,EK—=BC, ꝛc. 

Anmerkung 1. Diefer So beißt der putbagordifhe LZehrfay und iſt un- 
ter diefem Namen allgemein befannt. Einen fehr einfachen Beweis deſſelben fann man 
dur Hülfe der Lehre von der Achnlihkeit der Dreiecke führen; wir werden ihn in dem 
vierten Bude (209, Anm. 3) mittheilen ”). ü 

Anmerfung 2. Unfer Sag ift nur ein befonderer Fall eines allgemeinern alle Dreiecke, 
wie aud ihre Winkel beſchaffen fein mögen, betreifenden Zehrfapes, der zuerft von Pap- 
pus in feinen mathematiſchen Sammlungen (TV, 1) aufgeftellt und fpäter von Castillon 
fehr erweitert wurde. Man fehe des Ieptern ſchöne Abhandlung in den Mem. de 1’Acad. 
de Berlin 1766 p. 351. Wir werden diefen Satz etwas fpäter (90) folgen laſſen. 

Anmerkung 3. Unſer Lehrfag giebt ein fhon von Pythagoras gefundened und von 
Vitruvius (Archit.. IX, 2) vorgetragenes Mittel an die Hand, die Nichtigkeit eines- 
Winkelhakens zu prüfen. Man trage durch Hülfe eines beliebigen aber genauen Maß⸗ 
ftabed von der Spige des rechten Winfeld aus auf der Kante des einen Arms drei län« 
gen auf, und auf der des andern eben folder Längen vier, Die beiden fo erhaltenen 
Endpuncte auf den beiden Armen müffen, fol der Winkelhaken richtig ſein, genau um 
fünf der genannten Laͤngen von einander entfernt fein. — In dem fünften Buche wer 
den wir noch ein anderes Mittel zu diefer Prüfung angeben. | 

tung 4. Man kann nun die Aufgaben: 25, 27, und 28 des zweiten Buches 
aufloͤſen. 

Zuſ. 1. Faͤllt man aus der Spitze (C) des rechten Winkels ein 
Perpendikel (CL) auf die Hypotenuſe, fo tft das Quadrat einer Ca⸗ 
thete (CA) gleich dem Rechtecke aus der ganzen Hypotenuſe und dem⸗ 
jenigen von den beiden durd das Perpendikel gebildeten Segmenten 
derſelben, welches an der Cathete anliegt CAL). 

Eucl. X, iter Zebnfag zu S. 34. 

Anmerkung 5. Diefer Sas ift offenbar ſchon in dem Beweife des Hauptſatzes ent- 
halten, und wird bier nur noch befonders hervorgehoben, Er kann aud aus der Betrach⸗ 
tung ähnlicher Dreiecke, oder aus dem Ptolemätfchen Lehrfag hergeleitet werden 5 fiehe 209, 
Zuf. 2, und 275, Anm. 4. 

Zuf. 2. In jedem rechtwinkeligen Dreiecke ift das Quadrat jes 
der Cathete gleich dem Ueberſchuß des KHypotenufenquadrates über 
dag Quadrat der andern Cathete, und demnach (81) gleich dem Rechts 
ecke aus der Summe der Hypotenufe und der andern Eathete und auf 
dem Unterfchiede eben diefer beiden Linien. 

L. G. I, 11 3uf. 1. 

Zuf. 3. Das Rechter aus der ganzen Hppotenufe und einem ihs 
ver Abfchnitte CAL) iſt gleich dem Rechtedte aus der Summe und dem 
Unterfchiede der Hypotenufe und der andem genannten Abfchnitte (AL) 
nicht anliegenden Cathete (EB). U 

Zuſ. 4. Wenn zwei rechtwinfelige Sreiecke (ABC, ABD $ig. 22 
und 93) diefelbe Höhe haben, fo find: 
1). die Summen der Quadrate von der Kypotenufe bes einen und 

- von der Grundlinie des andern Dreiecks von gleicher Größe; alfo 
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nie in dem einen Dreieck ift gleich dem Unterſchiede der Quadrate 

der entfprechenden Seiten des andern Dreiecke; alfo AD,—BD, 

= AC,— BC.. 
Anmerkung 6. Der zweite Theil unſeres Zuſathes koͤnnte auch fo ausgedrückt werben: 

Zuſ. 5. In jedem Dreiecke (aCD) iſt dee Unterſchied der Qua— 
drate zweier Seiten (DA, CA) gleich dem Unterſchiede der Quadrate 
von den beiden Abfchnitten (DB, BC) der dritten (nöthigenfalls vers 
längerten) Seite, welche durch das aus der Spige ihres Segenwintels 

auf fie gefälte Perpenditel beftimmt werden. 

" Anmerfung 7. Diefer letzte Sat findet fi) fon bei Pappus (VII, 120). Da er 
blos den Aal betradhtet, wo (Fig. 23) das Perpendifel innerhalb des Dreiecks fällt, fo 
fügt er, nachdem er die Seite ED in F halbirt bat, noch hinzu: „Der Unterfchied der 
Duodrate der Seiten (AC, AD) ift doppelt fo groß als das Rechteck aus der dritten 
Seite (CD) und demjenigen Stüde (BF) von ihr, welches zwiſchen dem Fußpuncte des 
Perpendikels und dem Halbirungspuncte enthalten iſt.“ „Die Richtigkeit dieſes Sages laͤßt 
fi leicht nachweiſen. 

Zuſ. 6. In einem gleichſchenkeligen und rechtwinkeligen Dreiecke 
iſt das Quadrat der Hypotenuſe doppelt ſo groß als das Quadrat jeder 
Cathete. 

L. G. If, 11 Zuſ. 2. 
Anmerkung 8. Die Diagonale eines Quadrates iſt eine ſolche Hypotenuſe in Bezie⸗ 
bung auf die Quadratſeite als Cathete. 

88. Lehrſatz. Wenn in einem Dreiecke (DEH Fig. 64) die 
AQAuadrate zweier Seiten zuſammen fo groß find als das Quadrat der 
dritten Seite, fo iſt der Gegenwinkel der leßtern ein Rechter, 

Eucl. I, 48. 

Vorbereitung. Man errichte auf EH in H die Senkrechte HJ, 
mache fie gleih DH und ziehe EJ. 

Beweis. Aus 87 und 50. 

Anmerfung. Man kann den Beweis auch indirect führen. 

- 89. Lehrſatz. Fällt man in einem rechtwinfeligen Dreiede 
(ACB Sig. 65) aus der Spiße des rechten Winkels ein Perpendikel 
(CL) auf die Hypotenufe, fo it das Quadrat deffeiben gleich dem Recht: 
ecke aus den beiden Abfchnitten (AL, LB), in welche die Hypotenuſe 
durch das Perpendikel gerheilt wird, und umgekehrt: wenn in einem 
Dreiecke das Quadrat eines Höhenperpendikels gleich ift dem Rechtecke 
aus den beiden Abfchnitten, in welche die zugehörige Seite durch dafı 
ſelbe gerheilt wird, fo tft der. Winkel, von deffen Spise das Perpen⸗ 
dikel ausläuft, ein Rechter. 

Eacl. X, Lehnſ. zu S. HM. 

Beweis. Aus 87, Zuf. 25 87, Zuf. 1 und 73. 

Beweis für die Umkehrung. Entweder indirect durch Hülfe des 
erften Theiles vom Sage, oder indirest aus S. 87, angewandt auf 
die Dreiecke BCL und ACL, und damit verbunden S. 74 und ©. 88, 

Anmerkung 1. Man kann dieſen Satz au dur Hülfe won Eigenfhaften ſowohl 
ähnlicher Dreiecke, als des Kreiſes bemeifen, wie dieß in dem vierten Bude (200, 3. 1) 
und im fünften (252) geſchehen fol. i | 

Anmerfung 2. Unſer Sag ift der erfte Hülfefag des Pappus zum fünften Buche 
deö Apollonius; er fügt noch hinzu: „ift das, Quadrat des Perpendikels Pleiner als das 
Rechteck aus den Ahfchnitten der Seite, fo iſt der Winkel ein ftumpfer, im entgegenge 
fegten u aber ein fpiger”’ was ſich durch Hülfe des S. 44 leicht darthun läßt. 

Zuſ. Die gerade Linie (CH), welche man aus der Spige des 
rechten Winkels nad) dem Halbirungspunste der voypotenufe zieht, ift 
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gleich der halben Hypotenuſe; und umgekehrt ift die Gerade, welche 


man aus dem Halbirungspuncte einer Seite nad) der Spige des Ges g 


genwinkels zieht, der Hälfte diefer Seite gleich, fo ift jener Winkel 
ein Rechter. 
Beweis. CH, — HL,—CL, (87, 3.2)=BL,LA (89) 
—(BH— LH), (BH-++LH) 
—=BH,—LH, 80 
alfo CH, —=BH,, und mithin 
CH=-BH. 


Beweis für die Umkehrung. Ziehe CL fenfreht auf AB, fo iſt 


CL, =CH,—HL, = AH, —LH,—=AL,LB (76) 
alfo Winkel BCA ein Rechter. 

Anmertung 3. Man kann nun die 16te und 20te Aufgabe des zweiten Buches 
aufloͤſen. 

90. Lehrſatz. In jedem Dreiecke iſt das Quadrat einer Seite 
(AB Fig. 66) größer oder kleiner als die Summe der Quadrate ber 
beiden andern CAC, BC), je nad) dem der von ihnen eingefchloffene 
Mintel ein ſtumpfer oder fpiger ift, und zwar größer oder Kleiner um 
das doppelte Rechteck aus einer der beiden leßtern Seiten (AC) und 
dem Stücke (CD) von ihr oder ihrer Verlängerung, welches zwiſchen 
der Spitze des genannten Winkels und dem Fußpuncte ihres Höhen» 
perpendifeld (BD) enthalten ift. 

Eucl. II, 12, 13. — L. ©. III, 12, 13. 

Beweis. Im Dreiede ADB nimmt man für AB, feinen Werth 
nach (87), darauf im Dreiecke DCB den Werth für BD,na 87, Zuf. 2, 
und endlich den Werth für den Unterfchied der Quadrate von AD und 
DC nach) 74, Zuf. 2, oder nach 75. 

Anmerdung 1. Wäre der Winkel BCA ein Rechter, fo fiele das Perpenditel BD 
mit der Seite BC zufammen, und man käme dann auf S. 87 zurüd 5 indem nämlich als⸗ 
dann der Abſchnitt CD Null würde, fo würde auch der ganze Flaͤchenraum, um welden 
dad Quadrat von AB größer oder Fleiner ald die Summe der Quadrate von AC und BC- 
ift, glei Null. 

Anmertung 2. Für den erften Theil unferes Lehrfages fällt dad Perpendifel BD 
außerhalb, für den zweiten Theil dagegen innerhalb des Dreiecks, wie aus (40) folgt. 
Man fieht daher, da diefer zweite Theil aud für recht- und ftumpfmwinfelige Dreiecke 
gilt, wenn man das Perpendikel aus der Spitze des rechten oder ftumpfen Winkels auf 
feine Diegenfeite Et. & 

nmertung 3. Der S. 87, oder der pythagoräiſche Lehrſatz ift eigentlidh nur ein 
befonderer Zall unferes I0ten Sases, und diefer letztere kann nicht —* werden ohne 
Hülfe des erſtern, ſo daß man auch hier wiederum die Wahrheit der von den Logi⸗ 
kern aufgeſtellten Behauptung beſtaͤtigt findet: ſehr oft koͤnne die Allgemeinheit eines Sa⸗ 
des nicht bewieſen werden, bevor man nicht ſeine Richtigkeit für einen beſondern Fall 
nachgewieſen babe. Wir werden in dem Folgenden noch mehrere Belege für die Rich⸗ 
tigfeit diefer Behauptung finden und fie bemerklich machen. Inzwiſchen ift unfer in Rede 
ſtehender, fo wie der pythagoraͤiſche Lehrfag nur ein befonderer Fall von dem Lehrfage 
des Pappus, den wir nachher in einer allgemeinen Anmerkung mittheilen wollen. 

Anmerkung 4. Der Sag, daß in allen Dreiedten (ig. 66). ABg— ACı + BC, 
+2 AC,CD, ift einer der wichtigſten der ganzen Geometrie, wie man fich in der Folge 
überzeugen wird. Man Tann auf ihm wrfchiedene Folgerungen nach der verſchiedenen 


Beſchaffenheit des Dreiecks CAB berleite® Wäre z. B. Dreied ABC (Fig. 67) gleich: 
fhenkelig, fo daß AB=AC, fo hätte man: 5 | (Big. 67) gleich 


— 2 AB, (AB— AD), alfo 
3 BCg=AB.BD, alfo 


‘ . 


u 
» # 
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Zuf. Wenn man in einem gleichfehenkeligen Dreieck aus einem 
der Endpuncte der Srundlinie ein Perpenditel auf den Gegenſchenkel 
fällt, fo ift die Hälfte des Quadrates der Grundlinie fo groß als das - 
Rechteck ans dem ganzen Schenkel und dem Abfchnitte deſſelben, der 
zwiſchen dem Perpendikel und der Grundlinie enthalten iſt. 

pus V, 24, Theor. 1. 

u Ugemeine Anmerkung über die Säge 87 und 90. 

Es iſt fhon bemerkt worden, daß diefe beiden Säge nur beſon⸗ 
dere Bälle find von einem fchönen Sase, den zuerft Pappus vorgetra» 
gen, und fpäter Castillon erweitert hat. Leßterer hat auch, was 
Pappus nicht gethan, nachgewiefen, wie unfere beiden Säge aus dem 
allgemeinern hergeleitet werden können. Der Sag des Pappus, ob⸗ 
fhon einfach, und bereits von Clavius zu Euclides I, 47, Nro. 7 
mitgetheilt, ift wenig befannt, weshalb wir ihn hier mittheilen wollen. 

91. Lehrſatz des Pappus. Wenn man über zwei beliebis 
gen Seiten (AB, BC $ig. 69) eines beliebigen Dreiecks (ABC) zwei 
beliebige Parallelogramme (ABDE, BCGF) befchreibt, die beiden Seis 
ten (ED, GF) in ihnen, welche den genannten Dreiecksſeiten gegends 
berliegen, bis zum Durchſchnitt (EE) vertängert, diefen Punct mit dem 
gemeinſchaftlichen Endpuncte (B) eben diefer Dreiecksfeiten verbindet, 
und diefe Gerade bis zum Durchſchnitt (I) mit der dritten Dreiedss 
feite CAC) verlängert, wo beide einen beftimmten Winkel CHIC) bil 
den werden, fo ift, wenn HJ innerhalb des Dreiecks fällt, das Pas 
tallelogramm (ACKL), weldhes man über der dritten Dreiecksſeite 
CAC) unter dem.genannten Winkel CHIC) fo befchreibt, daß feine Ecken 
auf den Seiten der beiden erftern liegen, fo groß als diefe beiden ans 
dern Parallelogramme zufammengenommen. 

Vorbereitung. Ziehe AK und CL |] HJ, und verbinde K mit L. 

Beweis. AK=BH==CL (56, 1), alfo AKLE ein Parallelo⸗ 
gramm 54), und zwar das in unferm Sage bezeichnete. Ferner: 

AKMJ = AKHB==ABDE (8%), und: eben fa 
CLMJ = CLHB = CBFG (8%) ꝛc. 

Anmerkung 1. Fäallt die Linie HJ nicht innerhalb, ſondern (Fig. 70) außerhalb 
des Dreiedö ABC, fo it AKLC= CGFB— AEDB— ein Fall, mit welchem Castillon 
den Lehrſatz des Pappus bereidyert bat, 

Zuf. 1. W. KAE (Fig. 69)—=KAB-+ BAC—=BAC ABI. 

Anmerfung 2, Zält die Linie HI außerhalb des Dreieds ABC (Fig. 70), fo ift 


W. KAC = BAC — BAK 
= BAC — ABJ. 


j Zuſ. 2. Anwendung unferes Satzes auf den Pythagoreiſchen 
ehrſatz. 

Es ſei A ABC (Fin. 71) rechtwinkelig in B; man beſchreibe 
nicht Über zwei beliebigen Seiten, fondern über den. beiden Eatheten, 
AB und BC, nicht beliebige Paralelogramme, fondern Quadrate AEDB 
und CGEB; verlängere ED und GF bis zum Durchfchnitt in H; dann 
ift DHFB ein Rechteck und HB deffen Diagonale. 


Verlängere HB bis J, ziehe AK und CL _}| HJ, und verbinde K 
mit L. Alsdann ift HL— -BC=FG (56, 1), mithin auch GL=FH 
— BD =BA, alſo AABCDA CGL (45), alfo LC=CA und 
MW. BCA-LLCB —=LCG+LCB==1R., mithin ACLK ein Quadrat, 
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und folglich, nad) dem Sage des Pappus (91): AC,=AB, + BC, 

d. 5. der Pythagoraͤiſche Lehrfag ift ein befonderer Fall des mehrer; 

wähnten Echrfages von Pappus. 

Zuf. 3. Anwendung auf Saß 90. \ 
Sf das Dreieck ABC in B ftumpfwintelig (Fig. m oder fpiß: 
winfelig (Sig. 72), fo befchreibe man über AC das Quadrat AKLG; 
giebe durch B die Sentrechte BIH auf AC, nehme BH=—=AK—=CL 
==AC, und ziehe die Geraden HKE und HLG, weldye offenbar den 

Seiten AB und BC einzeln parallel fein müffen (53H. Sn A, B und 

C errichte man die Senfrechten AE und BD auf AB, BF und CC auf 

BC, um die Rechtecke AEDB und BCGF zu erhalten. Alsdann ift 

nad) dem Sage des Pappus: | 
I. AC, oder AKLC=ABDE + BCGF. 

Fälle man jegt aus den Puncten A und C auf die, noͤthigenfalls 

verlaͤngerten, Seiten CB und AB die Perpendikel ATX und CSU, fo 

it A EAKD&A ASC (46), alfo ASUE ein Quadrat, und, aus ähns 
lihem Grunde, eben fo CGXT. Man nehme nun AO—AB, und 

CR—CB, ziche ON {| AB, und RP||CB, fo find ABNO und BCRP 

die — über AB und BC; und zugleich ift (85) EOND=—=BSVN 

und RGEP=BTZP. Das Rechte EOND aber ift der Unterfchied 
zwifchen dem Rechtecke AEDB und dem Quadrate AONB, und etwas 

Aehntiches gilt vom Rechtecke RGPF. Sf nun (Fig. 79) W. ABC 

ftumpf, fo find die Quadrate der Seiten AB und BC Heiner ale die 

über eberi diefen Seiten fiehenden Rechtecke, und zivar ift der Unter— 
fhied für beide zufammen EOND-+- RGFP=BSVN-HBTZP; ift das 
gegen (Fig. 73) W. ABC ſpitz, fo find die Quadrate größer als die 

Rechtecke, und zwar ift der Ueberſchuß für beide zufammen EOND-H 

RGFP=BSVYN-+-BTZP. Das erftere diefer Rechtecke Hat zu feinen . 

Seiten BN oder AB, und das Stück zwifchen dem W. B und dem auf 

AB gefällten Perpendikel; das andere hat zu feinen Seiten CR oder 

CB, und das Stüd zwiſchen W. B und der auf CB gezogenen Senf: 

rechten, woraus alfo folgt 
IL. AC,—AB,-+BC,+[AB,BS-+ BC,BT] | 

So weit faın man durch Hülfe der bisher erwiefenen Säge gelanıs 

gen. Allein um darzuthun, daß die beiden im vorftehenden Sape 

erfcheinenden Rechtecke unter einander gleich find, muß man noch fols 
gende drei Säge zu Huͤlfe nehmen: 
1. Die Winkel des A ABT find einzeln den Winkeln des A BSC 
— a8 leicht nachgewiefen werden kann. 

- 2. Die Linien AB, BT, BC, BS find proportionire — ein Sas, 
der aus dem erftern folgt, aber erft im vierten Buche erwiefen 
werden wird und zwar aus Gründen, die mit keinem der frähern 
Säpe etwas gemein haben; — und daher ift 

3 dag Rechteck aus AB, BS, gleich dem Rechtecke aus BT, BC. 

Dieß als richtig angenommen, verwandelt ſich unfer Sap II, in 

II. ACq =AB,+BC,+2 AB,BS b. h. in unfern frägern 
Sag (90). 


Anmerkung 3. Aus dem Biöherigen kann man erfeben: 
1) Wie man den HOten Sag ohne Hülfe des Pythagoraͤers Gy erweiſen kann; 
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2) daß man ſowohl den 87ten ald 9oten Say ald befondere Fälle des Yiten d. h. des 
Zebrfaged von Pappus anfeben Fann ; 

3) daß der Euclidiſche Beweis des Pythagoräiſchen Lehrfages merklich einfacher ift, als 
die Art, wie wir diefen Sag aus dem des Pappus hergeleitet haben; 

4) daß man unfern IOten Say aus dem des Pappus nit herieiten kann, ohne etwas 
bier Fremdartiges, nämlich Eigenſchaften ähnlicher Dreiede zu Hälfe zu nehmen, 
was beim Euclidifhen Beweiſe nicht nöthig ift, woraus ſich endlich 

5) ergiebt, daß, wiewohl es fehr nüglich ift, befondere Säge, fo viel als moͤglich auf 
allgemeinere zu bringen, und jene aus diefen berzuleiten, um fo dad Band, welches 
alle verbindet, genau fennen zu lernen — doch diefe Herleitungen nicht felten zuſam⸗ 
mengeledtere Beweiſe erfordern und daher beim Unterrichte nicht immer zu wählen 

nd. 

92. Lehrſatz. Faͤllt man aus den beiden Endpuncten (A, und 
G Fig. 67) einer Dreiedsfeite CAC) Perpendikel (AE, CD) auf die 
Segenfeiten (BC, und AB), fo find die Rechtecke, die man aus einer 
diefer beiden Dreiecdsfeiten und dem Stüde von ihr bildet, das zwi⸗ 
ſchen dem gemeinfchaftlihen Endpuncte beider und der Senkrechten ent» 
Balten tft, gleichflaͤchig, alfo AB,BD=BC,BE. 

Beweis. Aus 90, indem man für AC, einen Werth nimmt, 
einmal fo, daß AE, und dag andere mal fo, daß CD das erforderliche 
Hoͤhenperpendikel ift. 

Anmerkung 1. Iſt W. ACB cin Rechter, fo iſt AB,BD=— BC, , wie dies früher 
(89) gezeigt worden, und im vierten Bude nod einmal bewiefen werden fol. 

Anmerkung 2. Ueber diefe Linien ſoll überhaupt noch ausführlicher im vierten Bude 
gehandelt werden. 

93. Lehrſatz. Zieht man von einer Winkelfpiße (C) eines 
Dreieds (ACB Fig. 67) nach dem Halbirungspuncte (H) der Gegen» 
feite (AB) eine Gerade (CH), fo ift das Quadrat derfelben und das 
Quadrat einer der Hälften (AH, BH) der genannten Dreiecksſeite zu⸗ 
fammengenommen fo groß als die Halbe Summe der Quadrate von den 
beiden andern Dreiecksſeiten. 

L. G. III, 14. 

Beweis. Aus 90, indem man in AACH einen Werth für AC,, 
und in A CBH für BC, nimmt ıc. 

Anmertung. Diefer Sag findet fi) ſchon bei Serenus, in feiner Schrift de sectione 
coni, &, 16, und bei Pappus VII, 122. Aufs Neue bat denfelben vorgetragen Beau- 
fort in den Mem. de Y’Academ. des Sciences 1723, wo er ihn aus einer Eigenſchaft 
des Kreifes (ſ. 255) ohne Hülfe des Pythagoraͤers hetleitet, und im Gegentheil erft letz⸗ 
an daraus folgert, fo wie au unfern S. 94 — Mehr über diefe Linien im vierten. 
Bude, 


Zuſ. Es if: at — CH,=AH,—=4}AB, 


d. h. Wird in einem Dreiede eine der Seiten durch eine Linie aus 
der Spige des Gegenwinkels halbirt, fo ift der vierte Theil vom Auas 
drate diefer Seite fo groß als der Veberfhuß der halben Summe der 
Quadrate von den beiden andern Seiten Über das Quadrat der Halbi⸗ 
renden. 

94. Lehrfag.. In jedem Parallelogramm (Fig. 40) ift die Sum» 
me der Duadrate beider Diagonalen fo groß als die Summe der Auar 
drate aller vier Seiten. Ä 

L. ©. III, 14, 3uf. 

Beweis. Aus 50 und 90. Ä 


Anmerkung 1. Iſt das Parallelogramm ein Rhombus oder ein Quadrat, fo iſt bie 
NQuadratſumme der Diagonalen dad Vierfache von dem Quadrate einer der Seiten. 
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Anmerkung 2. Diefen Say behandelt unter andern aud Lagny in den Mem. de 
l’Acad. des Sciences 1706 , und folgert daraus, daß, wenn man von einem Rhombus 
die Seite und eine der Diagonalen Fennt, auch ftets die andere Diagonale gefunden wer⸗ 
den Tonne, 

95. Lehrſatz. Wenn man von einem beliebigen Puncte inner; 
halb eines Rechtes (Fig. 54) gerade Linien nach den Eden zieht, fo 
iſt die Summe der Quadrate zweier folchen, die nach zwei Gegenecken 
gezogen find, fo groß als die Duadratfumme der beiden andern. 

Beweis. JE) — JG, —=EF),—GF,—=BC, — AB, =IC, — JAg ie. 

Anmerkung. Der Sat behält feine Gültigfeit au dann, wenn der Punct außer- 
balb des Bieredö liegt. N. 

96. Lehrſatz. Wenn man über einer Geraden (AB Fig. 68a), 
welche (in L) halbirt ift, als Cathete ein vechtwinkeliges Dreieck bes 
fchreibt, fo daß die andere Cathete gleich einer der Hälften (AL, LB) 
ift, alsdann von der Hypotenuſe (AG) ein Stuͤck (GH) gleidy eben 
diefer Hälfte abfchneider, und endlich den Weberfchuß der Hypotenuſe 
(AH) auf der gegebenen Geraden abfchneidet (AC= AH), fo wird 
diefe legtere dadurch in zwei folche Stücke getheilt, daß das Quadrat 
des größern gleichflächig tft mit dem Rechtecke aus dem kleinern und 
der ganzen Linie. 

Beweis. AH,+4AB, +2 AH,HG= AG, =AB, -+4AB,, alfo 
AC,+AC,AB=AB,, mithin 
AC,=AB,—AC,AB= AB, (AB— AC)—= AB,BC. 

Anmerfung. Man het alfo, wie man verfahren müfle, um eine Gerade zu ſchnei⸗ 


den, fo daß dad Quadrat des größern Stüds glei ift dem Rechtecke aus dem Fleinern 
Stücke und der ganzen Linie; oder, wie wir es im vierten Bude ausdrüden werden, nad 
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beſchaͤftigt. 

97. Lehrſatz. Wenn man eine Gerade (AB Fig. 68) in zwei 
folhe Städe (AC, CB) theilt, daß das Quadrat des größern (AC) 
gleich ift dem Rechteck aus dem kleinern und der ganzen Linie, darauf 
zwei Kreife befchreibt, den einen aus dem Theilpuncte (C) mit dem 
größern Stuͤcke als Halbmeſſer, und den zweiten aus dem andern Ends 
puncte (A) diefes größern Stuͤcks, defien Radius die ganze gegebene 
Linie ift, und endlich den Durchſchnittspunct (D) beider fowohl mit 
den beiden Endpuncten als auch mit dem Theilpuncte der genannten 
Linie verbindet, fo entſtehen zwei gleichfchenkelige Dreiecke, in denen 
beiden jeder Winkel Über der Grundlinie doppelt fo groß, als der Wins 
fel an der Spige. In dem größeren diefer beiden Dreiecke ift jeder 
Schenkel gleich der ganzen Linie, in dem kleinern gleich dem größeren 
Städe derfelben. " 

Vorbereitung. Ziehe DE ſenkrecht auf AB. 

Beweis. Aus 90, angewandt auf AD (und mithin auch auf AB) 
in A ADC; verbunden mit 74, angewandt auf AB, als in C getheitt, 
findet man BE = EC, alfo auch BD=CD=AC (51, Zuf. 4), und 
mithin W. DBC—DCB—2 BAD (38)—2 BDC. 

Zuf. 1. Aus unferm Sage ergiebt fih, daß W. ADB durd) DC 
halbirt wird. . 

Zuſ. 2. Eben fo folgt daraus, daß in einem gleichfchenkeligen 
Dreiecke, mo jeder Winkel über der Grundlinie doppelt fo groß als 
der an der Spitze ift, .die Gerade, welche einen der erftern Winkel 
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halbirt, 1) den Gegenſchenkel fo theilt, daß das Quadrat des größern 
Stuͤckes gleich ift dem Rechtecke aus dem kleinern und der ganzen is 
nie; 2 das größere Schenkelftück gleich der Grundlinie ift. - 

Zuf.3. Seder Winkel über der Grundlinie in einem folchen Dreies 
. de ift & R, der dritte ZR. 

Zuf. 4. Die Conftruction eines gleichfchenkeligen Dreieds, in 
welchen jeder Winkel über der Srundlinie doppelt fo groß als der dritte 
ift, hängt alfo davon ab, eine Gerade fo zu fchneiden, daß das Qua⸗ 
drat des größern Stuͤcks aleich ift dem Rechtecke aus dem kleinern 
Stuͤcke und der ganzen Linie. 

Anmerfung. Man Fann nun die 11te Aufgabe des zweiten Buches Iöfen. 

98. Lehrſatz. Wenn mau in einem gleichfchenkeligen Dreiede, 
wo jeder Winkel über der Srundlinie doppelt fo groß ift als der dritte, 
aus der Spiße eines der beiden erften eine Gerade nad) dem Gegen; 
fchentel zieht, welche gleich ift der Grundlinie, fo tft 

1) das Stuͤck diefes Schenkels, das zwifchen diefer Geraden und 

der Spiße enthalten ift, ebenfalls der Srundlinie gleich; 

2) das Quadrat eben diefes Schenkelſtuͤcks ift gleich dem Rechtecke 
aus dem andern Stuͤcke und dem ganzen Schenkel; 

3) in dem Eleinern gleichfchenteligen Dreiecke, das die Grundlinie 
des gegebenen zu einem feiner Schenkel hat, ift auch jeder Wins 
tel über der Grundlinie doppelt fo groß als der dritte; 

4) der Winkel an der Spitze diefes Heinern gleichfchenkeligen Dreieds, 
ift der dritte Theil von dem Außenwinfel (ACD Fig. 68), wel: 
chen die gezogene Gerade mit dem. Schenkel bildet; 
Vorbereitung. DE fei fentrecht auf BC, alfo BE=EC==2 BC 

GL, Zuf. 4). 

Beweis. Fürı aus51 und 52; für? aus 90, 74 und 72; für 

3 aus 90, und 38, Zuf. 2; für 4 aug 51 und 38. | 
Anmerfung. Man fiebt leicht, daß diefer Sag die Umkehrung des vorigen ft. 


- Dritter Abſchnitt. 
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99, Erklärung Sn allen Vieleden nennt man ausfprin 
gende Winkel (GHF, FDA, BCA 1. Fig. 76) diejenigen, deren 
- Spigen nach außen hin fiehen; dagegen heißen einfpringende 

Winkel (HFD, CAD, CBK, KMQ) folche, deren Spigen nad) innen 
gekehrt find. | ’ 

Anmerkung. Wir werden Feine andern Bielede betrachten, als ſolche, deren Winkel 
alle ausſpringende find, 


100. Erklärung. Innere Winkel eines Vieles find diejer 
nigen, welche deffen Seiten an der innern Seite mit einander bilden, 
äußerer Winkel oder Außenwinkel dagegen ift jeder, welchen 
eine Seite mit der Verlängerung der angrängenden nach außen bildet. 
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Erläuterung. In Fig 75 find W. EAC, DCA, CDF, DEE, 
FEA die innern Winkel des Vielecks DCAEF; aber ACM, CDJ, 
DFG, FEK, LAE find die äußern. 

Anmerkung. Es iſt völlig gleihgültig (22), ob man unter dem Außenwinkel der 
Seiten CD und JD den Winkel GDJ verftcht, welchen CD mit der Verlängerung von 
FD bildet, oder FDH, welchen FD und die Berlängerung von CD mit einander machen. 

101. Erklärung. Umfang eines Vieles ift die Summe 
aller feiner Seiten. u 

102. Erklärung. Ein regelmäßiges oder reguläres 
Vieleck ift dasjenige, deflen Seiten unter einander gleich find, und 
gleiche Winkel mit einander bilden. 

L. 6. IV, Erkl. 1. 

Anmerkung. Man achte wohl auf die doppelte Bedingung, die in dieſer Erklaͤrung 
ausgeſprochen wird z denn in einem Vieleck können alle Winkel gleich fein, ohne daß es 
die Seiten find, wie z. B. im Vieleck AGHDEFA (Zig. 74) und umgekehrt koönnen, 
wie im Bieled CDIMNKC (Zig. 73) alle Seiten glei‘ fein, ohne daß es die Windel 
find. In feinem von beiden Fällen iſt das Bicled regelmäßig, fondern nur dann, wenn, 
wie in ABCDEF eben fowohl die Seiten, ald auch die Winfel unter einander glei) find. 
©. Clavius zum vierten Bude des Euclides. 


Zuſ. 1. Das gieichfeitige Dreieck, und Quadrat können auch ju 
den regulären Vielecken gezählt werden. 

Zuf. 2. Sn einem regelmäßigen Vieleck ift der Umfang gleich 
dem Sovielfachen von’ einer Seite, als die Zahl Einheiten hat, wels 
che die Menge der Seiten des Vielecks bezeichnet (101). - 

103. Lehrſatz. Jedes beliebige Viele, deffen Winkel alle 
ausfpringende find, läßt fich durdy Gerade, die man von eıner Ede 
(C Fig. 75) nach allen übrigen zieht, in fo viel Dreiecke zerlegen, als 
Seiten vorhanden find, weniger zwei. 

Beweis. Sin jedem Falle werden zur Bildung des erſten und leg: 
ten folcher Dreiecke vier Vielecksſeiten erfordert, zu jedem der übrigen 
aber nur eine, woraus die Nichtigkeit unferes Satzes ſich ergiebt. 

104. Lehrſatz. Sn jeden beliebigen Vielecke beträgt die Sum: 
me aller innern Winkel noch einmal fo viel Rechte als Seiten vor: 

handen find, weniger vier Nechte. 

Tacquet zum 32ten Sage im erften Buche des Euclides 

Vorbereitung. Man zerlegt das Vieleck (ACDFE Fig. 75) durch 
Diagonalen von einer der Ecken aus in Dreiede, 

Beweis. Aus 103 und 38. 

Anmerkung. Daffelbe gilt auch für Dreiede, Doch bätte man unfern allgemeinern 
Sag nicht bemweifen Fönnen, ohne die Richtigkeit für einen befondern Fall, namentlich für 
Dreiecke vorher, durch Hülfe anderer Gründe dargethan zu haben, 8 beftätigt ſich alfo 
bier wiederum das Thon oben (90, Anmer?. 3) Gejagte. 

Zuf. 1. Iſt das Vieleck regelmäßig, und begeichnetn die Anzahl 
feiner Seiten, fo wird jeder Winkel, weil fie alle von gleicher Größe 


find, fo viel Rechte in ſich fallen, als durch die Zahl — 


n 

dräct werden. Ä 
Zuf. 2. Es giebt nur drei Arten von regelmäßigen Figuren, das 
gleichfeitige Dreieck, das Quadrat, und das regelmäßige Sechseck, 
weiche um einen und denfelden Punct herum gelegt, den Raum genau, 
und ohne eine Lücke zu laflen, ausfüllen; es gefchieht dieß namentlich 
durch ſechs Dreiecke, vier Quadrate und drei Sechsecke. 


’ 





ausge⸗ 


- 
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Tacquet zum legten Satze im 4ten Buche des Euclid. 
Anmerkung. Ueber die genannten Figuren foU in diefer Beziehung nod weiter ges 
bandelt werden im vierten Bude, — 

105. Lehrſatz. Die Außenwinkel jedes beliebigen Vielecks, 
dag keinen einfpringenden Winkel hat, beitragen zufammen vier Rechte. 

Tacquet zu Euclid. I, 32. 

Beweis. Aus 20 und 105. 

106. Lehrfag. Wenn man einen beliebigen Punct (P Fig. 77) 
innerhalb eines beliebigen Vielecks fowohl mit den Eden als audy mit 
den Halbirungspuncten der Seiten verbindet, fo ift der Ueberſchuß 
von der Summe der Quadrate der nach den Ecken gehenden über die 
Quadratfumme der die Seiten halbirenden Linien, gleich dem vierten 
Theile von der Summe der Quadrate aller Seiten des Vielecks. 

Fagnano , Opera Mathem. II, p. 206. 
Beweis. Man wendet den Zufag zu 93 auf jedes der Dreiecke 
BPA, APD ıc. an. 

107. Lehrſatz. Wenn man in einem regelmäßigen Vielede 

(Fig. 78) alle Winkel halbirt, ff 
1) haben diefe Halbirenden (AC, EC ⁊c.) ſtets einen gemeinfchaft: 

lichen Durchſchnittspunct (C); 

2) fie find alle von gleicher Länge, und theilen daher das Viele 

in fo viel gleichfchentelige unter einander congruente Dreiecke als 
es Seiten. hat; 

3) fie bilden-um den Punct C herum gleiche Winkel (ACE, ECFıc.); 

4) der Punct C bat von allen Seiten des Vielecks gleiche Entfers 
nung d. h. (29, Zuf. 1) die Senkrechten, die man von ihm auf 
diefe Seiten fällt, find von gleicher Länge. 

Beweis. Fuͤr aus 46; für2 und Z aus 1; fürd aus der Con: 
gruenz der Dreiecke BCE ıc. nadı 46. 

Anmerkung. Aus diefem unfern Sage ergeben ſich die folgenden drei Erklärungen. 

108. Erklärung. Mittelpunct oder Centrum eines re- 
gelmägigen Vieles heißt derjenige Punct innerhalb deffelben, der fo 
befchaffen ift, daß die von ihm nad) den Ecken gezogenen Geraden alle 
von gleicher Länge find und die Vieleckswinkel halbiren. Diefe Linien 
felbft heißen Halbmeffer oder Nadien. ' 


Anmerkung. Befhreibt man von diefem Mittelpuncte mit einem folden Halbmeffer 
einen Streis, fo müffen alle Eden der Zigur auf deffen Umfreife liegen. 

109. Erfiärung. Perpendikel des Vielecks find die 
jenigen Sentrechten, die man aus dem Mittelpuncte auf die Seis 
ten fällt. | j 

110. Erklärung, Die gleihfchenkeligen Drelede, in welche 
ein regelmäßiges Vieleck durch feine Nadien zerlegt werden kann, heis 
Ben Mittelpunctsdreiecke, und ihre Winkel an der Spige Mit 
telpunctswintfel. 

Anmerfung 1. Durch die Perpenditel des Vielecks werden feine Mittelpunctswinkel 
balbirt (51, Auf. 4), weshalb aud die Winfel am Mittelpuncte, welde Perpendikel 


um Better mit einander bilden, den Namen halber Mittelpunctswin- 
el führen, j j 


Zuf. 1. Jeder Mittelpunctswintel eineg regelmäßigen Vielecks, 
welches n Seiten hat, beträgt =, und der Winkel, weichen zwei 


J 


n 


[ 
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Seiten des Vielecks mit einander bilden, ift gleich (n— 2) hatben 
Mittelpunetswinteln. | 

Anmerkung 2, Das erftere folgt aus 107 und 22 Zuf., dad zweite aus dem erftern 
und aus 38. | 

Zuſ. 2. Die Mittelpunctsdreiecde eines regelmäßigen Sec 8: 
ecks find gleichfeitig. 

Anmerkung 3. Es folgt dieß aus dem vorigen Zufage und aus 51, Zuf. 35 und 
es wird dadurch fehr leicht, über einer gegebenen Geraden ein regelmäßiges Sechseck zu 
beſchreiben. | 

111. Lehrſatz. Wenn man in einem regelmäßigen Fuͤnfeck 
(Fig. 79) aus den Endpuncten einer Seite (KH) nad) der Gegenecke 
(B) gerade Linien zieht, fo bilden diefe mit der genannten Seite ein 
gleichfchenteliges Dreieck, in welchem jeder Winkel über der Grund: 
linie doppelt fo groß iſt, als der an der Spiße. | 

Vorbereitung, Man ziehe die Radien GK, GB, GH, und ver: 
längere BG bis nad) J, fo wird (51, Zuf. 5) BGJ fentreht auf KH 
ftehen. | | 

Beweis. Gleichſchenkelig it ABKH, weil ABCKO A BEH; 
ferner GKH=3 KGJ (110, Zuſ. 1)==3 KBJ (38), alfo 

BKJ=4 KBJ—=?% KBH. 

Anmerkung. Zur Gonftruction eines regelmäßigen Fünfecks wird alfo erfordert, Daß 
man zuerft, nad Anleitung von 97, Zuf. 2, und der zehnten Aufgabe des zweiten Bu⸗ 
ches ein gleichſchenkeliges Dreicd (BKH) beſchreibt, in weldem jeder Winkel über der 
Grundlinie doppelt fo groß ift, ald der dritte, und dann über jedem feiner Schenkel (KB, 
BH) als Grunbdlinie ein gleichſchenkeliges Dreieck befchreibt, in welchem jeder Schenkel gleich 
der Grundlinie (KH) des genannten Dreieds ift. 

112. Lehrſatz. Wenn ein regelmäßiges Viele (Fig. 80) eine - 
gerade Anzahl von Seiten hat, fo bilden zwei gerade Linien, die 
man vom Mittelpuncte nach zwei gegenüberftiehenden Eden zieht, eine 
einzige gerade Linie, welche das Vieleck in zwei congeuente Hälften 
theilt; eben daſſelbe gilt fär zwei Sentrechte, die man aus dem Mit: 
telpuncte auf zwei Segenfeiten fällt; ja jede durch den Mittelpunct 
gehende und bis zum Durchfchnitt mit den Seiten verlängerte Gerade 
theilt das Vieleck in zwei congruente Hälften, und endlich find je zwei 
Öegenfeiten parallel. 


Beweis. Das erfie und zweite aus Qt, und das letzte aus 107, 
und 26. 

Anmerkung, Es gefhieht daher nicht ohne Grund, daß man die regulären Bielede, 
deren Seitenzahl gerade ift, auch ſymmetriſche Bielede zu nennen pflegt. 

Zuf. Hieraus folgt, daß in allen ſymmetriſchen Vielecken die Se: 
raden (AD, GE Fig. 80), welche die Endpuncte gegenuͤberſtehender, 
und mithin paralleler Seiten verbinden, mit diefen rechte Winkel bilden. 

113. Lehrfas. Wenn man in einem regelmäßigen Vielecke von 
gerader Seitenzahl (Fig. 80) die Endpuncte je zweier paralleler Seiten 
. dur) Gerade verbindet, die nicht Durch den Mittelpunct gehen, fo 
beftimmen die gegenfeitigen Durcchfchnittspunete derfelben die Eden 
eines Vielecks, das gleichfalls regelmäßig iſt, denfelben Mittelpunct 
und eben fo viel Seiten hat, als das Urvieleck, und deffen Perpen: 
dikel Halb fo groß als die Seite des Urvielecks ift. 

BZ “ Du Fay Mem. de l’Acad. 1727 p. 29. 
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Beweis. Die Regelmägigkeit des entflandenen Vielecks ergiebt 
fi aus 112, Zuf., 22, 52, 46, 37. 

Daß es denfelben Mittelpunet hat, aus 51, Zuſ. 5, und 455 
das lebte endlich aus 112 und 54. 

Anmerfung. Diefe innern Bielede follen noch näher betrachtet werden im fechöten 
e. 

114. Lehrſatz. Wenn man in einem regelmäßigen Vielecke 
von ungerader Seitenzahl (Fig. 79) von jeder Ecke nad) den Endpuns - 
eten der Gegenſeite gerade Linien zieht, fo bilden die gegenfeitigen 
Durdyfchnittspuncte derfelben die Ecken eines neuen regelmäßigen Viel: 
eds um denfelden Mittelpunct, von eben fo viel Seiten, als das Urs 
viele, aber von umgekehrter Lage in Beziehung auf daffelbe. 

Beweis. Aus 46, 38, 46, 54, und 112, Zuf. 

115. Lehrfag. Errichtet man auf jeder Seite eines regelmaͤ⸗ 
figen Vielecks von ungerader Seitenzahl (Fig. 81) in ihrem Anfangs» 
puncte fowohl als in ihrem Endpuncte ein Perpendikel, fo bilden die 
gegenfeitigen Durchfchnittspuncte fowohl der in den Anfangspuncten 
(A von AB, B von BD x.) als der in den Endpuncten (B von AB, 
D von DB ıc.) errichteten die Ecken eines neuen regelmäßigen Vieles, 
von gleicher Seitenzahl und gemeinfchaftlihem Mittelpuncte mit dem 
Urvieleck; beide Vielecke find unter einander congruent, und liegen, 
wenn das Urvieleck mehr als drei Seiten hat, ganz innerhalb deſſelben. 


Du Fay Mem. de l’Acad. 1727 p-299; aber nicht fo allgemein; er ſpricht blos 
von einem Vieleck. 


Beweis. Aus 46, 37, 46, 54, und 112, Zuf. 


Anmerkung. Im fehften Bude (300 u. ff.) fol Aber dieſe innern Vielecke noch 
weiter gehandelt werden. 


116. Lehrfag. Nimmt man auf allen Seiten eines regelmäs 
ßigen Vielecks (Fig. 82) Puncte (E, F, G, J, L), fo daß fie'gleiche Ents 
fernungen von den nächften Ecken (A, D, C, B, Q) haben, fo beftims 
men diefe die Ecken eines gleichfalls regelmäßigen Vieles von gleicher 
Seitenzahl und gemeinfchaftliihem Mittelpuncte mit dem Urvicled. 

Beweis. Die Regelmäßigkeit folgt aus der Congruenz der Dreier 
de AEL, EDF :c. (45) ; daß der Mittelpunct gemeinfchaftlich ift, aus 
der Eongruenz der Dreiede AOL, EOD ic. ıc. 

Anmerfung. Simpson (I, 28) hat dieß blos für Quadrate erwieſen; f. oben 64, 


117. Lehrſatz. Der Släheninhalt eines regelmäßigen Vieles 
ift gleich dem Flächenraume eines Dreiecks, deffen Grundlinie gleich 
ven Umfange, und deſſen Höhe gleich dem Perpenditel (109) des Viel: 
ecks iſt. 

fe IV, 7. 
Beweis. Aus 107 und 102. 
Zuf. Daher ift der Inhalt is: Vieles auch gleich dem 


uf. 


Inhalt eines Rechtecks, deſſen Höhe'g dem Perpendikel des Viel 
ecks, zu, deflen Srundlinie gleich dem hatben Umfange des Vieles 
ift (8 uf. 1.) 

Anmertung. Der Flaͤchenraum von Vielecken wird alfo auch auf den Zlächeninhalt 
von Rechtecken zurüdgeführt. j > 
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118. Lehrſatzz. Der Inhalt aller getabfinigen Figuren kann 
auf den Inhalt von Rechtecken zurückgebracht werden, indem man je 
derzeit ein Rechteck conftruiren kann, das mit einer gegebenen Figur 
gleichflaͤchig iſt. 

Beweis. Man zerlegt die Figur in Dreiede: jedes derfelben ift 
nach (84, Zuf. 1) einem beftimmten Rechtecke gleihflähig; man kann 
nun immer ein Rechteck confiruiren, was fo groß ift als die Summe 
mehrer gegebener Rechtecke und mithin auch gleich dem Vieleck. 

Anmerfung. Diefe Gonftructionen find läftig, weil ale Rechtecke nach dem erften, 
welches mit dem- erften Dreiede gleichflächig ift, fo conftruirt werden müffen, daß fie mit 
jenem gleihe Grundlinie oder Höhe haben, alfo über einer gegebenen Linie, was um⸗ 
ſtaͤndlich iſt Aufgg. II, 14). Man kann fich zwar die Sache in etwas erleichtern, indem 
man die zu verwandelnden Dreiede paarmweife nimmt, und ihre gemeinſchaftliche Seite 
zur Grundlinie oder Höhe der geſuchten Rechtecke macht, allein viel einfacher erreicht man 
das Ziel, wenn man durch Hülfe der 29ten Aufg. im zweiten Buche das gegebene 8 Viele 
in ein Dreicd und diefes in ein Rechteck verwandelt. 
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175. Zwei Dreiede find gleichflaͤchig, wenn zwei Seiten ded einen einzeln zweien 
"Seiten deö andern gleich find, der eingefhloffene Winkel in dem einen Dreieck aber das 
Supplement von dem entfprehenden Winfel des andern Dreiecks ift. 


84. 
176. Berbindet man in einem Paralleltrapez die Halbirungspuncte der beiden pa⸗ 
. rallelen Seiten, fo wird durch diefe Gerade das Biere halbirt. 
8 . 


Frage: Wie muß das Paralleitrapez beſchaffen fern, damit diefe Halbirende fen?- 
recht auf den beiden parallelen Seiten ftehe? 

177. Ein Paralleitrapez iſt gleihflähig einem Parallelogramme, das mit ihm zwi⸗ 
ſchen denfelben Parallelen liegt, und deffen Grunblinie glei der Geraden iſt, welche 
die Halbirungspuncte der beiden nichtparallelen Seiten verbindet. Fig. 35. 

178. Das aus zwei Seiten eines Dreieds und dem eingefchloffenen Winkel be- 
föpriebene Parallelogramm ift gleihflähig dem Rechteck, welches man aus der dritten 
Dreiedöfeite und dem zu ihr gehörigen Höhenperpendikel conftruirt. 

179. Berbindet man die Spise eines gleichfchenfeligen Dreicds mit einem belie⸗ 
bigen Puncte auf der Grundlinie oder deren Berlängerung , fo ift das Rechteck, das zu 
einer Seite die Summe diefer Berbindenden und des Schenfeld, zur andern den Unter: 
fehied eben dieſer Linien hat, gleich dem Nechtel aus den Segmenten der Gründlinie, die 
zwifhen dem angenommenen Puncte und ihren Endpuncten enthalten find, Fig. 36. 


Trage: Bon welchem befannten Sage Bann der vorftehende als eine Verallgemei- 
nerung angefehen werden ? 

180. Jedes Dreieck, welches in ein Parallelogramm und zwar dergeftalt befehrie- 
ben ift, daß höchſtens eine feiner Eden mit einer der Eden des Parallelogrammö zu- 
fammenfällt , ift Fleiner als die Hälfte des Parallelogramms. 

181. Wenn in einem Vierecke eins von den drei Paaren zugeordneter Seiten fi) 
(nöthigenfal verlängert) unter rechten Winkeln ſchneidet, fo find die Duadratfummen 
des zweiten und dritten Paares unter einander gleich, | 


87. n 
Anmerkung. r A | Ü 
FU rund. Man Eann diefen Sag ald eine Art pytbagoräifchen Lehrfages für die 

182. Schneiden fih in einem Bierede alle drei Paare zugeorbneter Seiten unter 
rechten Winkeln, fo find die Quadratfummen derſelben alle unter einander gleich. 
188. Iſt in einem Dreiecke einer der Winkel halb fo groß als die Summe ‚der 
beiden andern, fo ift das Quadrat feiner Gegenfeite um das Rechteck aus den beiden 
andern Seiten Fleiner, al& die Summe der Quadrate eben diefer beiden andern Seiten. 

— 44 60. 

Zuſ. Iſt dagegen einer der Winkel doppelt fo groß, als die Summe der beiden 
andern, jo iſt dad Quadrat feiner Gegenfeite um das Rechteck aus den beiden andern 
Seiten größer ıl die Quadrgtfumme eben diefer beiden Seiten. 

. * 60. 

‚184. Hat man eine beliebige Gerade, zieht eine zweite, die auf ihr ſenkrecht fteht, 
fo ift der Unterfhied der Quadrate aller derjenigen Zinienpaare, die man von beliebigen 
Puncten der zweiten nad) den beiden Endpuncten der erften Geraden zieht, eine conftante 
‚von der Lage des Punctes auf der zweiten Geraden unabhängige Größe. | 


un 


64 Anhang zum zweiten Bude. 


185. Wenn man in einem Dreiede die Halbirungspuncte zweier Seiten nidyt nur 
unter einander verbindet, fondern aud von ihnen ein Paar beliebiger Parallelen nad 
der en Seite zieht, fo ift das fo entftandene Parallelogramm ſtets halb fo groß als 
dad Dreieck. “ 

4186. Zieht man in einem Paralleltrapez von dem Halbirungdpunete einer der nicht⸗ 
parallelen Seiten nad den Endpuncten der zweiten gerade Linien, fo ift dad von den- 
felben und der Bieredöfeite gebildete Dreieck halb fo groß als das Biered, Zig. 37. 

187. Zwei Dreiede find gleihflädig, wenn zwei Seiten des einen einzeln gleich 
zwei Seiten des andern find, die dritte Seite des einen aber doppelt fo groß ift als 
die Gerade, welche man aus dem Halbirungspuncte der dritten Seite des andern nad 
der Gegenede zieht, 

88. Halbirt man in einem Rechtecke alle vier Winfel und verlängert die Halbi- 
renden bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo ift das von ihnen gebildete Biered ftets 
ein Quadrat, deffen Zlädeninhalt halb fo groß it ald das Quadrat, welches den Ue- 
berſchuß der größern Rechtecksſeite über die Kleinere zur Seite bat, 

189. Halbirt man die Außenwinfel eines Rechtecks und verlängert die Halbiren- 
den bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo ift das von ihnen gebildete Biere ein Qua⸗ 
drat, deſſen Inhalt halb fo groß ift, al& das über der Summe der beiden Rechtecksſeiten 
befäpriebene Quadrat, 

190. Beide Quadrate zufammen find daher jo groß ald das Quadrat ciner der 
Diagonalen des Rechtecks, der Ueberſchuß des äußern über das innere aber doppelt fo 
groß als das gegebene Rechteck. 

191. Wenn man eine gerade Linie halbirt, über einer der Hälften als Hypotenuſe 
ein gleichſchenkeliges rechtwinkeliges Dreieck conftruirt, und von dem Halbirungöpuncte 
aus ein Stud gleich der Gathetenlänge abſchneidet, fo ift dad Rechteck aus den beiden 
ungleichen Stüden der Geraden gleihflädig dem Quadrate des Stüdes, weldes zwiſchen 
den beiden Theilpuncten enthalten ift. 

192. 3wei Dreiede (ABC, und DEF Fig. 38) find gleihflädgig, wenn ihre Grund- 
linien (BC und EF) auf derfelben Geraden liegen, und die Geraden, (AE, AF, DB, DC) 
weldhe man von der Spise eines jeden Dreieds nad den Endpuncten der Grundlinie deB 
andern zieht, einzeln unter ſich parallel find (AE || DB und AF |} DC). 

193. Schneidet man auf den Seiten eines Dreieds (ABC Fig. 39) von den Ecken 
aus gleihmäßig Stüde (AF, BD, CE) ab, von denen jedes gleidy dem dritten Theile 
der Seite ift, auf der e& abgejhnitten worden, und man verbindet die fo erhaltenen 
Puncte (D, E, F) mit den Gegeneden, fo find die drei Dreiede AFH, BDJ, CEG zufam- 
men fo groß ald das mittlere Dreieck GHJ. 

194. Halbirt man zwei Gegenfeiten eines Vierecks, und verbindet den Halbirungs- 
punct einer jeden mit den Endpuncten der andern Seite, fo find die beiden fo entſtande⸗ 
nen Dreiede zufammen fo groß ald das Viereck. 


Frage: Bon welchem frühern Sage Tann diefer ald eine Berallgemeinerung ange: 
ſehen werben ? ’ 

195. In jedem Dreiede haben die Geraden, melde Die Halbirungspuncte der Sei⸗ 
ten mit den Gegeneden verbinden, einen gemeinfhaftlichen Durchſchnittspunct, und zwar 
fo, daß das Stück jeder Berbindenden zwiſchen diefem Puncte und der Ede doppelt fo 
groß iſt ald das andere. 

84. nebft Umkehrung. — 84. 3. 3. 
Anm. Ein anderer Beweis diefed Sages findet fih im Dritten Buche. 

1%. Fällt man von einem Puncte innerhalb eines Dreiedd Senkrechte auf deffen 
Seiten, fo ift Die Summe der Quadrate von drei folden Seiten - Stüden, die feinen 
gemeinſchaftlichen Endpunct haben, gleich der Quuadratfumme der drei übrigen. 


87. 

‚ „tage: Bleibt der Sat auch dann noch richtig, wenn der Punct, von welchem 
die Senkrechten auslaufen, im Umfange des Dreiecks, oder außerhalb deffelben liegt? 
197. heilt man jede der Seiten eines Dreiecks in zwei ſolche Stüde, daß die 
Summe der Quadrate dreier nicht an einander angränzender glei der Summe ver 
Quadrate der drei übrigen iſt, und errichtet auf den Seiten in diefen Theilpuncten Senk⸗ 
rechte, fo haben diefe bei hinreichender Berlängerung ſtets einen gemeinihaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspunct. 
198. Beſchreibt man über jeder der Seiten eines Dreiecks, und zwar abwärts von 

den beiden andern, ein Quadrat, fällt von einem Puncte innerhalb des Dreiecks auf 
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deflen Seiten Senkrechte und verlängert fie, bis fie.die Gegenfeiten der Quadrate ſchnei⸗ 
den, fo ift von den fechs fo entftandenen Rechtecken die Summe dreier nicht an einander 
angränzender gleich der Summe der drei übrigen. 

uf. 1. Daber ift jede diefer Rechtecks- Summen balb fo groß ald die Summe 
der Quadrate der drei Dreiedöfeiten. \ 

Zuſ. 2, Umkehrung des Hauptfages. 

199. Theilt man eine beliebige Gerade (AB Fig. 40) in drei beliebige Stücke 
(AC, CD, DB), fo ift dad Rechteck aus der ganzen Linie (AB) und dem mittlern Stüde 
(ED) vermehrt um das Rechteck aus den beiden äußern Stüden (AC, DB), gleich dem 
Rechteck aus den beiden Stüden (AD, CB), von denen jedes zwiſchen einem der End⸗ 
puncte und dem entferntern Theilpuncte liegt. 


85. 

200. Wird eine der Seiten (BC) eines Dreiecks (ABC) in zwei folde Stücke 
(BD, DC) getheilt, daß die m fache Länge des einen (DC) gleich der nfadhen Länge des 
andern (BD) ijt, und man verbindet dieſen Theilpunct (D) mit der Gegenede, fo ift 
ſtets: aa +m.ACg=n.BD, —m.DC,-+-(m-+n) AD,. 


Zrage: Bon welchem Satze des zweiten Buches kann der vorftehende als Erweite⸗ 
rung angefehen werden ? 

201. Schneidet man von zwei Gegeneden eines beliebigen Parallelogramms aus 
auf den von ihnen auslaufenden Seiten beliebige Stüde fo ab, daß je zwei, die auf 
parallelen Seiten genommen werden, gleidy find, und verbindet diefe vier Durchſchnitts⸗ 
puncte, fo ift das fo entitandene Parallelogramm gleiäflähig mit dem Parallelogramme, 
welches entiteht, indem man dieſelben Stüde auf diefelbe Weife von den beiden andern 
Gegenecken aus abſchneidet. 

Frage: Können nicht in einzelnen Faällen unfere beiden in Rede ftehenden Paral⸗ 
lelogramme ſogar congruent ſein? 

202. Beſchreibt man über jeder Seite eines beliebigen Dreiecks, abwärts von den 
beiden andern, ein Quadrat und verbindet die Endpuncte je zweier von derfelben &de 
des Dreiedd auslaufender Quadratfeiten, fo find die Dreiede, welche dieſe Verbinden⸗ 
den mit den genannten QDuadratfeiten bilden, ſtets unter einander und mit dem Urdreiecke 
sieihftäh- Zig. 41. 


203. Errichtet man auf zwei Seiten (AB, AC Fig. 41) eines beliebigen Dreiecs 


(ABC) in ihrem gemeinfhaftliden Endpuncte Senfredte (AH, AG), macht fie an Länge 


glei den Dreiedöfeiten, auf welchen fie ſenkrecht ſtehen, und verbindet ihre Endpuncte 
(G, H), fo it dad Quadrat diefer Verbindenden (GH) und dad Quadrat der dritten 
Dreiedöfeite (BC) zufammen doppelt jo groß als die Summe der Quadrate der beiden 
genannten Dreiedöfeiten. 


204. Gonftruirt man über den im vorvorigen Sage näher bezeichneten Berbindungd- 
‚ linien (EF, GH, DJ %ig. 41) Quadrate, fo tft die Summe berfelben dreimal fo groß 

als die Kane der über den Seiten des Urdreiecks (ABC) beſchriebenen Quadrate. 

. + + 203. 

205: Auch die Dreiede DEK, DEL, GFM, GFN, OHJ, HJP find untereinan- 
der und zit dem Urbreiede gleichflächig. | . 

* 175. 

206. Daher find die Vierecke KDEL, GFMN, und HJOP Paralleltrapeze. 

207. Jedes derfelben ift fünfmal fo groß als das Urdreieck ABC; alle drei find alio 
unter einander gleichflächig. 

ig. 4. GQ=GF=FR=BRS. - , 

208. Jede der drei Geraden KL, MN, OP ift gleich dem Umfange eines der 
-über den Seiten des Urdreiecks befchriebenen Quadrate, 

209. Beſchreibt man über den genannten Zinien KL, MN, OP wiederum Qua- 
drate, fo ift die Summe derfelben viermal fo groß, als die über den Seiten des Ur⸗ 
dreiecks und die über den Berbindungslinien EF, GH, DJ conftruirten ſechs Quadrate 
zufammengenommen, 

Anmerkung. g lã iter fortführen. Vielleicht kommen 
wir in eine Re hung Tat ch au ee egenttand zurück. ch 

210. Wenn man über jeder Seite eines Vierecks (ABCD Fig. 42) abwärts von 
den Übrigen ein Quadrat befhreibt, und die Endpuncte von je zwei ſolchen Seiten der⸗ 

v. Swinden Geometrie. 5 


= 
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felben verbindet, die von derfelben Ede des Vierecks audlanfen,, fo ift die Summe von 
zwei gegenüberliegenden Dreieden (AEM, CHJ) glei) der Summe der beiden andern 
(FBG, LDK\Y. 

A. 175. 

1. Beſchreibt man über jeder Seite eines Vierecks, in welchem beide Diagona- 
fen gleich find, abwärts von den übrigen Seiten, ein Quadrat, verbindet die Eudpuncte 
je zwei folder Duadratjeiten,, die von derfelben Bieredöfpige auslaufen, und beſchreibt 
über diefen vier Berbindenden wiederum Quadrate, fo find zwei gegenüberliegende zu- 
fammen fo groß al& die beiden andern, 


212. -Bwei in ihren Winkeln übereinftimmende Parallelogramme (ABCD, EFGH 
Zig. 43) find gleihflädig, wenn ihre Grundlinien (AB, EF) auf derfelben Geraden lie- 
gen und die beiden Zinien (EJ, AK) parallel find, welche die Durchſchnittspuncte der Ge⸗ 
genfeiten des einen Parallelogramms mit den ihnen nicht parallelen Gegenfeiten des an⸗ 
dern gleihmäßig verbinden. 


— 5. 

213. Zwei Parallelogramme (ABCD, EFGH Fig. 44) find gleichflächig, wenn 
nit nur ihre Seiten einzeln parallel find, fondern auch die beiden Geraden (IK, LM) 
parallel laufen, welche die Durchſchnittspuncte der Gegenfeiten des einen Parallelogrammd 
mit den ihnen nicht parallelen Gegenfeiten des andern verbinden. 

GP || LM. — %. 212. 

214. Fällt man aus einem beliebigen Puncte in der Ebene eines Dreiecks auf 
deffen Seiten oder deren Verlängerungen Senkrechte, verbindet drei beliebig auf denfel- 
ben angenommene Puncte zu einem Dreiede und fällt auf deffen Seiten aus den Eden 
des Urdreiecks Senkrechte, fo haben auch diefe bei hinreichender Verlängerung ſtets einen 
gemeinfgafttichen Durchſchnittspunet. 


. 197. 

215. In jedem beliebigen Bierede ift die Summe der Quadrate von zwei Paaren 
zugeordneter Seiten glei der Duadratfumme des dritten Paares vermehrt um das vier- 
fache Quadrat der Linie, welche die Halbirungspuncte eben diefes dritten Seitenpaares 
verbindet, 


03. . 

Frage 1. Bon welchem Lehrfage des zweiten Buches Fann der vorftehende als eine 
Erweiterung angefeben werben ? 

Zrage 2. Wie muß ein Biere beſchaffen fein, damit die Summe der Quadrate 
feiner Diagonalen im Bergleih zur Quadratſumme der Seiten ein Größtes fei? 

216. Schneidet man auf der Hypotenuſe eined rechtwinkeligen Dreiecks von ihren 
Endpuncten aus Stüde ab, welche glei den Gatheten find, fo ift das Quadrat der 
Linie, welche zwiſchen diefen beiden Durchſchnittspuncten liegt, doppelt fo groß als das 
Rechteck aus Br ueperſchüſſen der Hypotenuſe über die eine und die andere Cathete. 

87. 74. 73. 

217. Fällt man in einem rechtwinkeligen Dreieck von dem gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspuncte der die Winkel balbirenden Linien eine Senkrechte auf eine der Seiten, 
fo ift dad Quadrat derfelben halb jo groß ald das Rechteck aus den Ueberſchuͤſſen der Hy⸗ 
potenufe über die eine und die andere Gathete, 


‚121. 

218 Berbindet mar die Halbirungspuncte der Seiten eines Dreiecks mit den Ge- 
genecken, fo ift die vierfache Summe der Quadrate diefer Linien glei) der dreifachen Sum⸗ 
me der Quadrate der Dreiedöfeiten. 

93. 

219. Wenn man jede der Gatheten eines rechtwinkeligen Dreieds über jeden ih⸗ 
rer Endpuncte hinaus um ihre eigne Länge verlängert und jeden der Endpuncte mit der 
Gegenede verbindet, fo ift die Summe der Quadrate diefer vier Verbindenden fieben- 
mal fo groß als das Quadrat der Hypotenuſe. 

220. Berlängert man die Hypotenufe eines rechtwinkeligen Dreieds über jeden ih⸗ 
ter Endpuncte hinaus um ihre eigne Länge, und verbindet diefe beiden Endpuncte mit 
der Spige des rechten Winkels, fo ift die Summe der Quadrate der Berbindenden fünf- 
mal fo groß ald das Quadrat der Hnpotenufe, 

221. Wenn zwei Dreiede (ABC, ADE %ig. 45) eine gemeinſchaftliche Spige (A) 
und zwei Grundlinien (BC, DE) haben, die gleich und parallel find, fo ift Die algebrai= 








Anhang zum zweiten Büde, 67 


fhe Summe ihrer Flachen halb ſo groß als das durch die Grundlinien beſtimmte Paral⸗ 


lelogramm. 
222. Rimmt man außerhalb eines Parallelogramms einen beliebigen Punct, und 
verbindet denſelben mit den Ecken der Figur, ſo iſt das Dreieck, welches durch zwei die⸗ 


ſer Verbindenden und eine der Diagonalen gebildet wird, gleich der algebraiſchen Summe 


der beiden Dreiecke, welche auf aͤhnliche Weiſe durch je zwei jener Verbindenden und zwei 
ſolche Seiten des Parallelogramms gebildet werden, welche von demſelben Endpuncte der 
Diagonale auslaufen. 

Frage: Ob der Satz auch noch gilt, wenn man den Punct innerhalb des Paral⸗ 
lelogramms nimmt ? 


223. Nimmt man außerhalb oder innerhalb eines beliebigen Parallelogrammd ei« 
nen beliebigen Punct und verbindet ihn mit deffen Eden, fo tft die Summe der beiden von 
den ſechs jo entitehenden Dreiecken, welche die Diagonaten zu Seiten haben, gleich der als 
gebraifdhen Summe der beiden Dreiede, welche das eine Paar von Gegenfeiten zu Grundlis 
nien haben, und der Unterfchied jener beiden Diagonaldreiede gleich der algebraifhen Sum⸗ 
me der beiden Dreiede, weldhe dad andere Paar von Gegenfeiten zu Grundlinien haben, 

Zrage: Laflen fi nicht vwielleiht die Sätze 221 — 223 in einen einzigen allgemei« 
nen Sag zufammenfaffen ? 

224. Wenn man in einem Paralleltrapez die Halbirungdpuncte der beiden nicht 
porallelen Seiten verbindet, und dann einen beliebigen Punct der fo erhaltenen Gra- 
den mit den vier Eden der Zigur, fo ift die Summe zweier Gegendreiecke gleich der 
Summe ber wo andern. 

8. . . 

Zrage 1. Bon welchem frühern das Paralleltrapez betreffenden Sage dieſes Ab» 
ſchnittes kann man den vorftehenden ald eine Erweiterung anfehen ? 

Zrage 2. Findet vielleigt etwas unferm Sage Aehnliches Statt, wenn der Punct 
anjtatt auf der die nicht parallelen Seiten halbirenden Geraden felbft, auf ihrer Berlän- 
gerung genommen wird? 

225. Wenn in einem Parallelogramm (ABCD fig. 47) eine der Diagonalen (AC) 
von gleiher Länge mit einem Paare Gegenfeiten (AB, CD) ift, fo ift die Summe der 
Quadrate der beiden andern Gegenfeiten (AD, BC) und eben diefer Diagonale glei 
dem Quadrate der andern Diagonale (BD). 


90. 

2%. In jedem Paralleitrapez ift die Summe der Qnadrate beider Diagonalen 
glei der Summe der Quadrate der beiden nicht parallelen Seiten vermehrt um dad 
doppelte Rechteck aus den beiden parallelen Seiten. 

Zrage: Bon welchem Sate des zweiten Buches kann der vorftehende als eine Er⸗ 
weiterung angefehen werden? GE 

227. Sohneidet man auf jeder Seite eines Dreiecks (ABC Fig. 48) von jedem ihrer 
Endpuncte aus den nten Theil ihrer eignen Länge ab, fo ift die Summe der Quadrate 
von der einen Ternion der Linien, welche dieſe Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden 
verbinden (AD, BE, CF) glei der Summe der Quadrate der andern Ternion (AG, 
BH, CJ). 

%. 200. ” 

Zrage: In melden befondern Fällen werden je zwei unferer Transverſalen einan- 
der glei ? 

728. Berlängert man die Seiten eines Dreicdd (ABC Fig. 49) gleichmäßig, jede 
um die Hälfte ihrer eignen Länge, und verbindet fo wohl. die Endpuncte (D, E, F) 
diefer Berlängerungen , ald aud die Halbirungspuncte (G, H, J) der Seiten feibft mit 
den Gegeneden, fo ift der Veberfhuß der Quadratſumme der erften Vernion von Linien 
(AE, BF, CD) über die Quadratſumme der zweiten (AH, BJ, CG) glei der Summe 
der Quadrate der Dreiedöfeiten, > 

2729. Berbindet man die Halbirungspunete zweier Paare zugeordneter Seiten ei- 
ned Vierecks unter einander, fo ift das ſo entſtandene Parallelogramm halb jo groß als 
der Unterſchied der beiden Dreiecke, welche eben diefe beiden Seitenpaare mit einander 
bilden; es ift alfo (Zig. 17) EFGH =} [AABN — ACDN]), EKGJ=% [AAMB— 

MD), FKHJ=} [ABMC— AAMD). 


Zuf. Daber liegen in jedem Paralleltrapez die Halbirungspuncte der beiden nit 
paralleien Seiten und der beiden Diagonalen in einer geraden Linie. 
230. Schneidet man von einem der Endpuncte (A) der Diagonale (AC #ig. 50) 
5 


— — — U. 
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eined Vierecks ein Stud (AF) ab, welches glei ift dem Segment (CE) dieſer Diago⸗ 
nale, welches zwiſchen der andern Diagonale und der Gegenede liegt, verführt dann 
eben fo mit der zweiten Diagonale und verbindet diefe Puncte (E, G), .fo:ift die Diuas - 
dratfumme diefer Berbindenden und der beiden Diagonalen gleich der Quadratfumme der 
vier Seiten. 

Trage: Welche Eigenſchaften ergeben ſich hieraus für ſolche Bierede, in denen 
eine Diagonale durch die andere, und für foldde, in denen beide Diagonalen durdy einan- 
der balbirt werden $ , 

731: Wenn man in einem Bierede ein Paar Gegenfeiten (AD, BC %ig. 51) 
bis zu ihrem Durchſchnittspunct (E), und darauf aud über die entgegengefehten End⸗ 
puncte (A, B) binaus: verlängert, diefe legtern Berlängerungen den erftern -einzeln gleich 
madıt (AG = DE, BF = CE) und die fo erhaltenen beiden Puncte verbindet, fo iſt 
das Quadrat diefer Berbindenden -fammt den Quadraten der Seiten, die man verlän- 
gert hat, ‚gleich der Duadratfumme der. beiden. andern Seiten und der Diagonalen des 
Vierecks. 


90. 
vage: In welchen allgemeinern Sag laffen fi) die beiden Iehten Säge zufam- 
menfaſſen 

232. Verlaͤngert man die Hypotenuſe eines rechtwinkeligen Dreiecks über jeden 
ihrer Endpuncte hinaus um ihre eigne Länge, verbindet die fo erhaltenen Puncte mit 
der Spige des rechten Winfels und fällt in dem dadurch entftandenen ftumpfwinkeligen 
Dreied aus einem der fpigen Winkel eine Senkrechte auf die verlängerte Gegenfeite, fo 
ift das Rechteck aus diefer Seite und ihrer Berlängerung doppelt fo groß ald das Qua⸗ 
drat der Hypotenufe, 

233. Wenn man in einem Dreiecke von jedem Endpuncte jeder Seite aus ſowohl 
auf ihr ſelbſt ald auf ihrer Berlängerung den nten Theil ihrer eignen Länge abſchneidet, 
alle dieſe Puncte-mit den Gegenecken verbindet, fo ift der Heberfhuß der Quadratfumme 
alter äußern Berbindungöfinien über die Quadratfumme aller innern doppelt fo groß 
ald die Summe der Quadrate der Dreiedöfeiten. 

234. Nimmt man außerhalb cines gleidhfeitigen Dreieds einen beliebigen Yunct, 
fo ift die Summe der Quadrate der Linien, die ihn mit den Eden des Dreiedd vers 
binden, dreimal fo groß als die Duadratfumme der beiden Linien, weldhe den Hoͤhen⸗ 
durchſchnitt des Dreiecks mit einer feiner Eden und mit eben jenem Puncte außerhalb 


verbinden. 


% 200. 

Zrage: Bleibt unfer Sag noch richtig, wenn der Punct innerhalb oder im Um- 
fange ded Dreieds genommen wird ? 

235. Nimmt man in der Ebene eines Quadrates einen beliebigen Punct, fo ift 
die Summe der Quadrate der Linien, melde ihn mit den Eden der Figur verbinden, 
viermal fo groß als die Duadratfumme der beiden Linien, welde den Durchſchnittspunct 
der Diagonalen mit einer der Eden und mit eben jenem Puncte verbinden. 

Zrage: Gilt unfer Sag auch für die übrigen Parallelogramme ? 

236. Nimmt man in der Ebene eines beliebigen regelmäßigen Vielecks von gera- 
der Eckenzahl einen beliebigen Punct, fo ift die Quabratfumme aller der Linien, die 
diefen Punct mit fämmtlihen Eden verbinden, fo viel mal fo groß ald die Summe der 
Quadrate der beiden Linien, welde den Durchſchnittspunct der Diegonalen zwifchen je 


“ zwei Gegeneden mit einer der Eden und. mit eben jenem angenommenen Puncte ver⸗ 


binden, fo viel die Edenzahl der Figur Einheiten hat. . 

237. Zieht man aus den Spisen eines Dreiecks nach den Halbirungspuncten der 
Gegenfeiten gerade Linien, und verbindet ſowohl den gemeinſchaftlichen Durchſchnitts⸗ 
punct derfelben (X. 195) ald auch die Spigen des Dreiecks mit einem beliebigen Puncte 
in deffen Ebene, To ift die Summe der Quadrate der drei legtern Linien glei dem dreifa⸗ 
hen Quadrate der Linie, welde den Durchſchnittspunct der genannten Transverſalen mit 
dem angenommenen Puncte verknüpft, vermehrt um die Quadrate der Linien, die von 
eben diefem Durchſchnittspuncte nach den Spiten des Dreiecks laufen. 

Frage: Welchen frühern Say dieſes Anhanges fließt der vorſtehende als befon- 
dern Fall in fi? j 

238. Nimmt man in der Ebene eines Dreiecks zwei Puncte beliebig, jedoch fo, 


. daß fie gleihe Entfernung von dem Puncte haben, in welchem ſich die Linien ſchneiden, 


— 


welche die Halbirungspuncte der Seiten mit den Gegenecken verbinden, und verbindet 
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fowohl den einen, ald den andern mit. den Elfen, fo. it: Die Quadratſumme der einen 
Linienternion gleih der Quadratſumme der andern.. 

239. Die Summe der Quadrate der Linien, welche einen beliebigen Punct in der 
Ebene eines Vierecks mit deffen Eden verbinden, iſt glei der Quadratfumme der Ges 
raden, weldhe man von dem Puncte, in dem fidy die drei Geraden ſchneiden, welche die 
Hatbirungspuncte je zweier zugeordneter Seiten verbinden (A. 71), nad den Eden 
zieht, vermehrt um das vierfadhe Quadrat der Linie, melde‘ eben diefen Durchſchnitts⸗ 
punct mit dem angenommenen Puncte verbindet, | 

240. Haben zwei. oder mehrere Puncte in der Ebene eines Vierecks gleiche Ent: 
fernung von dem gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte der die Halbirungspuncte je zweier 
Gegenſeiten Berbindenden, und man zieht von jedem ‚derfelben nad) allen vier Eden ges 
rade Linien, fo ift die Summe der Quadrate der einen Linienquaternion fo groß als 
die Summe der Quadrate jeder der übrigen Quaternionen. 

241. Die Summe der Quadrate der drei Linien, welche man von dem gemein- 

ſchaftlichen Durchſchnittspunct der die Seiten halbirenden Sceitellinien eines Dreiecks 
nach deffen Eden zieht, ift Fleiner al& die Quadratſumme der Geraden, welche irgend eis 
nen andern Punct in der Ebene ded Dreieds mit deffen Eden verbinden, d. h. für 
jenen Durdfänittspunct ift die Summe der Quadrate feiner Berbindungslinien mit den 
Eden ein minimum. ' 

242. In jedem Bierede ift der gemeinſchaftliche Durchſchnittspunct der die Halbi- 
rungdpuncte je zweier Gegenfeiten verbindenden Geraden derjenige v für melden die 
Summe der Quadrate feiner Berbindungslinien mit den Eden ein minimum ift, 

243. Wenn man aus der Spite eines gleichſchenkeligen Dreiecks nach deffen Grund: 
Hnie oder ihrer Verlängerung eine Gerade fo zieht, Daß fie mit ibr- einen Winkel von 

R oder 43R bübet, fo ftehen diefe Transverfale und die durch fle gebildeten zwei 
eamente der Grundlinie ftetd in einer-folhen Beziehung zu einander, daß bie größte 
diefer drei Linien fo groß ift ald die beiden andern zufammen genommen. 

244. Schneidet man auf jeder. Seite. eines. beliebigen. Bieledd von. jedem. ihrer 
Endpuncte aus den nten Theil ihrer, eignen Länge ab, und. verbindet alle dieſe Durch⸗ 
fynittöpuncte mit einem beliebigen Puncte in.der Ebene des Bielecks, fo. it die Summe 
der Quadrate der erften, dritten, fünften 2c. dieſer Verbindenden gleich, der Quadrat⸗ 
fumme der zweiten, vierten, ſechſten ⁊c. 

245. Nimmt man innerhalb eines Vielecks zwei beliebige Puncte und vwerbindet 
jeden ſowohl mit allen. Shen als auch mit ven Halbirungspuncten aller Seiten, fo ift 
die Summe der Quadrate der Geraden, die man von dem einen Puncte nad den Eden 
und von dem andern nad. den Halbirungspuncten der Seiten gezogen. bat, fo groß als 
die Duadratfumme aller übrigen Berbindenden. 

Frage: Können beide Puncte, ober. doch einer. andy außerhalb des Vierecks oder 
in defien Umfange. genommen werden ?. 

246. Berlängert: man in einem Paralleltrapez (ABCR Fig. 52) die. beiden nicht 
parallelen. Seiten. biö zum gegenfeitigen Durchſchnittspunct (E) und verbindet denfelben 
mit dem Durdfchnittöpunete der Diagonalen (F), fo balbirt. diefe Berbindende ftet die 
beiden parallelen Seiten, 

F&K | AD, FJ || BC, DL || EH. 
ABIC=AAKD; AEIC=AEKD; AEFC= AEED, AEFC—= AEFL. 

247. Zieht man-von einem beliebigen Puncte (B) auf einem-der Schenkel (MA) 
eines beliebigen Winkels (MAN %ig,53) nad dem andern Schenkel ein Paar beliebiger 
Geraden (BD, BE) und mit ihnen zwei Parallelen (CF, EG) von einem beliebigen 
Puncte (C) des zweiten Schenkels nad) dem erften, fo find. die beiden Geraden (FD, GE) 
weldye die Endpuncte von-je zwei ſolchen diefer vier Linien, die nicht parallel find, ver⸗ 
binden, ftet5 einander parallel... 

248. Laufen von einem Puncte CA. Fig: 54) drei beliebige Gerade (AB, AC, AD) 
aus, und man zieht won zwei beliebigen Puncten der einen (AB) ein Paar beliebiger 
Parallelen (BG, EF) nad einer: der beiden andern (AC) und von den fo erhaltenen 
Durchſchnittspuncten (F, G) ein Paar beliebiger Parallelen (FJ, GH) nad der dritten 
(AD) und verbindet nun dieſe beiden legten Durchſchnittspuncte (I, ED) mit den auf der 
erftern Sinie angenommenen Puncten (E, B), fo find auch diefe beiden Geraden ſtets 
para el. 
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Man ziehe EK || FJ und IL || AB, fo ift: 

KM]JAC—-— AEJ = ABBL=AELM = AEON = AEKN — 

A EOK = A EKH— AEKJ= A EH!. 

249. Erklaͤrung. Der nöthigen Kürze halber wollen wir in den unmittel 
bar folgenden Lehrfügen Seite eines Vielecks jede Linie nennen, die irgend zwei feiner 
Ecken verbindet, dagegen die gewöhnlich fo genannten Seiten mit dem befondern Na- 
men Umfangöfeiten belegen. 

250. Berbindet man in einem Zünfee jede Ede mit den Halbirungöpuncten der 
drei nicht anliegenden Umfangzfeiten, fo ift die Summe der Quadrate von allen erften 
und dritten diefer Halbirenden um 3 der Quadratfumme der Umfangöfeiten größer als 
die Summe der Quadrate der übrigen Halbirenden. 


Anmerkung. Dan vergleiche diefen Sag mit dem frühern X. 218, und beantworte 


die Frage: in wiefern der vorfiehende eine Verallgemeinerung von jenem Ift? 

251. Berbindet man in einem Siebeneck jede Ede mit den Halbirungspuncten 
der nicht anliegenden fünf Umfangsfeiten, fo ift die Summe der Quadrate aller erften, 
dritten, und fünften Halbirenden um 2 von der Quadratſumme der Umfangöfeiten grö= 
fer ald die Summe der Quadrate ber übrigen Halbirenden, d. h. aller zweiten und 


vierten. 


252. Allgemein wenn man in einem Bieled von ungerader Cckenzahl jede Ecke 
mit den Halbirungspuncten aller nicht anliegenden Umfangöfeiten verbindet, fo ift die 
Summe der Quadrate aller derjenigen unter dieſen Halbirenden, deren Stellenzeiger un⸗ 
gerade find, um 2 von der Quadratfumme aller Umfangöfeiten größer ald die Summe 
der Quadrate aller übrigen Halbirenden, d. h. derjenigen, deren Stellenzeiger gerade find. 

253. Berbindet man in einem Biere jede Ede mit den Halbirungdpuncten der 
beiden nidyt anliegenden Umfangäfeiten, fo ift die Summe der Quadrate aller erften 
Halbirenden glei der Summe der Quadrate aller zweiten. 

254. Wenn man in einem Sechsecke jede Ede mit den Halbirungspuncten der 
vier nicht anliegenden Umfangsfeiten verbindet, fo ift die Summe der Quadrate aller 
erften und dritten Halbirenden glei der Summe der Quadrate aller zweiten und vierten. 

255. Allgemein, wenn man in einem Bielede von gerader Edenzahl jede Ede 
mit den Halbirungspuncten aller nicht anliegenden Umfangöfeiten verbindet, fo ift die 
Summe der Quadrate aller derjenigen Halbirenden, deren Stellenzeiger ungerade find, 
glei” der Summe der Quadrate derer, die gerade Stellenzeiger haben, . 

256. Berbindet man jede Ede eines Vierecks mit den Halbirungspuncten aller 
nicht anliegenden Seiten (X. 249), fo ift die Summe der Quadrate aller diefer Linien 
anderthalb mal fo groß ald die Duadratfumme aller Seiten, 

‚Anmerkung. Man vergleiche damit den frühern Gap A. 218, 

257. Die Summe der Quadrate aller der Linien, welche man erhält, indem 
man jede Ede eines Fünfecks mit den Halbirungspuncten aller nicht anliegenden Seiten 
verbindet, ift 2 Mal fo groß ald Duadratfumme aller Seiten der Figur. 

258. Berbindet man in einem Sechsecke jede Ecke mit den Halbirungdpuncten als 
ler nicht anliegenden Seiten, fo ift die Summe der Quadrate aller diefer Berbindenden 
dreimal fo groß als die Summe der Quadrate aller Seiten des Sechsecks. 

259. Allgemein, wenn man in einem ned, jede Ede mit den Halbirungspuncten 
aller nicht anliegenden Seiten verbindet, fo ift die Duadratjumme aller diefer Berbin- 
denden (n— 2) mel fo groß ald die Duadratfumme, welde 2 von der Summe der 
Duadrate aller Seiten des Vielecks ift. 

260. Berbindet man in einem Vierecke die Halbirungspuncte von je zwei zuge: 
ordneten Seiten, fo ift die Summe der Auadrate diefer Berbindenden viermal fo Flein 
als die Quadratſumme aller Seiten. mi 

261. Wenn man in einem beliebigen Fünfeck den Halbirungdpunct jeder Seite mit 
den Halbirungöpuncten aller derjenigen, unter den übrigen Seiten verbindet, die mit ber 
erftern Feinen gemeinſchaftlichen Endpunct haben, fo ift die Summe der Quadrate aller 
diefer Berbindenden, 2 von der Quadratſumme aller Seiten. 

262. Wenn man den Halbirungspunct jeder Seite eines Sechsecks mit ben Hal- 
birungöpuncten aller derjenigen unter den Übrigen Seiten verbindet, die mit der erftern 
feinen gemeinſchaftlichen Endpunct haben, fo ift die Summe der Quadrate biefer Ber⸗ 
bindenden anderthatb mal fo groß ald die Duadratfumme aller Seiten. 

263. Allgemein ift die Summe der Quadrate der Linien, die man dadurch erhält, 
daß man den Halbirungöpunet einer jeden Seite eined necks mit den Halbirungdpuncten 
aller derjenigen unter den übrigen Seiten verbindet, welche mit der erftern Feinen ges 


u) 





Aufgaben. 71 


(a—2) (n—3) 
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meinſchaftlichen Endpunct haben, mal fo groß als der vierte Theil der 


Quadratſumme aller Seiten. 

264. Berbindet man in einem Vierecke die Halbirungöpuncte je zwei folder Sei- 
ten, die einen gemeinſchaftlichen Gndpunct haben, fo ift die Summe der Quadrate diefer 
Linien halb fo groß al& die Duadratfumme aller Seiten und mithin doppelt fo groß als 
die Summe der Quadrate der Linien, welde die Halbirungspuncte je zweier Gegenfet> 
ten verbinden. j 

265. Berbindet man in einem Zünfed die Halbirungdpuncte ſowohl je zwei folder 
Seiten, die einen gemeinſchaftlichen Endpunct haben, als aud von je zwei unter den- 
jenigen, die Feinen haben, fo ift die Duadratfumme der erftern Berbindenden glei der 
Duadratfumme der letztern. 

266. Die Summe der Quadrate aller Linien, welche die Halbirungspuncte je 
zweier von derfelben Ede auslaufender Seiten eined Sechsecks verbinden, ift fo groß als 
die Duadratfumme aller Seiten. . . 

267. Allgemein ift die Summe der Quadrate aller Linien, weldye in einem ned 
die Halbirungspuncte je zweier von derfelben Ede auslaufender Sciten verbinden (n — 2) 
mal fo groß als der vierte Theil der Duadratfumme aller Seiten. 

268. Berbindet man in einem ned die Halbirungspuncte fomohL von je zwei Sei⸗ 
ten, die feinen gemeinſchaftlichen Endpunct haben, als aud von je zwei foldyen, die von 
derfelben Ede auslaufen, fo ift die Duadratfumme der erftern Gaſſe von Berbindenden 
"7 mal. fo groß ald die Quadratfumme der zweiten Glaffe. . 

269. In jedem Bielede ift die Summe der Quadrate aller Linien, welche jede 
Ede mit den. Halbirungspuncten aller nicht anliegenden Seiten verbinden, dreimal fo groß 
als die Quadratfumme der Linien, welde die Palbirungspuncte je zweier von derfelben 
Ede auslaufender Seiten verbinden, " 

270. Damit in einem Vielecke die Summe der Quadrate der Linien, welche die 
- Halbirungdpuncte von je zweien, keinen gemeinfchaftlihen Endpunct habenden, Seiten 
verbinden, n mal fo groß fei als die Quadratſumme derer, weldye die Halbirungspuncte 
von je zweien, von derfelben Ede audlaufenden, Seiten verbinden, muß die Anzahl der 
Eden 2n-t+3 betragen. 





m — — 


Aufgaben. 


271. Ein Viereck zu conſtruiren, in welchem alle drei Paare der zugeordneten 
Seiten (verlängert) ſich unter rechten Winkeln ſchneiden. 

272. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, fo daß die Grundlinien beider 
zwar auf derfelben geraden Linie liegen ſich aber um irgend eine gegebene Länge von 
einander unterfcheiden, 

273. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, fo daß die Grundlinien beider 
auf derfelben Geraden liegen und ihre Höhen fi um eine gegebene Länge von einander 
unterfdeiden. 

x 2974. Ein Dreied in ein anderes zu verwandeln, in welchem fowohl die Grund 
linie old einer der an ihr liegenden Winkel vorgefhriebene Größe haben. 

275. Ein Dreied in ein anderes zu verwandeln, in weldem ſowohl die Höhe, 
ald einer der an der Grundlinie liegenden Winkel vorgeſchriebene Größe haben. 

2376. Ein ungleichfeitiges Dreicd in ein gleidhfchenkeliges zu verwandeln, in wel- 
chem die Grundlinie eine vorgeſchriebene Länge hat. 

277. . Ein ungleichfeitiges Dreied in ch gleichſchenkeliges von vorgefähriebener 
Höhe zu verwandeln. _ 

278. Ein Parallelogramm durch eine gerade Linie zu balbiren, melde einer ge: 
gebenen Geraden parallel läuft. | 

279. Gin Parallelogramm in ein anderes zu verwandeln, in weldem beide Paare 
der Gegenfeiten vorgefchriebene Länge haben. ’ 

280. Ein ungleichfeitiges Parallelogramm in cin gleidhfeitiged zu verwandeln. 

281. Ein Parallelogramm zu conjtruiren, das einem von zwei gegebenen Pa: 
rallelogrammen an Anhalt, dem andern an Umfang gleich iſt. 
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Frage: Iſt die Auflöfung diefer Aufgabe unter allen Umftänden, d. h. bei jeder 
beliebigen Beſchaffenheit der beiden gegebenen Parallelogramme möglich? 
282. Wenn eine beliebige Menge beliebiger Bielede gegeben ift, ein Rechteck zu 


. m j m’ , m“ 
eonftruiren, welches — vom Flaͤchenraume des einen, 7 von dem bed zweiten, 


n‘ 

von dem des dritten Vielecks u. f. w. in ſich faßt. en 

283. Ein Dreied in ein anderes zu verwandeln, deſſen Grundlinie mit der bes 
gegebenen eine . einzige gerade Linie bildet, und deſſen Spige mit einem gegebenen 
Puncte ꝓſen menfalt. —— 
Frage: Macht es einen weſentlichen Unterſchied, ob die Spitzen beider Dreiecke 

auf derfelben oder auf verſchiedenen Seiten der Geraden liegen, welche die Grundlinien 

bilden ? 


284. Ein Dreieck in eine beliebige Anzahl gleicher Theile zu tbeilen, fo daß die 

Theilungslinien von einer der Eden auslaufen. Be 
» Gin Dreied durch Linien, die von einer feiner Eden auslaufen, in eine be⸗ 

fiebige Anzahl von Stüden zu theilen, welche ein beliebiges Größenverhältniß zu einan⸗ 
ber haben, 3. B. in fünf Stüde, fo daß das zweite das Dreifadhe des erfien, das 
dritte das Zweifache ded zweiten, das vierte viermal fo groß als die drei erften zufam- 
men genommen, und dad legte zehnmal fo Flein ald die vier erften zufammen genommen. 

286. Ein Bieleck durd Linien, die von einer feiner Eden auslaufen ,. ih eine 
beliebige Anzahl gleicher Theile zu tbeilen. | 

287. Ein Viele dur Linien, die von einer der Ecken auslaufen, in eine belie- 
bige Anzahl von Stüden zu zerlegen, die ein vorgeſchriebenes Größenverhältnig. zu 
einander haben. u . 

288. Wenn auf einer der Seiten eines Dreiecks ein Punct gegeben iſt, durch 
ihn .eine Gerade fo zu ziehen, daß durch diefelbe dad Dreieck halbirt wird, - 

289. in Bieled in eine beliebige Anzahl gleicher Theile zu theilen durch Linien, 
die von einem Puncte auslaufen, der auf einer feiner Umfangsfeiten liegt. 

Zrage: In wiefern Tann diefe Aufgabe als ein befonderer Hall der vorvorigen 
(288) angefehen werden ? 

290. Ein Dreied zu balbiren durch eine Gerade, welde durch einen innerhalb 
des Dreiecks gegebenen Yunct gebt. | 

291. Ein Viele in eine beliebige Anzahl gleiher Theile zu theilen durd Linien, 
die von einem Puncte innerhalb deſſelben auslaufen, . 

292. Ein Bielel durd Linien, welche von einem beliebigen Puncte innerhalb 
deffelben auslaufen, in eine beliebige Menge von Stüden zu theilen, welche ein vorge- 
ſchriebenes Größenverhältniß zu einander haben, 

293. Wenn zwei begränzte gerade Linien (AB, CD %ig. 55) und eine unbe⸗ 
gränzte (MN) gegeben find, auf lehterer den Punct (X) zu finden, der, mit den End» 


puncten der beiden andern Geraden verbunden, zwei gleichflädige Dreiecke (XAB, und 
XCD) giebt. 


AB = EG, CD=EF. “ — | 
„294. Den Beweis des puthagoräifhen Lehrfages zu führen nach Anleitung von 


295. Daſſelbe zu tbun nad) Anleitung von 2 57. 
296. Daſſelbe zu thun nad Anleitung von Fig. 58. 
297. Daſſelbe zu thun nad Anleitung von Si 59. 
298. Daffelbe zu thun nad Anleitung von Fig. 60. 
299, Daffelbe zu thun nad Anleitung von Fig. 61. 
300. Daſſelbe zu thun nad Anleitung von Fig. 62. 
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Drittes Bud. 
Ueber Berbäleniffe und Proportionen. 


Einleitung. — 


119. Erklaͤrung. Wenn eine Groͤße mehreremal genom⸗ 
men, oder mit andern Worten, wenn eine Groͤße dadurch, daß man 
ſie mit einer (ganzen) Zahl multiplicirt, einer zweiten Groͤße gleich 
wird, ſo iſt ſie ein genauer oder aliquoter Theil (pars aliquota) 
dieſer zweiten; fie iſt dagegen ein nicht genauer Theil (pars ali- 
quanta) der zweiten, wenn fie eins oder mehreremal genommen 
diefer nicht gleich koͤmmt, fondern Peiner als diefelbe bleibt, und 
wenn man fie nun noch einmal mehr nimmt, größer wird. 

Eucl. V, Erkl. $. Man fehe über diefe und alle folgenden Erflärumgen biefes 
Buches die Anmerfungen von König. “ 

Anmerfung. Es beißt abfihtliih „eine Größe” und nit blos „eine Zahl”, 
da eine Fleinere Linie eben fo gut ein genauer Theil von einer größern Linie fein kann, 
oder ein Pleinerer Kreid von einem größern, oder ein. Fleineres Gefäß von einem grös 
Bern, wie dieß eine Zahl von einer andern if. 1, 2, 5 find genaue, 3,4, 7, 
8, Inidht genaue Theile von 10. 

120. Erklärung Kine Größe Heißt ein Vielfahes (mul- 
tiplum) einer andern, wenn diefe leßtere ein genauer Theil von ihr 
ift, oder, wie man auch zu fagen pflegt, wenn diefe legtere fie mißt. 

So ift 3. B. 10 ein Vielfaches von 1, 2, und 5; aber nicht 
von 3,6, 7, 8, 9. 

Eucl, V, Erkl. 2, 

Anmerkung. Von 







‚d 
VI, Erkl. 5. 
Menennungen doppelt, dreifach ꝛc. Hälfte, Drit⸗ 


Kg. Zwei (oder mehrere) Groͤßen heißen gleich⸗ 
vielfache (aequimultipla) von zwei (oder mehrern) andern, wenn 
fie dieſe leßtere gleich vielmat in ſich fallen, jede nämlich die Größe, 
von der fie das Hfache if. 

So find 3. 8:20, 40 und.60 Gleichvielfache von A, 8 und 12, 
oder von 5, 10 und 15, oder von 10, 20 und 30; aber fie find es 
nicht von 5, 8 und 0. 

122. Erklärung Man nennt Potenyen einer Zahl diejes 
nigen Zahlen, die man dadurch erhält, dag man jene erflere Zahl 
ein:, zweis, dreimal u. f. f. mit fich ſelbſt multiplicitt. 

Man erhält namentlich die zweite Potenz einer Zahl, auch 
Quadrat oder uadratzahl genannt, wenn man dieſe Zahl 
einmal durch fich felbft multiplicirt; die Dritte Potenz, auch 


\ 
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Würfel, oter Cubus, oder Cubikzahl genannt, wenn man fie 
zweimal, die vierte, wenn man fie dreimal u. ſ. f. mit fich 
ſelbſt multiplicirt. 

So find z. B. 4, 8, 16, 39 der Reihe nad) die zweite, dritte, 
vierte und fünfte Potenz von zwei; 36 iſt die zweite und 216 die 
dritte Potenz von 6. j 

Anmerkung 1. Wir werden fpäter, in dem vierten (203, 3.5.) und eilften Buche 


(450, 3. 2— 4) feben, warum die zweiten und dritten Potenzen auch Quadrate und 
Würfel oder Euben genannt werden, 


Euclides fagt in der 17ten und 18ten Erklärung feines Tten Buches: „eine 
Quadratzahl ift eine aus der Multiplication zweier gleihen Zahlen, und eine Cubif- 
zahl eine aus der Multiplication dreier gleihen Zahlen entjtandene Zahl.’ 

Ale Zahlen, wie z. B. 10 oder 12, die diefe Eigenfhaft nicht haben, heißen 
Nichtquadrat- oder Rihtcubik = Zahlen. . 

Annerfung 2. Man Fann erite Potenz einer Zahl die Zahl felbft d. h. die Zahl 
multiplicirt durd Eins nennen, Die Potenzen kann man, anftatt durch die Multipli- 
cation felbft, wie a. 1, a. a,a.a. a, a. a. a. a, 2, was lältig it, durch Er- 
ponenten anzeigen, welde angeben, wie oft die Zahl. als Zactor vorhanden, und 
demnach die wievielte Potenz ed fein fol, So bezeichnen 

al, as, ad, at, ad x. 
die erfte, zweite, dritte, vierte, fünfte ꝛc. Potenz von a. 
Anmerkung 3. Hieraus folgt: | 
4) daß, wenn man Potenzen einer Zahl durch Potenzen eben diefer Zahl multiplicirt 
oder dividirt, der Erponent des Produftes .oder Duotienten die Summe oder der 


0 4— 2. 7 
Unterfäpied der Grponenten fein wird; fo daß Ad a. = rt =a; und 
5 | 


* — ab-2 — a3 iſt. 


8 


2) daß man eine Diviſion durch eine Potenz dadurch anzeigen Fain, daß man dem 
Erponenten dad Zeichen der Subtraction ) vorſetzt; j. B. für L, Zr a5 
1 —3 —3 
ſetzt ana ‚Ma ‚a . 


3) daß die nullte Potenz einer Zahl ſtets die Einheit felbft iftz da 1 — = = 
1—1 1) en 
a = a , fo daß man jederzeit für 1 die nullte Potenz einer beliebigen Zahl 

fegen Tann, . 

Anmerfung 4. Es ift bier der Ausdruck Zahl und niht Größe gebraucht wor⸗ 
den, darum weil dad Potenziren in einem eigentlihden Multipliciren bejteht, und dem⸗ 
nad nur auf Zahlen angewandt werden Tann, Denn man Fann wohl fagen: 4 multi 
plicirt dur. 4, und Die jo entftehende Zahl beftimmen, aber man Fann niemalö eine 
Linie durch eine Linie, und eben jo wenig einen Kreis durch einen Kreis multipliciren. 
Sprit man gleichwohl zuweilen von der Multiplication zweier Linien 2c., oder deutet 
dieſelbe in Zeichen an, fo gefihieht dieß nur der Kürze halber und man bezeichnet alle= 
zeit ftilfhweigend dadurch die Zahl, melde die Größe der einen Zinie oder des einen 
Kreifes darftellt multiplicirt dur die Zahl, welche die Größe der andern Linie oder 
des andern Kreiſes ausdrückt. 

123. Erflärung Man nennt Wurzeln einer Zahl dieje 
nigen Zahlen, die, wenn man fie mit fic ſelbſt multiplicirt, jene 
erftere Zahl zum Produkte geben: und zwar zweite oder \uadrats 
Wurzel, dritte oder Eubik: Wurzel, vierte, fünfte x. Wur 
zel, die Zahlen, welche ein-⸗, zweiz, dreis, viermal zc. mit 
ſich ſelbſt multiplicire werden müflen, um als Product die in Rede 
ftehende Zahl zu geben. 
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j So iſt z. B. 5 die zweite oder Quadrat: Wurzel von 25, die 
‚dritte oder Lubit: Wurzel von 625, die vierte von 3125 u. f. w. 

Anmerkung 1. Für die Wurzeln bat man das Zeichen Y’;5 eine in daffelbe hin⸗ 
eingefhricbene Zahl zeigt an, von welchem Grade die bezeichnete Wurzel fein fol. So 

2 . u . u 3 8 

bezeichnen Ya, (wofür man noch gewöhnlicher blos Y’a fhreibt), Va, Ya, Wax, 
die zweite, dritte, vierte, fünfte ꝛc. Wurzel von a. Darnach ift alfo 4 — v4, 
weil 4 zweimal mit ſich felbft.multiplicirt werden muß, um das Product 64 zu erhalten. 


Anmertung 2. Grponenten Fönnen wie zur Bezeichnung der Potenzen, eben fo 
auch zur Bezeihnung der Wurzeln gebraudt werden; aber fie Fönnen alödenn nur 


Brüche fein, So fann man z. B. va auch durch ab, Ya durch Er ausbrüden 
n 1 3 3 3 144 14737*1 1 
enn es iſt a oder à = Va. Va. Va — as. ad. at — a — a. 

124. Erklaͤrung. Gleichartige Größen nennt man die 
jenigen, welche fo befchaffen find, daß ein Vielfaches der kleinern 
die größere erreichen oder übertreffen kann; oder auch: gleichartige 
Größen find folhe, die aus derſelben Art von Einheiten beftehen. 

Beifpiel. Linien find untereinander gleichartig, eben fo Paral⸗ 
lelogramme; nicht minder ift Woche gleichartig mit Stunde, darum 
weil eine gewifle Menge von Stunden eine Woche ausmachen können. 
Aber Linie, Parallelogramm und Woche find unter einander un: 
gleichartig. 

135. Ertlärung Commenſurable Größen oder Zahlen 
heißen diejenigen, welche ein gemeinfhaftlihes Maaß haben; fei es 
nun, daß Die Fleinere felbft das Maaß der größern d. 5. ein genauer 
Theil von ihr ift, oder dag eine dritte Größe das Maaß d. h. ein 
genauer Theil von beiden ift. 

Eucl. X, Erkl. 1. 

‚ Anmerkung 1. Mit Worbedacht heißt ed in der Erklärung „Größen oder Zahlen” 
weil dad Gefagte auf alle Größen anwendbar ift. Ein Loth, ein Pfand, ein Gentner 
find zu einander commenfurabel, eben jo Minute, Stunde, Tag, Woche ⁊. 

Zuf. 1. Alle Brüche find zu einander commenfurabel; da man 
fie flets auf einerlei Benennung bringen kann. 


Zuf. 2. Für alle Zahlen von gleiher Einheit iſt diefe, fie fei 
abfolut oder relativ, das. gemeinfchaftlihe Maaß. 

Anmerkung 2. Die abfolute Einheit ift die Einheit aller der Zahlen, die man 
geroöhnlih mit dem Ausdrude unbenannte Zahlen bezeichnet; relative Einheiten 
finden Statt bei benannten Zahlen. Sage id alfo ſchlechthin: Hundert, Tau⸗ 
ſend ꝛc. fo it die Einheit diefer Zahlen die abſolute; fage ich hingegen, 20 Eimer, 
20 Ruthen, 20 Fuß, fo haben diefe Zahlen relative Einheiten; denn fie bezichen 
fid auf etwas Beftimmtes, wie bier auf die beftimmten Begriffe: Cimer, Ruthe, 
Zuß. — Zwanzig Ruthen, und zwanzig Fuß find, obſchon fie glei viel Einheiten in 
ih faflen, der Größe nad doch fehr verfhieden, darum weil die Einheit der einen 
Ruthe, zwölfmal fo groß ift, als die Einheit der andern, Fuß. 

Anmerfung 3. Die Betrachtung der Zahlen, die ein gemeinſchaftliches Maaß ha⸗ 
ben, hat in der Arithmetit zu dem Berfahren geführt, das größte gemeinſchaftliche Maag, 
oder den größten gemeinfchaftlihen Theiler zweier (oder mehrerer) Zahlen zu finden, 
Dieb Verfahren it auf jede Gattung von Größen anwendbar; denn es gründet 
fich lediglich auf Diviflon ; Divifton ift nichts anderd, als eine wiederholte Subtraction, 
und begreiflich Fann man eben fo leicht 3. B. bei zwei Linien unterfuden, wie oft die 
eine von der andern fi) wegnehmen läßt d. h. in Zieſer Iegtern enthalten ift, als bei 
zwei Zahlen. Wir wollen daher das Berfohremuf Linien anwenden und fo feine 
Richtigkeit nachweiſen. Bu 

Man fol das gemeinfhaftlihe Maaß der Linien DG und AB (Fig. 83) finden. 

Man ziehe AB fo oft von DG ab, als ed mögli ift, d. h. man dividire DG 
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durch AB. Geht AB genau in DG auf, fo ift AB felbft-da8 größte gemeinſchaftliche 
Maaß; gebt ed nicht genan auf, jo bleibe EG als Reſt. 

Man ziehe nun EG n oft als möglih von AB ab, d. h. man bividire AB durch 
EG, es bleibe dabei ald Neft AZ. 

Man ziehe AZ fo oft als möglih von EG ab, und ed bleibe num nichts übrig, 


fo muß _ 
1) AZ dad gemeinſchaftliche Maaß von DG und AB, und zwar 
2) das größte gemeinſchaftliche Maaß diefer beiden Linien fein, 
D 


enn 
1) AZ gebt nach Borausfegung auf in EG, mithin auch in BZ, und in BZ + AZ 

di. inBA. BA geht aber auf in DE, alfo geht auch AZ in DE auf, und 

folglich au in DE-+ EG d.i. DG, alfo ift AZ gemeinſchaftliches Manß der 

Zinien DG und AB. Xber es ift aud _ 

2) AZ dad größte gemeinſchaftliche Maaß der genannten Linien. Denn geſetzt, es 
fönnte eine Linie, wie z. B. H, die größer als AZ, gemeinfhaftliher Theiler 
von DG und AB fein, fo müßte H, weil jie in AB aufgeht, aud in DE aufge= 
ben, und daher, da fie nad Borausfegung in DG aufgeht, au in DG — DE 
d. i. in EG aufgeben, alfo auch in BZ, und, da fie in AB aufgeht, aud in BA — 
BZ d. i. in AZ; alfo müßte die Linie A, die größer ald AZ ift, ein genauer 
Theil von AZ fein, was offenbar ungereimt ift, es kann alfo unmöglich ein grö- 
ßeres gemeinfhaftlihes Maaß zwifchen ‚DG und AB geben als AZ. 

Diefer Sat ift bei Euclides der Zte im 10ten Buche, und ift der Beweis von 
dort entlehnt, “ 

196. Ertiärung. Größen, die kein gemeinfchaftlihes Maaß 
haben, d. h. von denen die größere weder ein Vielfaches von der 
kleinern felbft noch ein Vielfaches von einem genauen Theile derfels 
ben ift, heißen incommenfurabel. _ 

Eucl. X, Erkl. 2. 

Anmerkung 1. Der Gedanke, daß es gleichartige Größen geben ſolle, die Fein 
gemeinſchaftliches Maaß haben, bat im erften Augenblide etwas Befremdendesz; wir 
möüffen daher an Beilpielen nachweiſen, daß es in der That folde Größen giebt, und 
dadurch zugleich den Begriff derſelben näher entwideln. Zu diefem Ende’ift es nöthig, 
folgende aus Eucl. X, 2. entlehnte Betrachtung, vorauögehen zu laſſen. 

„Wenn man von zwei gegebenen ungleihen Größen die Eleinere von der größern 
fo oft ald möglich abzieht, den Neft auf eben die Weiſe von der Eleinern, den zweiten 
Neft vom erften, den dritten vom zweiten u. ſ. f. und man dabei immer wieder einen 
Reſt befömmt, to find diefe beiden Größen zu einander incommenfurabel.” 

Man unterfuhe alfo, wie 125, Anm. 4, wie vielmal BA (Fig. 84) in DG auf 
geht; es bleibe dabei als Reſt EG; man ſehe zu, wie oft EG in AB aufgeht; eö bleibe 
dabei als Reſt AZ; nun fuhe man, wie oft AZ in EG aufgeht: der jeht bleibende 
Reſt fei JG u. f. f., und es bleibe, wie weit man diefe Dperation auch fortfegen möge, 
immer wierer ein Neft, fo wird behauptet, wären DG und AB zu einander in com⸗ 
menfurabel ober hätten Fein gemeinſchaftliches Maaß. Denn wäre dem nicht alfo, 
fo fei Lihr gemeinfhaftlihes Man. Alsdann müßte man, weil EG ald Neft, der 
bleibt, nachdem AB ein» oder mehreremal von DG weggenommen worden, kleiner ift 
als AB, und aus gleihem Grunde AZ Peiner als EG, JG kleiner ald AZ u, ſ. f., of⸗ 
fenbar zulept zu einem Nefte wie JG kommen, der Peiner wäre, als die Linie L. 

Weil nun nad Borauöfegung L in AB aufgeht, fo gebt es au in DE auf; nad 
Vorausſetzung aber audy in DG, mithin au in DG — DE d. i. EG. Eben fo muß 
L, weil es fowohl in BA als BZ aufgeht, au in BA — BZ vd, i. ia AZ aufgehen, 
Nun geht aber AZ in EJ auf, alfo au L, und weil L nad Borausfegung in EG 
aufgeht, fo muß ed ud in EG — EJ Di. in JG aufgehen; was offenbar ungereimt 
it, da L> JG; es ift alfo unwahr, daß L das gemeinfhaftliche Maaß der Linien 
DG, AB ift, fie haben mithin Fein ſolches Maaß d. h. fie find zu einander incom- 
menfurabel, 

Anmerkung 2. Die vorausgefhidt, wird es nicht ſchwey werden, zu beweiſen: 
daß die Diagonale und Seite eines Duadrates zu einander incom 
menfurabel find. Wir wollen dieß _geometrifh thun und aus den einfadhften 
Sägen herleiten, 

1) Es fei (Fig. 85) ABLC das Quadrat über AC, fo ift (87) BC, = AB, + 
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AC, = 2ACy; dad Quadrat über der Diagonale und Über der Geite find alfo 
zwei zu einander. commenfurable Quadrate, 

2) Nah ©. 43 ift BE < AB + AC oder < 2 AC, zieht man alfo AC von BC 
ab, fo ift der Reft <AC, es jei derfelbe, den wir den erjten nennen wollen, DC. 

3) Aus S. 62 weiß man, daß, wenn DE fenfredt auf BC, DE—= AE = DC. 
Aber in A EDC ift EC < ED -H-DC oder < 2 ED oder 2 AE, und daher 
muß, wenn man AE = EF macht, AB ober der erfte Reſt zweimal von AC ſich 
wegnehmen laffen und dabei als zweiter Heft FC bleiben. 

4) 3ieht man FJ ſenkrecht auf FC und überbie FD, fo iſt (6) D=FI = FC, 
und wenn JG = JF gemadt wird, fo geht alſo FC zweimal in DC auf, indem 
ald dritter Neft GC bleibt. Errichtet man das Perpendikel GH auf GC, fo 
wird diefer dritte Net wieder die Seite eines Quadrates, deflen Diagonale HG ift. 


5) Man erhält alfo durch die fortgefegte Subtraction immer einen Reſt, der eine 
Duadratfeite ift, nämlih: BC Diagonale AC Seite; DC, erfter Heft, Seite, 
EG Diagsnale, FC, zweiter Reft, Seite, IC Diagonale, GC, dritter 
Reſt, Seite, HC Diagonale; woraus man deutlich fieht, daß, wenn man auf 
diefem Wege aud noch fo weit fortgeht, man doch immer einen Neft behalten 
wird, daß alſo AC und BC als Seite und Diagonale eines Quadrates Fein ge 
meinſchaftliches Maaß haben, d. 5. daß fie zu einander incommenfurabel find. 
Anmerfung 3. Der Sag, daß die Diagonale eines Quadrates zu deſſen Seite in- 
commenfurabel, ift fhon von Euclides X, 117, auf eine andere, aber doch auch ganz 
geometrifhe Weiſe bewiefen. Im Aten, 5ten, G6ten und Sten Bude werden fih uns 
nod mehr Beifpiele incommenfwrabler Größen darbieten. Wenn man eine derfelben 
durd eine Zahl ausdruͤckt, fo Läßt fi die andere durch Feine Zahl darftellen,, da ja zwei 
Zahlen ftetd einen gemeinſchaftlichen Theiler, nämlich die Einheit, haben, Freilich laſ⸗ 
fen ſich Zahlen finden, weiche diefe zweite incommenfurable Größe näherungsmweife 
darftellen,, und man kann fogar dieſe Näherung ſtets bis zu jedem beliebigen Grade 
fteigern 5; aber dennoch jtelt eine ſolche Zahl niemals völlig genau den Werth der in 
Rede ftehenden Größe dar. 


Das in der vorigen Anmerkung angewandte Berfabren Tann zur Grläuterung bed 
Gefagten dienen. Man fand, daß AC ſich einmal von BC wegnehmen laffe, und als 
Reſt CD bleibe, alfo arithmetiich ausgevrüädt BC — 1 + 2 =i-+ 4% CD 

x . . CD 
läßt ih, wie wir faben, zweimal von AC wegnehmen, und es bleibt als Reſt FC, 
alſo es ift 


AG FC 1 
oa-:ta=:tw alfo 


CD cD 
FC 
BC-itgg 1 he 24 2 tg al 
5 | GC 
BCt=1+ —* 1' aber und eben ſo alle folgenden dieſer 
2 TG 
GC 


Brühe haben, wenn man den jedeömaligen Reſt E den Divifor D nennt, den 
Bet 2 + > Seht. man alfo die Quadratfeite = 1, fo ift die Diagonale 


+ 
® + 


d. b. fie wird durch einen Kettenbruch ausgedrückt, welchen man beliebig weit 
fortführen kann. 
Je mehr Glieder man dieſem Bruche giebt, deſto näher kömmt man der Wahrheit. 
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Die Diagonale eines Quadrates, deſſen Scite = 1 it, ‚würde fein, wenn man 
von unferm Kettenbruche nähme 


1 Bruch = 14 = 15 zu groß. 

2 Brüche = I} — 1,4 zu Hein. 

3 Brüde = 155 == 1,41667 z3u groß. 
4 Brüde = 142 == 1,41379 zu klein. 
5 Brühe = 145 = 1,414285 zu groß. 
.6 Brüche — 1155 = 1,414201 zu flein. 
7 Brühe = 13% — 1,414216 zu groß. 
8 Brüde = 12282 — 1,4142131 zu Hein. 


88 
9 Brühe = 125 = 1,4142136 zu groß. 

Man fieht alfo, daß nad) dem 7ten Bruche die Ungenauigkeit nur noch wenige Mil- 
liontel, und mit dem Iten Bruche gar nuv nod einige Zehnmilliontel beträgt. 

Anmerkung 4. In der Beftimmung des Begriffes der Incommenfurabilität ift mit 
Vorbedacht gejagt worden, incommenfurable Größen und nidt Zahlen, da, ei—⸗ 
gentlich geſprochen, es nur Größen find, die zu einander incommenfurabel, wie z. B. 
die Diagonale und Seite eines Quadrate, der Durdmefler und Umfang eines Kreiſes, 
verſchiedene Rechtecke ꝛc., wie man im Aten, 6ten, 7ten und Sten Bude fehen wird. 
Diefe Größen, obſchon incommenfurabel, find nit nur möglich, fondern aud wirklich 
und Fönnen dargeftellt werden. Incommenfurable Zahlen im eigentlihen Sinne giebt 
ed gar nit, und kann es nicht geben, da jede Zahl nichts anders als ein Inbegriff 
von Einheiten, und eben darum durch diefe Einheit theilbar ift. Es ift allerdings wahr, 
man gebraucht den Ausdruck incommenfurabel audy wenn man von Zahlen fprigt, aber 
nur im uneigentlien Sinne und der Kürze halber, So ift z. B. die Quadratwurzel 
von einer ſolchen ganzen Zahl, die feine Quadratzahl ift, weder eine ganze Zahl noch 
ein Brud, ann alfo durd Feine Zahl, wie fie auch beißen möge, ausgebrüdt werben. 
Es giebt Feine Zahl, weder eine ganze nod eine gebrodene, die mit ſich felbft multi⸗ 
plicirt 13 zum Producte brächte; Die Quadratwurzel von 13 Bann daher durd Feine 
Zahl, wie fie au befchaffen fein möge, dargeftellt worden; darum nennt man diefe 
und ähnlihe Wurzeln incommenfurabel, Gleihmwohl ftelt man diefelbe in Zeichen dar 
(Y 13), verfährt nun fo damit, als ob ed Zahlen wären, und nennt fie cben deshalb 
incommenfurable Zahlen, aber fehr uneigentlih. Denn wenn man auch ſolche Wur⸗ 
zein darftellen Fann, wie z. B. durd Linien (V 13 ift Diagonale eines Rechtecks, 
deffen eine Seite 2, und die andere 3 ift), fo kann dieß doch niemals durd eine Zahl 
geſchehen. Man kann wohl eine Zahl finden, die fi einer ſolchen bis zu jedem belie⸗ 
bigen Grade nähert, aber niemals eine, die ihr abfolut gleih Fümmt. Wenn man 
demnad von incommenfurabeln Sahlen ſpricht, die man in Beiden 
darstellt, fo ſpricht man nigt von dem, was fie find — denn fie 
find nichts und nicht vorbanden — fondern von dem, was fte fein 
würden, menn man fie durd Zahlen ausprüden fönnte, was un. 
möglid ift. 

Anmerfung 5. Wir haben in der vorhergehenden Anmerfung yefagt, daß man 
die Wurzeln von ganzen Zahlen, wenn fie feine ganzen Zablen find, überhaupt durch 
Feine Zahl darftellen Fannz und daß mithin diefe Wurzeln in Beziehung auf die zuges 
hörigen Zahlen vollfommen incommenfurabel find. 

Denn gefent ed fei a eine Zahl, deren Quadrat a? Pleiner ift als eine Zahl, die 
Feine Quadratzahl ift, inzwiſchen doc bier mit A® bezeichnet werden foll, alfo a® < A®, 
‚ dagegen fei (a + 1)? > As; fo ift offenbar die Wurzel von A? größer ald a und 


Heiner ald (a + 1), alfo a und cin Bruch; man nehme an, es Fünne a + 1 fein, 
fo wir A=(a+ a) e—=a? 4 2 + 4 und weil nad Boransfegung Ar 
eine ganze Zahl ift, fo müßte es auh a? + 2 + z fein. Das erſte Glied a® ift 
num ftet8 eine ganze Zahl, das zweite 2: ann es fein, und in diefem Falle ift 


a + 32 gleichfalls eine ganze Zahl; aber * muß unter allen Umſtaͤnden ein Bruch 


— — — — — 


\ 
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fein, alfo auch die ganze Summe a? + = + m ein Brud, Iſt a: ein Brud, 


dann bieibt auh Zt oder mh offenbar ſtets ein Bruch, da 2nat1 
ſchon nicht durch n, alfo noch viel weniger durch n? theilbar iftz alſo iſt a? + 2: * 


in keinem Falle eine ganze Zahl, und kann eben darım au a + 1 nicht die Wurzel 


von A? fein. Mit andern Worten die Potenzen von allen eigentlichen und uneigentli- 
chen Brüden, die fi nicht weiter heben laffen, find Brüche, die ſich gleichfalls nicht he⸗ 
ben laffen, und daber nie auf ganze Zahlen gebracht werden können. So giebt z. B. 


T 7 den Brady 32 der fih) nicht Sehen Läßtz auf äfnlide Weife verhält e fih mit 
717 | 


u, — U, 


5 5 

Sind aber die Botenzen aller Brüde wiederum Brühe, fo Tann offenbar eine 
ganze Zahl niemald einen Brud zur Wurzel haben, . 
. Anmerkung 6. Es giebt alfo Zahlen, deren Quadratwurzeln, und eben fo Zah⸗ 
len, deren Subifwurzeln man in Zahlen genau darftellen kann; aber es giebt auch Zah⸗ 
len, wo dieß nicht moͤglich iſt. Die erftern heißen Quadrat = und Gubif- Zahlen. Die 
legtern Fönnen diefen Namen nicht erhalten; ihre Wurzeln Tann man bios näberungd« 
weife darftellen., So fält z. B. V2 zwiſchen 1,414213 und 1,414214. Diefe Zah: 
len find diefelben, die wir oben (Anmerkung 3) für die Diagonale eines Quadrates 
gefunden haben; und in der That wird die Diagonale durch V2 ausgerüdt, darum, 
weil wie fpäter (203, 3. 5) bemiefen werden fol, das Quadrat über einer Linie der 
zweiten Potenz der Zahl entſpricht, welche die Länge der Linie ausdrüdt. 

- Anmerfung 7. Sind A und B zu einander incommenfurabel, und ift C ein genauer 
Theil von B, fo daßer z. B. m mal in B aufgest, fo läßt ſich immer eine Zahl n 
finden von der Beſchaffenheit, daß n. C <A, aber (a +1) C > A, ohne daß ed. 


moͤglich iſt eine Zahl we nt - zu finden, durch deren Multiplication mit G ein 


Product kömmt, welches genau glei) A wäre, 

127. Erklärung. Wenn man zwei gleichartige Größen zu 
dem Ende mit einander vergleicht, um die Groͤße der einen aus der ber 
andern unmittelbar zu beflimmen, fo heißt dieß die Ausmittelung 
ihres Verhältniffee, und die Beftimmung felbit iſt das Vers 
haͤltniß, weldes diefe beiden Größen zu einander haben. 

Man fehe vor Allem König zur dritten Erflärung im 5ten 

Buche des Eucl. 

Anmerkung. Man kann Größen auf verfehiedene Arten mit einander vergleichen, 
vornehmlich. auf zwei, Die eine-befteht darin, daß man zu erforſchen ſucht, wie viel 
mal von zwei gegebenen Größen A und B die eine B in der andern A enthalten iſt; 
bei der andern fragt man nady dem Unterſchiede zwifchen A und B vd. h. um wie viel 
(nit wie viel mal) A größer ift ald B, oder B größer als A. Die erftere Art nennt 
man geometrifhes, die andere aritbmetifches Verhältniß. Daraus entitehen 
geometrifhe und aritbmetifhe Proportionen, und aus. diefen miteinander, doch 
anf verſchiedene Art, verbunden, harmoniſche Proportionen und Logarithmen. 
Wir wollen dieß Alles näher erflären und erörtern. 


sl 
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Erfier Abſchnitt. 
Bon ‚der geometrifhen Proportion. 





12338. Erklaͤrung. „Wenn man zwei gleichartige Größen zu 
dem Ende mit einander vergleicht, um zu erfahren, weich Vielfaches 
die eine von der andern iſt, oder, was auf daflelbe hinauskoͤmmt, 
wie vielmal die legtere in der erftern enthalten, oder der wie vielte 
Theil fie von ihr ift, fo fagt man, man beſtimme das geometrifche 
Verhaͤltniß, oder auch fchlechthin das Verhältniß, das zwifchen dies 
fen beiden Größen Statt findet; fo daß alfo das geometrifche Vers 
hältniß, oder das Verhaͤltniß zweier Größen angiebt, wie viel mal 
die eine die andere in fich fchließt. 

Die Größen, welde das Verhaͤltniß bilden, werden deſſen 
Glieder genannt; und zwar heißt die, welche man zuerft nennt, 
Vorderglied, die zweite Hinterglied. In jedem Verhäftniffe 
giebt es daher ein Vorderglied und ein Hinterglied. 

S. Tacquet zu den Erklärungen des Hten B. des Eucl. 
Zuſ. Es giebt keine Größen, fobald fie nur gleichartig find, 


die nicht ein beftimmtes geometrifches Verhaͤltniß zu einander hätten. 

Anmerfung 1. Es heißt in der Erflärung Größen und nit Zahlen, da das 
Sefagte auf alle Arten von Größen anwendbar ift. oo. 

Anmerfung 2. Man theilt die VBerbältniffe in commenfurable und incom- 
menſurablez zu den erftern gehören alle diejenigen, die in Zahlen ausgedrückt wer: 
den, oder dod werden können. ISncommenfurabel dagegen oder irrational 
ift ein Verhältniß, wenn die Größen, die man vergleicht, fo befchaffen find, daß fie 
dur Feine Zahlen dargeftellt werden Fönnen, In diefem Zalle kann man das BVerhält- 
niß nur in Zeichen andeutenz wie 3. B. dad Verhältniß von V2 zu1. Man kam 
dann zwar nicht angeben, wie vielmal die eine Größe in der andern enthalten ift, aber 
doch die Gränzen, zwifhen denen die geſuchte Zahl liegts fo ift, wie wir ſchon früher 
gefehen haben, das Berbältniß von Y2 zu 1 größer als 1,414213 aber Feiner als 
1,414214 :. 

L. C. . + “ 

Anmerkung > Man darf nicht glauben, daß, wenn man incommenfurable Groͤ⸗ 
Ben mit einander vergleicht, diefe auch ftetd ein incommenfurables Berhältniß zu einan⸗ 
der haben müflen. Zwei Größen Finnen ein commenfurabled Berhältniß zu einander 
haben, obſchon jede für fih in Beziehung auf eine dritte Größe, 3. B. die Einheit, 
incommenfurabel iſt. So ift dad Berbältniß von V2 zu v8, dad von 1 zu 2, alſo 
Fr ‚ obſchon ſowohl V2 als v8 in Beziehung auf die Einheit incommen- 
urabel ind. _ j 

Anmerfung 4. Euclides giebt folgende Erflärung von Berbältniß: „Berbältniß, 
jagt er (in der ten Erflärung), ift eine gegenfeitige Beziehung zwiſchen zwei Größen 
binfichtlich ihrer Vielfachheit“ und fügt in der Aten Erklärung hinzu: „Bon Größen 
fogt man, daß fie im Verhältniffe zu einander jtehen, wenn die eine durch Bervielfa- 
hung die andere übertreffen kann.“ Man bemerkte wohl, er fagt niht, erreis 
den oder gleihfommen, weil dann die Erklärung blos auf commenfurable Grös 
Ben paflen würde, fondern übertreffen, mwodurd fie auch die incommenfurablen mit 
in fi faßt. Bei den meiften Ueberfepern des Euclides find die Worte xatı miıxd- 
ara wiedergegeben dur „secundum quantitatem‘“ was unmöglidy richtig ift, da die 
Erflärung alddann eben "fo gut auf arithmetifche ald geometriſche Verhältniſſe paſſen 
würde, was Euclides nit wollte, wie man aus feinem 7ten Buche deutlich fiebt. 
Schon Wallis (Opp. Math. II, p. 666) hat nachgewieſen, daß nmiworns in unferer 
Stelle nicht Größe, fondern Bielfahheit bedeute; in diefem Sinne nimmt audy 
Gregory das Wort. S. König zu diefen Stellen, Man ift ziemlich allgemein darü- 


t 
’ 


Bon der geometrifhen Proportion. 81 


ber einig, daß die in Nede ftehende Erklärung des Euclides dunkel ift, und R, Simfon 
vermuthet, daß fie nicht durch den ausgezeichneten Geometer felbft, fondern durd eine 
fpätere unfundige Hand in den Text gefommen fei, 


129. Erflärung. Anzeiger*) eines Verhältniffes heißt 
der Quotient, der aus der Divifion des Vordergliedes durd) das Hin⸗ 
terglied wirklich hervorgeht, oder doch als aus diefer Divifion hervor 
gehend angenommen wird. 

Anmerkung 1. Da das Verhältniß zweier Größen anzeigt, wie viel mal die eine 
in der andern enthalten ift, und eben dieß aud der Quotient thut, fo ift in der That 
der Quotient der natürliche Anzeiger des Verhältniſſes. 

Anmerkung 2. Mande Schriftfteller nennen Anzeiger oder Quotient den Quotien- 
ten aus der Diviſion nicht des Vordergliedes dur das Hinterglied, fondern des letztern 
durch das erſtere; was natürlich auf eins hinaus kömmt, wenn man fidy nur bei allen 
Saͤten und Beweifen in diefer Benennung gleich) bleibt. 

Anmerkung 3. Tacquet bezeihnet mit Nenner dad was wir Anzeiger nennen. 
f. fein VB, 3ten Theil $.2 und 3, 

Zuf. Iſt das Vorderglied größer als das Hinterglied, fo ift der 
Anzeiger eine ganze Zahl, oder eine ganze Zahl und ein Bruch; ift 
dagegen das Vorderglied kleiner als das Hinterglied, fo ift der Anzeis 
ger ein ächter Bruch. Iſt der Anzeiger commenfurabel, fo ift es auch 
das Verhaͤltniß; ift erincommenfurabel, fo gilt dieß von dem Verhaͤlt⸗ 


niffe und umgekehrt. | 

Anmerkung 4. Iſt der Anzeiger incommenfurabel, fo kann er durch Feine Zahl 
ausgedrückt, fondern nur in Zeichen angedeutet, oder durch Linien dargeftellt werden, 
wie z.B. Y 5: V 7. Und dieß ift der Grund, warum wir in der Erklärung gefagt 
haben, der Quotient, der , . . wirklich hervorgeht, oder ald . . . . . hernorgebend 
angenommen wird. | — 

Anmerkung 5. Das Verhältniß wird in Worten fo ausgedruͤckt A zu B, und für 
das Wörthen zu gebraudt man dad Zeichen (:), alſo A: B, oder nad Leibnig’s Bor- 


gang den befannten, die Divifion bezeichnenden Strich (—), alfo = Und in der That, 


da dad Berhältniß anzeigt, wie viel mal die eine Größe die andere in fi faßt, fo be- 
fteht es in einer Diviſion, umd man lernt es durd Ausführung diefer Divifion kennen. 
130. Erklärung. Don zwei Verhältniffen fagt man, fie feien 
gleich oder dieſelben, wenn ihre Anzeiger gleich find. Das grös 
Bere von zwei Verhältniffen ift dasjenige, das den größern Anzeiger 
hat. Haben verjchiedene Größen daflelbe Verhaͤltniß zu einander, 
fo nennt man fie zu einander proportional; und DProportios 
nalität findet überall da Statt, wo Gleichheit der Verhältniffe ift. 
Anmerkung 1. Die Proportionalität wurde früherhin gewöhnlich durch das Zei- 
den :: angedeutet, alfo - 
- A:B::C:D 
inzwiſchen da die Proportionalität in der That Gleichheit zweier Berhältniffe, und mit: 
hin Gleichheit zweier Duotienten ift, fo bezeihnet man diefelbe, nach Zeibnig’s Vorgange, 


noch befler und zweckmäßiger auf folgende Weife :- 
A:B=(C:D 
oder, was faft noch beffer fein würde c 
A 


N — Zn — 


B D- 
Anmerkung 2. Sind zwei Berhältniffe commenfurabel, fo ift es nicht ſchwer, über 
deren Gleichheit oder Ungleichheit und zwar blos aus dem Anzeiger zu urtbeilen, Allein, 
wie fol man ed anfangen, um über Gleichheit oder Ungleichheit zweier incommenfura- 


*) Biele gebrauchen ftatt Anzeiger den Ausdruck Erponent., Allein um alte Zwei: 
beutigfeit u vermeiden, werden wir künftig Erponent nur bei den Potenzen der Zah: 
ten (122 und 123) und Anzeiger ausfchließtich von geometrifchen Berhätiniifen gebrauchen. 


v. Swinden Geometrie. 
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bein Berhältniffe zu entfeheiden, da ja Feines derfeiben in Zahlen dargeftellt werden kann, 
und mithin aud Feind genau und wirklich befannt iſt? 
Man kann bierbei auf zweierlei Art verfahren. Da incommenfurable Berhältniffe 
durch Zahlen, oder durdy Linien dargeftellt werden (126, Anm, 1, 2, M, ſo ſchließt 
man auf ihre Gleihheit, wenn fie entweder daſſelbe Zeihen zum Anzeiger haben, oder 
durch diefelben Linien dargeftelt werden. So ift das Berhaͤltniß 3: V G glei 
dem Berbältniß 1: V 2 oder das v6: vB glid dem v3: V A, und darum 
fan y 3, V 6, 1 und V 2 proportionit, den fo Y6, vB, VZ und yY 4 
Aber es giebt nod ein zweites Mittel, das noch allgemeiner und ſowohl auf commenfu- 
rable ald incommenfurable Größen anmendbar iſt. Bon zwei Berbältniffen, wieA ; B 
und C : D darf man behaupten, daß jie gleich find, wenn ſich nachweiſen läßt, daß 
das eine weder größer noch Pleiner ald das andere fein Fann, indem man zeigt, daß man 
fowohl dur) die eine als durd die andere Annahme in eine Ungereimtheit verfglien 
würde, 


Zuf. 1. Wenn vier Größen proportionirt find, und die erſte 
zur zweiten commenfurabel ift,. fo iſt es auch die Dritte zur vierten; 
ift dagegen die erfle zur zweiten incommenfurabel, fo gilt eben dieß 
auch von der dritten und vierten. | 


Beweis. WennA:B=C: D, fo TE == = und folglich, 
wenn = eine Zahl, muß es auch - fein; iſt aber # feine Zahl, fo 


kann aud) - feine fein d. h. es iſt C zu D incommenſurabel. 


Anmerkung 3. Dieſer Zuſatz bildet bei Euclives den 10ten Satz des 10ten Bu⸗ 
ches. Man überſehe nicht, daß wir geſagt haben, die erfte zur zweiten 2c., d. h. ihr 
Verhaͤltniß iſt commenſurabei oder incommenfurabel. Ein Verhaͤltniß aber kann (128, 
Anmer?. 3) commenfurabel fein, wenn audy feine einzelnen Glieder incommenfurable 
Größen find, wie z. B. in der Proporton Y 2: Y 8 —= 1: 2. Man betradtet 
eben dann dieſe incommenfurablen Größen nit für ſich einzeln d. 5. in Beziehung auf 
die Einheit, fondern die eine in Beziehung auf die andere d. hr ihr Berhältniß, 

Anmerfung 4. Euclides giebt zwei Erflärungen von Gleichheit der Verhältniſſe. 
In der einen, welde die 20te des Tten Buches ift, fagt er: „Zahlen find proportionirt, 


wenn die erjte daffelbe Vielfache oder derfelbe aliquote Theil von der zweiten als die 


dritte von der vierten iſt,“ alfo ganz übereinftimmend mit unferer Erklärung von Pro⸗ 
portionalität. Die andere, die nicht allein auf Zahlen, fondern auf alle Größen, auch 
die incommenfurablen anwendbar ift, ift die Ste des Hten Buches, und lautet jo: „Wenn 


vier Größen gegeben find, und man nimmt Gleidhwielfadhe von der erften und dritten und 


andere Gleihvielfahe von der zweiten und vierten, fo werden diefe Größen in demfelben 
Verhältniß ftehen, namentli die erſte zur zweiten, und die dritte zur vierten, wenn 
‚ in den einzelnen Fällen, wo dad Bielfadhe der erften größer oder eben fo groß oder klei⸗ 
ner ald dad Vielfache des zweiten iſt, zugleich auch und auf die entſprechende Weiſe das 
Bielfache der dritten größer, oder eben To groß, oder Pleiner ald das Vielfache der vier- 
ten ift, und zwar dieß allezeit, welche Vielfachen man auch nehmen möge 5’ und in der 


6ten Erkl. fügt Euclived hinzu; „Groͤßen die in demfelben Verhaͤltniß ſtehen, beißen 


proportionirt.“ 
Sind alſo z. B. die vier Größen A, B, C, D gegeben, und man nimmt die Biel- 
fahen mA, mC, ingleihen nB, nD, fo wid A: B= C:D fein, wenn, da wo 


mA > nB, au mC > nD, wo aber mA < nB, au mC < nD, und ndli : - 


wo mA — nB, auch mC — nD ift, welde Zahlen man aud für m und n nehmen 
möge. 

Diefe Erflärung des Euclides ift allgemein, und umfaßt ſowohl commenfurable 
als incommenfurable Größen. Aber fie ift nicht ganz deutlich, und vielleicht nit aus 
der wahren und einfadhen Natur deffen, was man urfprünglid unter Berhältniß ver- 
fteht, bergenommen, f. König zu diefer Stelle. Der Gebraud der Berhältnißzeiger 
oder Anzeiger der Berhältniffe macht die ganze Lehre einfacher und leichter, ohne fie we⸗ 
niger allgemein, ald bei Sucliveö, zu machen. Wir werben fpäter (146) nachweiſen, 


f 
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daß die Euclideiſche Definition aus der unfrigen, und umgekehrt unfre aus der Guclideis 
hen hergeleitet werden Tann, 

Anmerkung 5. Bon ungleichen Berhältniffen giebt Euclives folgende Erflärung: 
„Wenn man Gleichvielfache von der erften und dritten, und andere Gleichvielfache von der 
zweiten und vierten Größe nimmt, und das Vielfache der erften dad der zweiten übertrifft, 
ohne daß dad Bielfache der dritien größer iſt, ald dad Vielfache der viertenz fo ift das 
Berbältniß der erften zur zweiten größer als das der dritten zur vierten. V, Erki. 7. 

Anmerfung 6. Euclides fügt noch ald Ste Erflärung hinzu: „Proportionalität 
ift Gleichheit der Verhältniſſe.“ Dieß würde ganz und gar mit 20ter Erkl. feines 7ten 
Buches, fo wie mit unferer Erklärung übereinfommen ; allein R. Simſon vermuthet, daß 
pic —— nicht von Euclides ſtammt, ſondern durch eine ſpätere Hand in den Text 
gekommen iſt. 


Zuſ. 2. Ale Brühe ſowohl als alle Produkte find Verhättnifie. 
. Denn man lege 5 =qumd D. E C, fo hat A zuB baffelde 


Verhaͤltniß als q zur Einheit; und E zur Einheit daſſelbe Verhaͤlt⸗ 
niß als C zu D. 


Anmerkung 7. Die Erklärungen von Multiplication und Diviſion, wie man ſie in 
den meiſten Rechenbüchern ſindet, ſind ſehr mangelhaft. 

Genau geſprochen beſteht die Multiplication in dem Auffinden ciner Zahl, die zu 
einem der Zactoren in demfelben Berhältniffe ſteht ald der andere zur Einheit; und die 
Divifion (obſchon urfprüngli ein fo oft als möglich wieberholtes Abziehen des Divifors 
vom Dividendus) in dem Auffinden einer Zahl, vie zur Einheit daffelbe Verhältniß bat, 
als der Divifor zum Dividendus. 

Man -fehe hierüber König zu Bucl. V, ef. 1 und — L. C. 8.287. — aber 
vor allen d’Alembert Melanges V, p. 217. 


Zuf. 3. Die Proportionalität erfordert mindeſtens drei Groͤßen. 
Eucl. V, Erfl. 9. 


Anmerfung 8 Man treibt im gewöhnlichen Leben fehr oft wahren Mißbrauch mit 
dem Worte Proportion, indem man ed mit Berbältniß verwedhfelt, und z. B. 
jagt, die Proportion von A zu B. 

Zwifchen zwei Größen Fann nie felbft eine Proportion, wohl aber ein beftimmtes 
Berhättnid Statt finden; und Proportionalität (Berhältnißgleichheit) entftebt erft dann, 
wenn man zwei gleihe Berbältniffe mit einander vergleichtz mögen diefe beiden zufammen 
nun aus drei oder vier Größen beſtehen; im erften Zale it A:B = Br: C, oder 
A B . . a _r: AO 
5 = 7 und im zweiten A :B=C:D, oder = =p 

131. Erkiärung. Wenn Größen, die gleiches Verhältniß zu 
einander haben, alle unter einander verfchieden find, fo ſagt man, fie 
feien unterbrochen (nicht fletig) proportionirt. Sind dagegen 
die Größen fo befhaffen, daß die eine jedes Verhaͤltniſſes in dem 
naͤchſtfolgenden Verhaͤltniß fich wiederholt, namentlich fo, daß das 
Hinterglied des erften Verhältnifies gleich dem Vordergliede des zweis 


ten Verhältuifles, das Kinterglied des zweiten gleich dem Vorder 


gliede des dritten u. ſ. f. iſt, fo heißen die Größen fletig propors 


tionirt. Eine Aufeinanderfolge von fletig proportionirten Größen - 


heißt eine geometrifhe Progreffion oder Reihe; gleid: 
weit abftehende Glieder derfelben find diejenigen, die von einem bes 
ſtimmten Stiede durch eine gleiche Anzahl Zwifchenglieder getrennt find. 

A, B, C, D, E, F, Gꝛc. bilden eine geometrifche Progreffion oder 


A B C D E F 
Rede, wenn = ag m rg" 


Zuf. Eine geometrifche Reihe Heißt Feigen j ‚ wenn jedes 
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Stied größer ift, ale fein nächfter Vorgänger, und fallend, wenn 


das Gegentheil Statt findet. | | 
Anmertung. Daß Größen eine geometrifhe Reihe bilden, deutet man durch das 
vor fie gefegte Zeihen () anz z. B. A, B, C, D, Ex. 

132. Erklaͤrung. Sind drei Groͤßen ſtetig proportionirt, ſo 
heißt die zweite die mittlere Proportionale, und die letzte 
die Dritte Proportionale. Wenn vier Größen unterbrochen 
proportionirt find, fo heißt die leßte die vierte Proportionale, 
Ferner heißen ‚die erfte und legte Größe die äußern lieder, die 
zweite und dritte aber die mittleren. 

133. Erklärung Worderglieder. einer Proportion heir 
Ben die Vorderglieder der beiden die Proportion bildenden Verhaͤlt⸗ 
niffe, alfo das erfte und dritte, Hinterglieder das zweite und 
vierte. Jene fowohl als diefe nennt man auch, das eine in Bezies 
bung auf das andere, entfprechende (homologe) Slieder. 


134. Erflärung. Wenn man vier Größen hat und betrache 
tet deren Verhaͤltniß mit Nüdficht auf die Ordnung, in welcher man 
fie genannt, oder aufgeführt hat, fo fagt man die Größen fiehen in 
geradem Verhältniffe zu einander, wenn fich die erite zur ‚weiten, 
wie die dritte zur vierten verhält; in umgetehrtem Verhaͤltniſſe 
dagegen find fie, wenn fie als Glieder der aus. ihnen zu bildenden 
Proportion nicht in der Ordnung folge, in welcher man fie aufge: 
führt hat, fondern wenn die erfte zur zweiten ſich verhält, wie die 
vierte zur dritten, oder Die zweite zur erften, wie die dritte zur viers 
ten, oder die erfte zur dritten, ‚wie die vierte zur zweiten. 

Zuf. Hieraus folgt, daß man von einem gegebenen Verhälts 
niffe dag umgekehrte findet, wenn man, anftatt mit dem Hintergliede 
in das Vorderglied zu dividiren, umgekehrt mit dem Vordergliede in 


"ia: A 
das Hinterglied dividirt. Alſo 5 ift das umgekehrte Verhaͤltniß von 


B 
7 und = von B: 1. | 


135. Erklärung. Zufammengefeste Verhältnifie Heinen 
- diejenigen, welche aus mehrern andern Verhältniffen gebildet werden 
und zwar dadurch, daß man diefe lektern (die in diefem Falle auch 
Wurzefn oder Factoren genannt zu werden pflegen) unter einander 
multiplicirt. Werden alle Fartoren gerade genommen, fo heine dag - 
zufammengefegte Verhältniß gerades Verhältniß aus allen; nımmt 
man fie dagegen alle umgekehrt, fo nennt man dag neue Verhältniß 
umgefehrtes zufammengefeßtes Verhältnip der Factoren ; werden end 
lich einige Factoren gerade, andere umgekehrt genommen, fo fagt man 
das zufammengefeßte Verhaͤltniß fei aus geraden und umgefehrten Ber 
hältniffen gebildet. 


Beiſpiel. Man habe die Verhaͤltniſſe =, 5 5 fo ift dad Vers 


‚= P j P A CE 
ältni —, j - — —,-—-, 
haͤltniß Q aus jenen zufammengefeßt, wenn ö E°’D°’R So 


iſt 9 zuſammengeſetzt aus den Verhaͤltniſſen 2 und 3. Das Verhaͤlt⸗ 
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niß iſt das umgekehrte zufanımengefeßte Verhältnig aus 2 und C 

R BD 1 . 

wenZ=7T ˖ Im So ift 39 umgekehrt zufammens 
B.D 


gefeßt ans Z und 2. Das Verhaͤltniß iſt gerade aus dem Verhaͤlt⸗ 


A 
niß B und unigetehrt aus dem von n zufammengeftst, wenn 2 = 


A D 8 4 3 
5 7 So iſt 57 gerade aus 9 und umgekehrt aus 3 zufammens 
gefeßt. 

L. ©. $. 290. 


136. Erflärung Wenn ein Verhältniß aus mehrern andern 
zufammengefeßt iſt, die alle unter einander gleich find, fo heißt es 
zweifach hohes, dreifah Hohes, vierfah Hohes:c. Vers 
haͤltniß, je nachdem es aus zwei, drei, vier ıc. aleichen Verhältnifs 
fen zufammengefeßt, und demnach (122) die zweite, dritte, vierte ıc. 
Potenz von einem der gleichen Verhaͤltniſſe ift. 


BR AR AA. A A A.A.A, A 5 As 
BR tem. B.5 DB’ B.B.B.B "ein 


find einzeln das zweifach hohe, dreifach Hohe und vierfah hohe Ver: 


haͤltniß von F 


Anmerkung. Da die Erflärungen, weldye Euclides von zweifach hohen 2c, Berhält- 
niffen giebt, aus andern Grundbegriffen hergeleitet werben, fo ift e& nöthig,, diefelben 
näher En betrachten, um fo mehr, als die Erflärungen nit ohne Einfluß auf das Fol⸗ 
gende find, i 

Euclives fagt in der 10ten und 11ten Erflärung feines fünften Buches: 

„Wenn drei Größen (ftetig) proportionirt find, fo fagt man, die erfte habe zur 
dritten das doppelt hohe Verhältniß von dem, was die erfte zur zweiten hat,’ 

„Wenn vier Größen (ftetig) proportionirt find, fo hat, fagt man, die erfte zur 
vierten das dreifah hohe Verhältniß von dem, was die erite zur zweiten hat; ‚und dieß 
fo fort, fo lange die ftetige Proportionalität fortdauert.“ Sage ich alfo, dad Verhält⸗ 


niß Zeiſt das zweifach hohe von , fo beißt dieß nach unſerer Erklaͤrung, dieß Ver⸗ 
haältniß iſt durch Multiplication des Verhältniſſes mit ſich ſelbſt entftanden z nach Eu⸗ 


clides dagegen: das Verhaͤltniß E iſt das von der erſten A zur dritten C dreier ſtetig 
proportionieter Größen, von denen die beiden erften A und B find. Eben fo, wenn 
wir fagen, ° ift das dreifach hohe Verbältniß von - ‚bs heißt dieß nad) unferer Er⸗ 


klärung, es ift das Verhältniß von A® zu Bs; mach Euclides dagegen, es ift gleich 
dem Berhältniß der erften A zur legten D von vier ftetig proportionirten Größen, de- 
ren beide erfte A und B fin. Wie fehr nun auch für den erften Augenblid beide Er- 
Elärungen von einander verfhieden zu fein feinen, fo kommen fie doch auf daſſelbe Hin- 
aus, wie wir in der Anmerf. zu S. 160 beweiſen werben. 

137. Erklärung... Ein Verhältnig Heißt das zweifach 
niedere, das dreifach niedere ıc. von einem andern, wenn es 


die zweite, dritte 10. Wurzel des legtern if. 
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hd 


- A ⸗ 
A „ und v: find jenes das doppelt niedere, dies 
B B 


_ \ , A 

ſes das dreifach niedere Verhaͤltniß von Er 

Anmerfung. Ueber noch andere Unterſchiede der Berbältniffe und die verfchiedenen 

dabei gebraudgten Namen, fann man Glavius zu den Erklärungen des fünften Buches des 
Euclides nachſehen. 


Beiſpiel. V 


— — — nun 


Forderungsſätze und Grundfäge. 





138. Forderungsfab. Man kann ſtets fordern, wenn-drei 
Größen gegeben find, zu ihnen eine vierte Proportionale zu finden. 

139. Forderungsſatz. Eben fo kann fiets zu zwei gegebes 
nen Größen eine dritte Proportionale zu finden gefordert werden. 

140. Srundfag*). Gleiche Größen haben daſſelbe Verhaͤlt⸗ 
niß zu einander, fo wie auch jede von ihnen daflelbe Verhaͤltniß zu 
einer und derſelben dritten Groͤße hat. 

Wenn A=B,wC=D, fo iſt 

A: B 0: D und 
A:E=B:E. 
Eud. V, 7. 

141. Srundfas. Bon zwei ungleihen Größen Hat bie groͤ⸗ 
Bere zu derſelben dritten ein größeres Verhältnig.als die kleinere. Da: 
gegen hat die dritte ein kleineres Verhältnig zu der größern als zur 
kleinern; oder ein größeres Verhältniß zur kleinern als zur größern, 
. und umgefehrt. 

Wenn AB, fo if 


A:C>B:C 
C:A<ZC:B 
C:B>cC:X 


Eucl. V, 8, 10. 

142. Srundf aß. Größen, die zu derfelben dritten einerlei 
Verhaͤltniß haben, find gleih; und umgekehrt. 

Wenn Ai B:: C:B, fit A C, und wenn A — C, fo 
EA:B::C:B 

Eucl. V, 9 

143. Srundfag. Gleichvielfache und gleich⸗ aliquote Theile 
von gleichen Groͤßen ſind gleich; und die von ungleichen Groͤßen ſte⸗ 
hen in demſelben Verhaͤltniſſe zu einander, als die Groͤßen ſelbſt. 


1 


) Der Unterſchied in der Be Er sweiſe der Proportlonatltät bei und und Eu: 
- eibee hat S ur Saint van einige 8 ie a een erausgefihic ten Erftärungen 
An ne HL, abe erfcheinen, bei Gelee gehrläpe find, die derſelbe auch nicht unteriäßt 


U 
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Wenn A — B, fo ift mA — mB, und a == B 
_ 1 ın 


4 mA 
Wenn 538* g, fo iſt = 


Ben A:B=C:D,fieumA:nB=C:D 
mA : nıB = mC : mD 
mA: mB = nC:nD. 


Eucl. V, 15 und VII, 17, 18. 


Zuf. Man kann dieß auch fo ausdräden:. ‚Sind zwei Größen 
einander gleich, fo wird diefe Gleichheit nicht geftört;, wenn man fie 
beide durch dieſelbe Zahl multiplicirt oder dividirt; und eine Größe 


bleibt diefelbe, wenn fie durch diefelben Zahlen muitipiicirt und divi⸗ 
dirt wird. 


144. Srundfag. Zwei Verhaͤltniſſe, welche demſelben drit⸗ 

ten gleich | find, find unter einander gleich. 
Eucl. V, 11. 

145. Srundfas. Wenn von zwei gleichen Verhaͤltniſſen das 
eine größer oder kleiner ale ein. drittes ift, fo gilt eben dieß auch von 
dem andern. 

Eucl. V, 13. 


Eigenfchaften der geometriſchen Proportionen. 


— — — — 


146. Lehrſatz. Sind vier Groͤßen A, B, C, D’proportionirt, 
und man nimmt beliebige Gleichvielfache von der erſten und dritten 
(mA, mC) und andere beliebige Gleichvielfache von der zweiten und 
vierten (nB, nD), fo ift das Vielfache der dritten ſtets eben fo groß, 
größer oder Heiner als das Vielfache der vierten, je nachdem das Viel⸗ 
fache der erften eben ſo groß, groͤßer oder kleiner als das Vielfache der 
zweiten iſt. 


Beweis. Nach der Vorausſetzung Te 57 S, alfo auch (143) 


mA = 
>= ‚ daher wenn 


nA entweder > oder — dder <nB, fo ift au 
mC entweder > oder = oder < nD. 

Anmerkung. Man flieht Hieraus, daß die von Euclides gegebene Erfiärung von 
Proportionalität aus der unfrigen folgt. f. 130 Anmerf, 4, 
| 147. Lehr ſatz. Wenn das Verhältniß von A zu B größer ift 
als das von C zu D, fo kann man ſtets folche Gleichvielfache der er: 
fien und dritten (mA, mC) und andere Gleichvielfache der zweiten 
und vierten (nB, nD) fo nehmen, daß wenn auch das Vielfache der 
erften (mA) dag der zweiten (nB) übertrifft, gleichwohl das Vielfache 
. der dritten (mC) das der vierten (nD) nicht Übertrifft, fondern entwe⸗ 
der gleich oder Kleiner ift. 

Tacquet zum VBuche des Euclides Part. I, Th. 1. 
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, A C mA ml m 
Beweis. Es fei 5 > 5 alſo auch 5* > 5 Nun kann, 


A C 
wenn mA > nB iſt, damit — > —; fei, zwar au mC > nD 


fein, aber eben fo gut kann mÜ—=nD, und mC<{uD fein. 


148. Lehrfag. Kat man zwei Berhältniffe A: B und C: D, 
nimmt Sleichvielfache von den beiden Vordergliedern (mA, mC) und 
andere Sleichvielfache von den Hintergliedern (nB, nD) und es find 
die Vielfache beider Vorderglieder zugleich größer, eben fo groß, oder 
feiner als die Vielfachen ihrer Hintergtieder, und zwar in allen Fäls 
len, welche Bielfachen man aucd nehmen möge, fo find die beiden 
Verhältniffe einander gleich. \ 

Erläuterung. Der Sag behauptet: Wenn für den Fall, wo 
mA nB, auch mC >nD, wo mA ==nB, aud) mC = nD und 
wo mA <—nB, au mC <nD, fomüfeA:B=C:D fein. 

Beweis. Wäre unfere Behauptung nicht richtig, fo müßte ents 
wer A: B>C:D, oder C:D>A:B fein. Sm erftern 
Falle liegen fih (147) ftets Vielfache von A und C und andere von 


B und D fo nehmen, daß wenn mA > nB, doh mC—=nD oder 


mC << nD wäre, was offenbar der Borausfegung widerfpricht. Eben 
fo läge fich Zeigen, daß unter unferer Vorausfeßung nicht : D > 
A: Bfein kann, sitaoA:B=C:D. 

Zuf. Laſſen fich bei zwei Verhältniffen Sleichvielfache von den’ 
Vordergliedern und andere Gleichvielfache von den Hintergliedern fo 
nehmen, daß während indem erften Verhältniffe das Vielfache des Vors 
dergliedes größer als das Vielfache des Hintergliedes ift (mA > nB), 
in dem zweiten Verhältniffe das Vielfache des Vordergliedes nicht groͤ— 
Ber ift als das Vielfache feines Hintergliedes (mC nicht > nD), fo 
ift das erſte Verhältniß ſtets größer als das zweite (A: B>C:D). 

Beweis. Wäre dem nicht alfo, ſo ſei A: B = C:D, alfo 
(148) wenn mA > nB, auch mC > nD, was offenbar gegen die 


C 
Vorausfegung. Könnte A: B <C: D. oder 5 >: fein, fo 


C A. 
müßte auch —> — fein, und darum, wenn mA > uB, um fo 


‚mehr mC > nD fein, was genen die Vorausfeßung fireitet ıc. 


Anmerfung1. Aus unferm Sage und feinem Zufage fieht man, wie die Gleichheit der 
Berhältniffe aus der Lehre von den Gleichvielfachen, wie fie Cuclides aufgeftellt bat 
- (130, Anmerfung 4), hergeleitet werden Fann, daß alfo die eine Lehre mit der andern 
volfommen übereinfommt, Nicht minder ficht man, daß fi weſentlich nichts ändert, 
ar die in Rede ftehenden Größen commenfurabel oder incommenfurabel zu einan- 
er fein, 

Anmerfung 2. Wir werden uns bei den folgenden Sägen nicht mehr mit Erörte- 
rungen über Gommenfurabilität oder Incommenfurabilität der dabei erfcheinenden Größen 
aufhalten, fondern uns lediglich an unfere Erflärung in 130 halten, und nur hie und . 
da Einzelnes zur nähern Erläuterung in Anmerkungen beifügen. 


149. Lehr ſatz. In jeder Proportion tft, je nachdem das Vor⸗ 
derglied des erſten Verhaͤltniſſes größer, eben fo groß oder Kleiner als 


v 


„rg 
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fein Hinterglich ift, auch ſtets das Vorderglied des zweiten Verhaͤlt⸗ 
niſſes groͤßer, eben ſo groß, oder kleiner als ſein Hinterglied. 
Eucl. V, 14. — L.C. $. 106. 
C 


Beweis. Aus der Vorausſetzung felbft, daß = =>; 


150. Lehrfag. Bilden vier Größen eine geometrifche Pro: 
portion, fo ift das Produft der beiden Aufßern ſtets fo groß ale das 
Produkt der beiden mittleren. Umgekehrt, wenn zwei Produkte, jes 
des aus zwei Factoren beftehend, gleich find, fo Bilden diefe vier Fa: 
etoren eine geometrifhe Proportion, nämlich fo, daß der erfte des 
erfien Produktes ſich zum erften des zweiten Produktes verhält, wie 
der zweite Factor eben diefes zweiten Produktes zum zweiten des.ers 


ften Produftes. 
Eucl. VII, 19. 


Beweis. Aus 130 und 131, und Zuf. zu 143. | 

Anmerfung 1. Wir verftehen bier unter den Produften fowohl diejenigen, die 
ſich wirklich in Zahlen darftellen laſſen, als aud) diejenigen, wo dieß nit möglid iſt; 
unfer Sag ift alfo auf commenfurable und incommenfurable Größen gleih anwendbar. 

Anmertung 2. Diefen Sat in Kurt Allgemeinheit findet man bei Enclides nicht, 
fondern nur für Zahlen im VII B. Doch wir werden fpäter (203, 3. 5) zeigen, daß 
der 16te Sag im VIB, des Euclives mit unferm zufammenfält. 

Zuſ. 1. Sind drei Größen ftetig proportionirt, fo ift das Pro: 
dukt der beiden äußern gleich dem Quadrate der mittlern. 

Eucl. VII, 20. 

Anmertung 3. Es ſoll fpäter (203, 3: 8) gezeigt werben, daß der 17te Say im 
VI B. des Euclives mit diefem unfern Satze zufammenfällt. 

Anmerkung 4. Die Gleichheit von Produßten liefert in vielen Fällen eine bequeme 
Art für den Ausdrud des Verhältniſſes, das zwifdhen zwei Größen Statt findet. So 
beftimmt man dad Verhältniß von Maaß und Gewicht an einem Handelöplage zu dem 
an einem andern faft ohne Ausnahme durch Angabe zweier Produfte z. B. man fagt 
100 Amfterdammer Ellen find gleid 106 Stettiner Ellen; anftatt A. E.: St. E. = 
106 : 100. Es ift übrigens diefer Ausdruck audy geeignet, die Euclideifhe Erflärung 
von Proportion zu. verdeutlihen. Schon Montucla (Hist. des Math. I, p. 210) bat 
Beh Bemerkung gemacht und dadurd Euclid’5 5te Erklärung im V B. zu vertbeidigen 
geſucht. 

Zuſ. 2. Hieraus ergeben ſich von ſelbſt die Regeln, um eine 
oierte, eine dritte, oder eine mittlere Proportionale zu finden. 


Anmerkung 5. Von ſelbſt leuchtet ein: 
1) daß, wenn man eine mittlere Proportionale zwiſchen zwei Zahlen ſucht, dieſe nur 
dann wirklich und genau in Zahlen dargeſtellt werden kann, wenn das Produkt je 
ner beiden Zahlen eine Duadratzahl bildet, da ja die mittlere Proportionale die 
Wurzel aus diefem Produfte if. — Daß aber zwifhen zwei gegebenen Linien 
allezeit eine mittlere Proportionale ſich finden läßt, fol in der Iten Aufgabe des 

dritten Buches gezeigt werden, _ 
2) daß, wenn man eine dritte Proportionale zu zwei gegebenen Zahlen, oder eine 
vierte zu dreien fordert, dieſe dritte, oder vierte eben fo gut ein Bruch als eine 
ganze Zahl fein Fann. Da nun Euclives in feinem VII, VII, IX Bude, fo oft 
er von Zahlen ſpricht, Feine andern ald ganze verfteht, fo hat er den 18ten und 
19ten Satz des IX. B. dazu aufgejtellt, um zu erforfähen, ob, wenn zwei oder drei 
Zahlen gegeben find, eine dritte oder vierte Propertionale zu ihnen fi finden laſſe. 
Anmerfung 6. Auf unferm Zuſatze beruht auch die ganze Negel de tri, wie in 

der 5ten Anmerkung zum folgenden Zehrfage näher gezeigt werden fol. 

Anmertung 7. Die Gleihheit der Produkte AD — BG folgt unmittelbar aus 
der Gleichheit der Verhältniffe A : Bund C : D, Wären nun die Verhättniffe nit 
gleich, fondern hätte man A : B > oder < C : D, fo ließ ſich auf gleiche Art zeigen, 


. 
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daß AD > oder < BC wärez und umgekehrt — ein Say, deffen erfter Theil den er⸗ 
ften Satz bei Serenus de coni sectione bildet, der zweite aber von Eutocius in feinem. 
Gommentar zu Arhimed’d Schrift: deSphaera et Cylindro.B.2, S. 9 gebraudt wird. 
151. Lehrſatz. Sind vier Größen (A, B, C, D) proportios 
nirt, fo bleiben ſie es auch bei Verwechslung (alternando) der beiden 
mittlern in ihren Stellen (A : C — B : D) und eben fo bei der Um⸗ 
tehrung (invertendo) beider Verhältniffe d.h. wenn man das Hinter 
glied jedes Verhältnifies zum Vorderglied maht und umgekehrt. 
Eucl. V, 16, V, 4 Zuſ. und VII, 13. 
Bew. Aus 150. 

Amer hung 1. Die Verwechslung alterna ratio, von einigen auch permutatio 
genannt), erklärt Euclives (V, Erkl. 13) als die Annahme, daß das Vorderglied fi 
zum Bordergliede, wie dad Hinterglied zum Hinterglieve verhalte, 

Anmerkung 2. So lange man die Glieder einer Proportion als Größen in abs- 
tracto betrachtet, ift die Verwechslung unbedingt zuläffig 5; giebt man dagegen ihren 
Einheiten beftimmte Benennungen, fo Fann die Verwechslung nur dann geſchehen, wenn 
die Einheiten aller vier gleich find. So verhält fih z. B. ein balbes Jahr zu einem Mo— 
nate wie ein Dxhoft zu einem Anker; wollte man aber bier verwechſeln und fagen ein 
b, 3. zu einem Orhoft, wie ein Monat zu einem Anker, jo wäre dieß offenbar finnlos, 
da zwifhen einem Monat und einem Anker eben fo wenig ein Berhättniß denkbar ift, 
als zwiſchen einem halben Jahre und einem Oxhoft. Darum fügen mande Schriftfteller 
unferm Sage die ausdrüdlihe Bedingung hinzu, daß alle Glieder der Proportion gleich⸗ 
artig fein müffen. Cine ähnliche Bemerkung gilt von unferm Lehrſatz 153. Dod wir 
betrachten bier die Größen ald abftracte und unbenannte. Euclides fpridt im 13ten ©. 
feines VII Buches, weldes von Zahlen handelt, mit Reit von der Verwechslung als 
allgemein und unter allen Umftänden zuläffig. 

Anmerfung 3. Bon der Umfehrung giebt Euclides folgende Erflärung: ‚Die Um— 
fehrung eines Berbältniffes beiteht darin, daß man fast, das Hinterglied (als nunmeb- 
riges Borderglied) zum Bordergliede (ald nunmehrigem Hintergliede), Vergleicht man 
diefe Erflärung mit unferer obigen in 134, jo ſieht man leicht, daß beide auf eind hin- 
ausfommen. 

Anmerfung 4. Die Glieder einer geometrifgen Proportion Eünnen auf mehrfache 
Weife ihren Pla gegen einander mwedhfeln, wenn man Umkehrung und Verwechslung 
mit einander verbindet; nämlich : 


=C:D A:C=B:;:D 
B:A=D;C. C:A=D:B 
B:D=A:C GC; D=A:B 
D:B=0C; A D:C=B:A 

Und auf ähnlihe Weiſe Tann man aus der Proportion A: B= C : D, oder aus den 

gleihen Produkten AD = BC, eu nod folgende acht Proportionen bilden : 

. 1,1 . 4 _1,1 
A:B=n:c 3: 48 53:5 
‚1 ‚1 i1_ ‚i 
A:z B:z B:z=A:z 
- 0 1,1 1_ u | 
CG:D BA C:;,=D:z 
s 1,1 ‚i ‚1 
D:C 1'5 D:  =C:5 


Und fo könnte man noch andere Verbindungen zwiſchen den Größen A, B, C, D ma- 
den, die alle richtige Proportionen find, wenn die Produfte, die Man aus den dußern 
und aus den mittlern Gliedern bildet, entweder unmittelbar AD — BC geben oder auf 
diefe Gleichheit gebradyt werden Fünnen. 

Zuf. Zahlen, die zwei gleiche Produkte bilden, laſſen ſich ftets 
in eine foldye Verbindung bringen, daß eine geometrische Proportion 
entfteht. 

L. C. $. 302. 
Anmerfung 5. Auf diefem und dem vorhergehenden Sage beruht die ganze Regel 
de tri fammt Allem, mas an fie fi unmittelbar anſchließt, worüber aber das Nähere 


‘ 
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dem mündlichen Bortrage überlaffen bleiben muß. Uebrigens tft diefe Anmerkung abficht⸗ 
lich dieſem und nicht dem vorhergehenden Zehrfage beigefügt worden, weil man bei der 
Art, wie man nur zu oft die Regel de tri behandelt, ſich eine Verwechslung erlaubt, 
die nicht zu billigen ift. 

Zragt man z. B. wie viel foften 17 Ellen, wenn 6 Ellen 13 Rthlr. koſten? fo ift 
das einfahe und natürliche Verfahren dieſes: 

€. : 17&, = 13 Rthle, : xRthlr. 

Waare zu Waare, wie Geld zu Geld, Allein in den meiften Rechenbüchern frgt man: 
6:13 = 17 s x eine eben fo offenbare, als unzuläffige (Anmerk. 2) Verwechslung 
der mittlern Glieder der zu bildenden Proportion. 

152. Lehrſatz. Wenn von vier Größen das Produkt aus der 
erften und zweiten gleich ift dem Produkte aus der dritten und vierten, 
fo fiehen die Größen im umgekehrten Verhältniffe zu einander, es vers 
hätt fich nämlich die erſte zur dritten, wie die vierte zur zweiten, oder 
die erſte zur vierten, wie die dritte zur zweiten. 

. Beweis. Aus 151, Zuf. | 

Zuf. Hierauf beruht das Verfahren, um zu drei gegebenen Grös 
Ben eine vierte umgekehrte Proportionale zu finden, d.h. eine Größe, 
die fo befchaffen ift, daß die erfte und zweite im umgekehrten Verhält: 
niß zu einander ſtehen, als die dritte und vierte. 

Anmerfung, Darauf gründet fi die fogenannte verkehrte Negeldetri, 
die fi von der gewöhnlidhen oder, wic man fie gewöhnlich nennt, geraden Pegel de tri 
nur in Beziehung auf den Anſatz unterſcheidet. Es iſt jederzeit leicht zu entfiheiden, ob 


- die eine oder die andere zur Anwendung kommen muß. Man frage fih nur: muß das 


geſuchte vierte Glied in eben dem Maaße größer oder Peiner ald das dritte der gegebe- 
nen werden, in welchem das zweite größer oder Fleiner als das erjte ift? Iſt dieß der 
Fall, fo muß Die gerade Regel de tri angewandt werden. Wenn dagegen dad vierte 
Glied in eben dem Maafe größer oder Fleiner als das dritte werden muß, in weldem 
dad zweite (nicht größer oder Fleiner, fondern) kleiner oder größer als das erfte ift, fo 
bat man den Kal der verkehrten Regel de tri.. Wenn 3. B. ein Fuhrmann für eine 
gewilfe Fracht 400 ſh 80 Meilen weit zu fahren ſich verpflichtet, wie weit wird er für 
eben diefe Summe 950 Ib fahren müffen ? Hier fallt in die Augen, daß man nicht an- 
fegen darf: 400 Ib : 950 Ib = 80 M.: xM,; da der Fuhrmann offenbar 950 Ib 
für daffelbe Geld nicht eben fo weit fahren kann, ats 400 [b, fondern der Weg muß 
fi vielmehr in dem Maaße verfürzen, in welchem die fortzufchaffende Tajt zunimmt, Es 


iſt alfo die verkehrte Negel de tri, die man anwenden muß, mithin: 950 : 400 = 


80: x. Man wird fih nie verfehen, wenn man nad der vereinten Wirkung der in 
Betracht Fommenden Umftände fragt. Die eine ift: 400 Ib 80 Meilen weit, oder 
400 . 805 die andere 950 Ib x Meilen weit, da nun der Fuhrmann diefelbe Fracht 
erhält, fo muß offenbar 400 . 80 — 950 . x, oder 950 : 400 = 80 : x fein. 
153. Lehrſatz. Sind vier Größen proportionirt, fo hat man 
auch ſtets durch Addition. oder Zufammenftellung (componendo) die 
Summe der erften und zweiten zur erſten oder zweiten, wie die Sum: 
me der dritten und vierten zur dritten oder vierten; und eben ſo durch 
Subtraction oder Trennung (dividendo) den Unterfchied der beiden er: 
fien zur erften oder zweiten, wie den Unterfchied der beiden letzten zur 
dritten oder vierten; und beides vereinigt, die Summe der beiden ers 
fien zu ihrem Unterfehtebe, wie die Summe der beiden legten zu deren 
Unterfchiedez und umgekehrt für alle einzelnen Fälle. | 
Eucl. V, 175 18 und VII, 11.— L. C. $. 304, 305- 
. Beweis. Aus 150, Zuf. 2 und 141. | 
Anmerkung 1. Euclides giebt folgende Erklärung von Zufammenftellung (compo- 


‚sitio): „Bufammenftellung eines VBerhältniffes ift es, wenn man dad Verhältniß des 


Border = und Hinter - Gliedes ald einer einzigen Größe zum Hinterglicde nimmt.’’ VB. 
Erkl. 15. Die Trennung 'erflärt Cuclides als dad Nehmen des Verhaͤltniſſes vom 
neberſchuſſe des Vordergliedes Über das Hinterglied zum Hintergliede. Wenn man dieſe 


7 
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Subtraction ober Trennung gemwöhnlidy mit den Namen: divisio, oder dividendo be- 
zeichnet hat, fo ift dieß in Folge einer ungenauen Ueberfegung des griechiſchen von Eu⸗ 
clides gebrauchten Ausdruckes dralpeors geſchehen. 

Zuſ. Aus unſerm Satze laſſen ſich durch Verwechslung und lim: 
tehrung viele andere Proportionen herleiten, die alle in Worten aus: 
zudruͤcken nuglos fein würde, Es folgen hier die wichtigiten. 

Die gegebenen feien 


1. A B:A=C-+D:ct 
2. Als:sechn D 
3, A —B:A=-C0C-—D:cC 
4. A—-B:B=C—D:D 
5 A+B:A—B=Cc+D:Cc—D 
Hieraus folgen: 
s:ılsen:chh 
8 A+B: cC+B=A:C 
9. Nelıcm 
0.A+B:c+D=A—-B:c-—D 
u. ſ. m 


Anmerkung 2. Wenn man unſere Proportion 1, nachdem man die mittlern Slie- 
der verwechſelt, fo A + B:C--D = A : C, als Hypotheſis verbindet mit der 
Proportion 9 ald Thefis, jo erhält man den 19ten 3. bei Euclides. J 

154. Lehrſatz. Wenn das Anfangsglied einer Proportion 
das groͤßte unter allen iſt, ſo iſt das Endglied das kleinſte; und die 
Summe des groͤßten und kleinſten iſt größer als die Summe der bei: 
den übrigen. 

Beweis. Tür den erften Theit aus 149. Tür den zweiten heit 
alſo: da A:B=C:D, ſo if (153) 

A—B:B= C—D: D, oder 
- A—B:C—-D=B;D, da nun 
B>D, fo ift au A—B>Cc-—D, oder Aa-D>B-tc. 
Anmerkung. Diefer Say ift bei Euclides der 28te im V. B., wo der Berfaffer 


ſtillſchweigend vorausſetzt, Daß wenn das Anfangöglied das größte ift, das Endglied das 
Feinfte fein müffee 


155. Lehrſa tz. Aus zwei beliebigen Proportionen A:B= 


C:Dud E: F=G :H fann man flets eine dritte und vierte 


Proportion herleiten, indem man jedes Glied der einen, durch das ent: 
fprechende der andern multiplicirt oder dividirt, alfo AE : BF = 
AB_CD | 
CG : DH, und — E'FTeEH - 
Beweis. Aus ©. 150, und deffen Item Zuf. 


Zuſ. 1. Sind daher vier Größen proportionirt, fo ſind es auh 


ihre gleid) ‚hohen Potenzen, und ihre gleich hohen Wurzeln, 


Zuſ. . Sind vier Größen proportionirt, fo verhält ſich auch 
die Hälfte der erften zur zweiten, wie die dritte zum Doppelten der 
vierten. Ober allgemeiner: die Proportionalität bleibt ungeftört, 
wenn man das eine der beiden äußern Ölieder durch eine beliebige Zahl 
multiplicirt, und das andere durch eben diefe Zahl dividirt, Daffelbe 
gut von den beiden mittleren Sliedern. 

Tacquet Lemma ad pr. 11 ex Archimede. 
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156. Lehrfatz. Wenn man zwei oder mehrere Proportionen 
(A:B=D:EudB: CE: F), wo die Vorderglieder oder 
Hinterglieder der einen entweder die Vorderglieder, oder die Hinters 
glieder der andern ausmachen, fo find aud) die Übrigen Glieder der 
erfien, jedes in feiner Stelle, proportionirt den Übrigen Gliedern der 
jweiten(A:C=D:NM. 

Beweis. Aus 155. 

- Anmerfung 1. Diefer Sat begreift den 22ten und 23ten S. des fünften und aud 
den 22ten S. des fiebenten Buches bei Euclides in fih. Er nennt ihn die Zolgerung 
ausdem Gleichen (ex aequo), und zwar diejenige, wo, wenn A:B=D:E 
wB:C=E:F, ahA:C=D:F, die Folgerung aus dem geord— 
neten Gleichen. Schließt man dagegen, daß, wenn A:B=E:FwdB:C 
=D: E,ua5A:C=D:F fein müffe, fo beißt vieß die Zolgerung aus dem 
niht geordneten Gleichen. Beide Folgerungen heißen die aus dem Gleichen, 
weil fie in einer Gleichheit von Berhältniffen beſtehen. Die gegebenen gleihen Berhält- 


u - AB DE, . B , 
niffe find im erften Halle BC und pm zweiten 56 und P® In bei- 


A D . 
den folgert man die Gleichheit der- Berhältniffe — und 7 aber im erften Zalle geben 


die Glieder der gleihen Berhältniffe beiderfeits in derfelben Ordnung fort. Auf der 
einen Seite find nämlich gegeben A, B, C, auf der andern D, E,F; es if 


dad Verhältniß der erften zur zweiten & auf der einen Seite, glei dem Berhältniffe 


— 


D 
zwiſchen der erſten und zweiten 5 auf der andern; und eben dad Berbältniß der zweiten 


zur dritten 2 auf jener, gleid) dem Berbältniß der zweiten zur dritten F auf dieſer; 


ed findet alfo bier offenbar auf beiden Seiten diefelbe Drdnung Statt und darum der 
Ausdrud: Aolgerung aus dem geordneten Gleihen. Im zweiten Falle Dagegen folgen 
die Glieder der gleihen Berhältniffe nicht Dderfelben Ordnung auf beiden Seiten; denn 


anf der einen ift es das Berbältniß von der erſten zur zweiten 2 auf der andern aber 
FJ E B 
das von der zweiten zur dritten F̃/ ferner das von der zweiten zur dritten 5 auf je⸗ 


D 
ner, aber das von der erſten zur zweiten ẽ auf dieſer. Man folgert alſo hier aller⸗ 


dings aus dem Gleichen, aber aus dem nicht geordneten. Hierdurch werden nun 
auch die drei folgenden Erklärungen des Euclides hinreichend aufgehellt fein. 

V VB Erkl. 18. „Aus dem Gleichen folgert man, wenn man bei zwei gegebenen 
Größenreihen, die beide gleichviel Glieder enthalten, und von denen je zwei der einen 
proportionirt find mit zweien der andern, die erfte zur legten der einen Reihe, wie die 
erſte zur legten der andern ſetzt.“ ° 

Erkl. 19. „In geordneter Proportion ift eine Reihe von Größen mit einer andern, 
wenn die erfte und zweite von jener mit der erften und zweiten von diefer proportionirt 
Hi und eben fo die zweite und dritte von jener mit der zweiten und dritten von die— 
er ꝛ⁊c. 

Erkl. 20. „In nicht geordneter Hroportion find dagegen brei Größen mit drei an- 
dern, wenn die erfte zur zweiten der einen Reihe iſt, wie die zweite zur dritten der an- 
dern, und das Hinterglied des erften Verhältniffes zu der zunädft darauf folgenden 
Größe, wie die dem Vordergliede des zweiten Berhältniffes zunächſt vorhergehende Größe 
zu diefem Vordergliede.“ 

Anmerfung 2. . Unfer Sag ift allgemeiner, begreift alle mögligen Fälle unter ſich, 
und macht es ganz uͤberflüſſig, noch einen Unterſchied zwiſchen geordnet und nidt 
geordnet zu maden, | | 

Anmerfung 3. Unfer Sag bildet die Grundlage für die Regel von Fuͤnfen, Ket- 
tenregel, Geſellſchaftsrechnuung u. f. w., mo man die gefuhte Größe durch Werbindung 
mehrerer Proportionen findet, in denen immer .einige Glieder diefelben find, und welche 
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daher durch die Zolgerung aus dem Gleichen verſchwinden; dem mündlichen Bortrage 
müffen die zur binreidhenden Erläuterung nötbigen Beifpiele vorbehalten bleiben. 


L. C. $. 324. 
auf. 1. Wenn A: B=D:E und 
B:C=E:F 
oder wenn A:B=E:F und— 
B:C=D. 


fo ift ſtets D größer, eben fo groß, oder fleiner als F, je nachdem 
A größer, oder eben fo groß, oder Kleiner als C ift. 

Es ergiebt fich dieß aus dem Hauptfaße in Verbindung mit 149; 
und macht bei Euclides den 20ten und Qlten Sag aus. Er nennt 
fie auch die Solgerungen aus dem geordneten und nicht geordneten Un⸗ 
gleichen. 

Zuf. 2. Sn jeder Proportion kann man an die Stelle zweier 
Glieder zwei andere ihnen proportionfrte fegen. Wenn z.B. 

: B==CD: EF und 
En :K, fo ift 
A:B=D)J:HFK. 
Anmerkung 4. Auf diefem Sage beruht die fegenannte regula falsi , wie durch 
geeignete Beifpiele mündlich zu erläutern, 

157. Lehrſatz. Sind vier Größen proportionirt, fo verhaͤlt 
fid) die zweite Potenz von der Summe der beiden erften zur zweiten 
Potenz vonder Sunme der beiden lebten wie das Produkt der beiden 
erften zum Produft der beiden legten. 

Bew, Denn weil A: B =C: D, fo it au 

A :C+D ==A:C (153 und 151) 
Ba: (C+1D)2=A.A:C.C (155, Zuf. 1) 
8 B)?:(C-+-D)2=A.B:C.D (156, Zuf. 2) 
Anmerkung. Diefer Sag ift der 12te bei Serenus de sectione cylindri, aber 
auf Linien und mithin auf Quadrate und Ngchtede angewandt, Archimedes bat im 
2ten Buche feiner Schrift: Ueber Kugel und Sylinder, im 3ten ©. von ihm Gebrauch 
gemacht, daher auch Peyrard in feiner franzöſiſchen Ueberſetzung des Werkes in einer An⸗ 

merfung einen Beweis unferes Satzes beigefügt bat. 

158. Lehr ſatz. Kat man zwei Proportionen (A: B=C:D 
und E: F==G : H), in denen die einzelnen Berhätmifle, aus 
denen fie befichen, alle unter einander gleich find, “ =; — 
—5, ſo ſind die Summen oder Unterſchiede von je zwei entfpres 

chenden Gliedern beider Proportionen, in derfelben Ordnung wie die 
Glieder felbft genommen, gleichfalls proportionirt. 


Beweis. Aus &. 150 und deffen Ztem Zuf. 

309. 
—eS Bon dieſem Sage iſt der 24te im 5ten Buche des Euclides ein be⸗ 
Ionberer Sale, mid, wenn A:B=C:DwmE:B=F;D, fo ift auch 
A+E F:D. In Worten: „Sind vier Größen proportionirt, und 
eine fünfte zur peiter verhält fi wie eine fechfte zur vierten, fo ift aud) Die Summe 
der erften und fünften zur zweiten, wie die Summe der dritten und ſechſten zur vierten.’ 


Zuſ. Wenn man zu den Hintergliedern einer Proportion Groͤ⸗ 
Ben addirt oder von ihnen abzieht, die in demſelben Verhaͤltniß ftes 
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hen, als die Vorderglieder, fo bilden auch dieſe Summen oder Un⸗ 
terfchiede noch gleiche Verhältniffe mit den Vordergliedern. 

159. Lehrſatz. Sind von zwei Propertionen die Vorderglies 
der der einen denen der andern proportionirt, fo find auch die Sum⸗ 
men oder linterfchtede je zweier entfprechenden Glieder, in derfelben 
Drdnung wie die Glieder ſelbſt genommen , unter einander propor⸗ 
tionirt. - 

L. C. $. 309. 
Beweis. Aus 150 und 151, Zuf. 

Anmerkung. Diefer und der vorhergehende Sag bilden die beiten einzigen Zälle, 
wo man aus zwei Proportionen die Proportionalität der Summen oder Unterfäiche ih⸗ 
rer Glieder folgern kann. 


— TE 


Eigenfhaften der geomttrifhen Reiben oder Pro— 
greffionen 





160. Lehrfag. Sind mehrere Größen (A, B, C, D, E ıc.) 
ftetig proportionirt,, oder bilden fie eine geometrifche Progreffion, fo 
ſteht die erfte zur deitten in dem zweifach hoͤhern Verhaͤltniß als die 
erfte zur zweiten ; ferner die erite zur vierten in dem dreifach hoͤhern 
Verhättnig, und allgemein die erfte zur nten in dem (n — I)fad) hoͤ⸗ 
bern Verhaͤltniß als die erfte zur zweiten, oder die erſte verhätt ſich 
zur nten wie (n— I)te Potenz der erfien zu eben diefer Potenz der 
zweiten. j 

L. C. 3. 298, 318. 

Beweis. Aus 131 und 155. 

Zuf. 1. Daher ift das Verhältnig des erften Gliedes zu einem 
beliebigen andern aus den Verhältniffen aller zwifchen beiden Itegens 
den Glieder zu einander zufammengefegt; und da diefe Verhältniffe 
alle gleich find‘, fo ift jenes Verhaͤltniß gleich der fo vielten Potenz 
des Verhältniffes vom erften zum zweiten, fo viel Glieder dem belie⸗ 
big angenommenen vorausgehen. 

nmerfung. Die Erklärung, welche Euclides von dem zweifach oo, dreifach 
hoͤhern ic. Werbältnif zweier Größen (A : B) gegeben hat, daß es nämlih, in einer 
ftetigen Proportion, in mwelder die beiden in Rebe ftehenden Größen die beiden erjten 
Glieder bilden, das Berbältniß der erften zur dritten, ter erften zur vierten 2c. fei, 
ftimmt alfo mit unferer Erflärung ganz überein. &. 136 nebft Anmerk. dazu. 

Zuf. 2. Die mittlere Proportionale zwifchen zwei Größen ift 
Heiner als die größere, aber größer als die kleinere. 

Denn A :B =B :C, und daher auch 

‚A? :B2 — B?2: C?—=A: C (155 und voriger Zuf.), 
alfo, wenn AC, aub A>Bund B>C. 
Anmerkung: Diefer Say bildet den erften Lehrfag nad dem Aten Hauptfage bei 
Mralmane in feiner Särift über Kugel und Eylinder. 


ſ. 3. Jedes Glied einer geometrifchen Neihe ift gleich dem 
vorhergehenden multipliciet durch den Anzeiger (129, Anm. 2). 
Zuf. 4. Iſt A das Anfangsglied einer folhen Reihe, B das 


zweite, und der Anzeiger q, alfoq —= 2 fo kann die Reihe alfo 
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ausgedruͤckt werden: 
A, Aq, Aqꝰ, Agd,. Aq*, AgQd..... Aqu- 
L. C. 6. 311. 

Zuf. 5. Das nte Glied der Reihe ift gleich dem Anfangsgliede 
multiplieirt durch die (m - 1)te Potenz des Anzeigers. 

Zuf. 6. Iſt das erſte Glied größer als dag zweite, alfo der 
Anzeiger ein Bruch, fo ift jedes Glied Eleiner als das vorhergehende‘ 
and die Reihe heißt eine fallende. Die Glieder werden immer 
kleiner, je weiter die Reihe fortgefeßt wird, ohne darıım jemals ganz 
Null werden oder verfchwinden zu fönnen. Wenn dagegen das zweite 
Glied größer als das erjte, fo ift die Reihe eine fteigende; alle 
Glieder werden defto größer, je weiter fie fih vom Anfangsgliede ent: 
fernen. Diefes leßtere ift das Eeinfte, darf und kann aber niemals 
Null fein. 

Zuſ. 7. Nichts hindert, die Reihe, für welche man urfprängs 
lih A als Anfangsglied genommen, als fchon vor bieſem Gliede be⸗ 

ginnend zu betrachten. Man erhaͤlt alsdann: 
A4 A A A. A A 


1-1 u... q* ‚75370 gt’ g° , Ag, Ag?, Age |... Aquꝰ-1i, 
oder nach 122, Anm. 3. 
AD ‚.Agq Ag "Ag. Ag” Ag ‚Ag hat, Ag®..... Ag a 


Zuf. 8. Man kann auch ſtets die Stieder einer gegebenen Reihe 
vermehren, dadurch dag man zwifchen zwei zunächft auf einander fols 
genden eine Anzahl mit diefen fletig proportionirten Größen einfchal» 
tet. Die Reihe Hört dadurch nicht auf, eine geometrifche zu fein. 
Sin unferer vorhergehenden Reihe z. B. kann man zwifchen A und Ag, 
fo wie zwifchen Agq und Ag? alfo einſchalten: 


A, Aqt, Aq?, Ag?, Ag, Ag, aAqQ, aAqt—, 1Q2... 
oder 
A, Aqo, 25, Aq95, Ag0:75, Aq, Agt:25, Agtd, Aql, 75, Agqg?... 
und fann diefe Einfcaltung natürlich fo weit fortführen ale man wil. 

Man kann daher auch jede beliebige Zahl als Glied einer folchen 
Reihe betrachten, da es keine Zahl giebt, die nichtirgend einer Wurzel von 
. einer gegebenen Zahl (wenigftens annähernd) gleich wäre. So iſt z. B. 

100000 
5 ⸗ 10779085 —_ — 10969897 — 0100 — — V 1069897 . 
Und darum kann man 5 als ein Glied der geometrifchen Reihe betrachs 
ten, deren Anfangsglied 1, und deren Endglied 10 ift. 

161. Lehrſatz. Sn jeder geometrifchen Reihe ift das Produkt 
von zwei ganz beliebigen Gliedern gleich dem Produkte zweier andern, 
die gleich weit von jenen, das eine von dein einen, das andre von 
dem andern, und zwar entiweder das eine nach dem Anfange und das 
andere nach dem Ende hin, oder beide nach der Mitte hin entfernt 


find. 
Beweis. Aus 160, Zuſ. 4, und Zuf. 1. 


. Zuf. Nimmt man daher ein Paar beliebige Ölieder einer Reihe, 
die durch eine ungerade Anzahl von Zwifchengliedern getrennt find, fo 
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ift ihre Produkt gleich der zweiten Potenz von dem mittlern dieſer Zwi⸗ 
ſchenglieder. 


162. Lehrſatz. In allen geometriſchen Reihen, deren Ans 
fangsglied die Einheit iſt, (wie 1, q, RER ꝙT, q )ift das Pro: 
duft zweier beliebigen Glieder gleich einem Gliede eben diefer Reihe, 
das eben fo weit von dem einen jener beiden entfernt- iſt, als das an⸗ 
dere vom Anfangsgliede. 

Beweis. Aus 161. 

Anmerkung 1. Dieſe Eigenſchaft gehoͤrt zu denen, auf welche ſich das Weſen der 
Logarithmen gründet. 

Anmerkung 2. Man kann unſere Reihe 1, q, Ger 4u-1, qh, auch fo 
ſchreiben: 40, gi, Feng, g" (122, Anm. 3). 

Zuſ. 1. Hieraus ergiebt fih der Ste S. im IX DB. des Euclis 
des: „Wenn von der Einheit an mehreren Größen, A,, Ay, Az, A, 

. ftetitg proportionirt find, fo ift jede zweite in diefer Reihe A,, 
A,, A, ⁊c. eine Quadratzahl, jede dritte A,, Ag, A, ıc. eine Eus 
bitrahi jede ſechſte A,, Aya, Aıg ⁊c. eine Quadratzahl und Cubik⸗ 
zahl zugleich.” Und eben fo der Ite S.: „Iſt die zunächft auf die 
Einheit folgende Größe, oder das erfte Glied unferer Reihe A,, A,, . 
A, 0. eine Quadratzahl, oder Cubikzahl, fo find auch alle Übrigen 
Glieder der gefammten R Reihe Quabratzaplen oder Dr 


3 
1,94. ..q , oder 1, 44- .g 


Zuſ. . Man kann die Reihe 1, gq, * auch als ſchon 
vor dem Gliede 1 beginnend anſehen, naͤmlich: q , ng ad ... 


— 3 —? —1 0 1 2 —1 
9,9 ,9,9,94 ..2..9 ,„g;fodaß, wenn qeine 


ganze Zahl ift, die Glieder vor 1 Brüche find, deren Nenner die 
fucceffiven Potenzen von q, und deren Zähler 1; die Glieder nad) 1 
find die Potenzen von q ſelbſt. 

4163. Lehrfag. Hat man eine beliebige Menge proportionir⸗ 
ter Groͤßen a: BC: DE: F 6: Hꝛc.), fo verhält 
ſich ſtets die Summe aller Vorderglieder (A+C+E+G ic.) zur 
Summe aller Hinterglieder (B-+-D-+F-+-Hic.) wie das erſte Glied 


zum zweiten. 
Eucl. V, 12 und VI, 12. — L. C. $. 310. 


Beweis. Aus 151 und 153. 

Zuf.1. In jeder geometrifhen Progreffion verhält fih die Sum⸗ 
me aller Ölieder vom erften bis zum vorleßten, zur Summe aller vom 
zweiten bis legten, wie das erfte zum zweiten. 

Zuf. 2. If daher A das Anfangsglied, B das zweite, Z das 


legte, und q der Anzeiger, alfo =, und bezeichnet S die Summe der 


ganzen Reihe, fo ift 
9. Swinden Geometrie. 7 
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S—-Z:S—A=A:B, alfo 


2 — 
s- —— oder wenn man die Anzahl der Glie⸗ 


der ="n feßt 
s_?—-Aq _A@—1) 
” Oi. — Aq 1 — 1 
L. C. $. 327. | 
Anmerfung 1. Was die Summe einer fallenden Reihe betrifft, von welcher eine 
unendliche Anzahl von Gliedern genommen wird, fo fehe man die erjte Anmerfung zur 


erften Erklärung im VII Bude (305). 
Anmerkung 2. Iſt jedes der Glieder einer ſolchen Reihe viermal fo klein, als das 


. . . AA 
vorhergehende, alfo die ganze Reihe: A, 2 76° 64° 26° an’ fo verwandelt 
fid unfer obiger Ausdrud für S in folgenden : ' ' 
a _ 442 
ET 3 
alſo wenn man auf-beiven Seiten 5 binzuaddirt, 
| Ss+- 12 = 8 | 
ein Sag, welder der 23te in der Schrift des Archimedes von der Duabratur der Pa 
rabel ift, und in Worten fo lautet: oo - j —. 
Zuſ. 3. Sn jeder geometriſchen Reihe, deren Anzeiger 4 ift, iſt 
die Summe aller Glieder vermehrt um den dritten Theil des Hleinften 
eben jo groß als vier Drittel vom größten. | 
Anmerfung 3. Daß 4A die Summe der ganzen Reihe darftelt, wenn man ſich 
diefe unendlich fortgefeht denkt, fol im VII Buche (305, Anm. 1) gezeigt werden. 
Zuf. 4. Wenn -<-A,B.C,D....Y, Z, fo ift lets B— A: 
A=Z—A:A+B-+C.... +Y oder in Worten: Wenn mehrere 
Größen fietig proportionirt find, fo verhält fid) der Ueberſchuß der 
zweiten über die erfte zur erfien, wie der Weberfchuß der lebten über 


die erfie zur Summe aller der leßten vorausgehenden Größen. - 
Eucl. IX, 35. , 


Beweis. Da A:B=B:C=C:D—=D:E.....Y:Z foift auch 
A:B—A=B:C—B=C:D— C..=Y:2—Y (153), mithin 
nach unſerm Hauptfage: 
A+HB+C...+Y:B-A+C-B+D-C...+Z-Y=A:B-A, bi 

A+B+C..+Y:Z—A=A:B—A, ode 

B—A:A=Z—A:A+B+C...+Y. 

Zuf. 5. Aus dem erften Zufage erhält man durch) Verwechslung: 

A+B-+C...+Y:A=B-+C-+D..+Y-+Z:B 
und aus Zuf. 4, gleichfalls durch Verwechslung 
A+B+C+..+Y:A=Z—A:B—A, mithin aud) 
B+HC+DP+..+Y-+Z:B=Z—A:B—A, oder 
B—A:B=Z/7—A:B+-C+D...+Y-+Z -. 
d. 5. ‚‚find mehrere Zahlen ftetig proportionirt, fo verhält ſich ſtets 
der Ueberſchuß der zweiten über die erfte zur zweiten felbft, wie der 
Ueberſchuß der legten über 'die erfie zur Summe aller auf die.erfte 
folgenden.’ , 

164. Lehrſatz. Sind vier oder mehrere Größen fo befchaffen, 
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daß fie ſich wie ihre Unterfchiede verhalten, nämlich die erfte zur zwei⸗ 
ten, wie der Unterfchied der beiden erfien zum Unterfchied der zwei: 
ten und dritten ıc., fo bilden diefe Größen eine geometrifche Pro: 
greffion. u | 

Beweis. Aus 151 und 153. 

Anmerkung. Diefer Sag ift von großem Nugen in der Raturlehre. 


| Zweiter Abſchnitt. 
Bon der arichmetifchen Proportion. 


165. Erklärung. Vergleicht man zwei gleichartige Größen 
zu dem Ende mit einander, um zu erfahren, um wie viel die eine 
größer ift als die andere, d. h. wie groß der Unterfchied zwifchen ih⸗ 
nen ift, fo fagt man, man unterfuhe das zwiſchen diefen Größen 
Statt findende aritbmetifhe Verhaͤltniß, und: diefes Vers 
haͤltniß felbft ift eben jener Unterfchied. 


Anmerfung. Alte im Anfange dieſes Buches gegebenen allgemeinen Erflärungen 
finden auch bier Statt, fo wie die Benennungen Vorderglied, PHinterglied 2c. (120 ff.) 


166. Erklaͤrung. Arithmetifhe Verhältniffe heißen identiſch 
oder gleich, wenn der Unterfchied ihrer Glieder derfelbe ift d.h. wenn 
das Vorderglied des einen Verbältniffes um eben fo viel fein Hinter⸗ 
glied übertrifft oder von.ihm übertroffen wird, als das Vorderglied 
jedes der Übrigen Verhältniffe fein Hinterglied übertrifft, oder von 
ihm übertroffen wird. 

Und hiernach fagt man, vier Größen fliehen in arithmetiſcher 
Proportion, oder find arithmetifch proportionirt, wenn fie zwei glei⸗ 
he arithmetifche Verhaͤltniſſe bilden. 

Deifpiel. Die Zahlen 10, 4, 7, 1 bilden eine arichmetifche 
Proportion, darum weil 10 —4==7 — 1==6 und allgemein find A, 
B, C, Diarithmerifch proportionirt, wenn A— B=C — D, ‚oder 
B-A=D—cC. 

Es verfteht ſich dabei von feldft, daß man zur Bildung des Uns 
terfchiedes in beiden WVerhältniffen die Glieder in derſelben Ordnung 
nehmen muͤſſe d. 5. in beiden das KHinterglied vom Vordergliede oder 
umgekehrt abziehen. 

167. Erklärung. Größen find unterbrochen (nidht fie 
tig) proportionirt, wenn die Slieder der beiden gleichen Verhaͤltniſſe 
verfchieden find ; dagegen heißen'fie ftetig proportionirt, wenn das 
Hinterglied des erfien VBerhättniffes gleich it dem Wordergliede des 
zweiten, das Hinterglied des zweiten glei dem Vordergliede des 
dritten ıc. 

Haftet diefe fetige Proportionalität an mehrern Größen d. h. 
fiehen Diefelden in einem folchen Zufammenhange, daß je drei unmit—⸗ 
telbar auf einander folgende eine ftetige arithmetifhe Proportion 
ausmachen, fo bilden diefe Größen eine arithmeti (de Reihe 
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oder Progreffion. Blei weit abfiehende Glieder derfelben find 
zwei ſolche, von denen jedes durch diefelbe Menge von Zwifchenglies 
dern von einem und demfelden dritten getrennt iſt. 

Beifpil. Wenn A—B—=B— C=C—D=D—-E=E—F 
ift, fo bilden A, B, C, D, E, Feine arithmetifche Progreffion oder 
Reihe. 

Nerkung 1. Man ſieht, daß dieſe Erklärung bis auf den einzigen Ausdruck 
arithmetiſch, ganz dieſelbe ift, wie die in 131, und die Namen: mittlere Propor⸗ 
tionale, dritte Proportionale, vierte Proportionale, äußere Glieder, mittlere Glieder, 
entfprechende Glieder haben bier diefelbe Bedeutung, wie in 132 und 1335 die alfo auch 
bier gelten, 

Anmerkung 2, Daß mehrere Größen eine arithmetiſche Progreffion bilden, wird 
durch das worgefegte Zeihen —— angedeutet z.B. — A, B,C,D, E:c. beißt A, 
B, C, D, E maden eine arithmetifhe Reihe. 

Zuf. Eine arithmerifche Reihe heißt fallend, wenn die Glie⸗ 
der immer Meiner werden, je weiter man die Reihe fortfegt; im ent» 


gegengefeßten Falle ſteigend. 


Eigenfchaften der arithmetifchen Proportionen und 
Progreffionen. 





168. Lehrſatz. Bilden vier Größen eine arithmetifche Pro⸗ 
portion, fo ift die Summe der beiden äußern gleich der Summe der 
beiden mittlern. | - 

Beweis. Aus 166. 

Zuſ. Sind drei Groͤßen in ftetiger arithmetifcher Proportion, 
fo ift die Summe der beiden Außern gleich dem Doppelten der mittlern, 
alfo die mittlere nleich der halben Summe der beiden äußern. 

Anmerfing 1. Man fieht hieraus, wie leicht es ift, eine wierte, dritte, oder mitt⸗ 
lere Proportionale zu finden. ' 

Anmerkung 2. Die mittlere arithmetiſche Proportionale zwiſchen zwei Größen, pflegt 
man auch das arithmetiſche Mittel derfelben zu nennen. 

169. Lehrſatz. Je Heiner der Unterfchied zweier Zahlen if, 
um deſto weniger unterfcheidet ſich ihr arithmetiſches Mittel von ihrer 
mittlern geometrifchen Proportionale. 

L. C, Astron. $. 126- 

Beweis. Aus 168, Zuf. und 150, Zuf. 2. 

Zuſ. Se größer der Unterfchied zweier Zahlen, um defto mehr 
ift ihr arithmetifches Mittel größer als ihre mittlere geometrifche Pros 
portionale. , 

170. Lehrſatz. Bilden mehrere Größen eine arithmetifche 
Reihe, fo tft es ein und derſelbe Uinterfchied, um welchen jedes Glied 
gegen das nächft vorhergehende zus oder abnimmt; fo daß eine folche 
Reihe allgemein fo dargeftellt werden kann: a, atd, a+2d, a-t+3d 

..at(n— 1)d. ‚ 

Beweis. Aus 167. 

Zuf. 1. Sedes Glied ift gleich entweder der Summe oder dem 
Unterfhiede von dem vorhergehenden Gliede und dem Anzeiger, je 
nachdem die Reihe entweder fteigend oder fallend ift. 

Zuf. 2. Jedes Glied ift gleich der Summe oder dem Unter⸗ 
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fhiede von dem Anfangsgliede und dem Sovielfachen des Anzeigers, | 
fo viel Glieder dem in Rede ſtehenden vorausgehen. 

Zuſ. 3. Das Verhältnig des erften zum dritten Gliede ift dop⸗ 
pelt fo groß als das. des erften zum zweiten; das Verhäftniß des er: 
ſten zum vierten dreimal fo groß als dag des erften zum zweiten 1%), 
fo day es alfo auch Hier zweifach Höhere, dreifach höhere ıc. Verhaͤlt⸗ 
niffe,, aber im arithmetifhen Sinne, giebt, f. 163, und die Anm. 
dazu. . 

Zuf. 4. Jede fleigende Reihe kann mit Null beginnen und fo 
hoch füch erheben, als man will; jede fallende Reihe kann mit Null 
fchließen,, ja noch unter Null hinabgehen; es kehren dann von da an 
diefelben Slieder, die über Null ftehen, wieder, aber in umgekehrter 
Ordnung und jedes mit dem Zeichen (—) minus verfehen, oder negas 
tiv genommen. 3. B. 4d, 3d, 2d, d, O, —d, — 2, — 3d, — Ad. 

Anmerkung, Man muß fit) vorfehen, daß man fich Feine falſche Borftelung von 
negativen Glievern bildet, Die Meinung, daß negative Größen weniger ald Nichte 
feien, ift eben fo gewöhnlich und verbreitet, als verkehrt und unzuläffig. Das Nega- 
tive bezieht fidh blos auf die Stellung und auf die Bedeutung, in weldher man Größen 
nimmt, In unferm Zalle ift es die Stellung, die in Betracht kömmt; und es follen 
bier pofitive und negative Glieder nichts anders bedeuten, ald Glieder, die auf der einen 
und andern Seite eined Gliedes ſtehen, von dem als Anfangspunct man ausgeht. 
Die einfahe Zigur 86 wird dieß vollfommen Far machen. Man nehme eine Gerade 
BAb, auf welder man in gleichen Entfernungen AT, TS ⁊c. von einander Senkrechte 
errichtet, welche eine arithmetifche Reihe bilden, fo wird die ihre Endpuncte verbindende 


“eine gerade Linie fein, die durch A geht d. h. BAb in A fihneidetz die arithmetifche 


Reihe der Linien CB, MD ꝛc. endigt alfo in A, und ihr Iegtes Glied ift Null. In⸗ 
zwifchen wenn man die Zinie CA über A hinaus verlängert, und auf BAb an der an« 
dern Seite von A, gleiche Stüden At, ts, sr, rq, gp nimmt und an der untern Seite 
die Senkrechten tl, sk, ri errichtet „fo werden diefe gleichfalls eine Reihe bilden, die 
in jeder Beziehung der. vorigen, gleich, ift und mit ihr zufammenbängt, aber ihre Glieder 
beißen in Beziehung auf die Glieder der erjtern negativ, weil fie an der andern 
Seite von Rab, und daher in entgegengefester Stellung genommen worden. 

Zuf. 5. Die natärlihen Zahlen 0, 1, 2 3, 4.... bilden eine 
arithmetifche Progreffion. 

171. Lehrſatz. Sin einer arichmetifchen Progreffion ift die 
Summe zweier Glieder glei, der Summe zweier andern, die von 
jenen gleich weit entfernt, fo nämlidy, daß das eine diefes zweiten 


Daares, um eben fo viel Stellen vor oder hinter dem einen des erften 


Paares ſteht, als das andere jenes Paares hinter oder vor dem andern 
diefes Paares fteht. | | 

Beweis. Aus 170. 

Zuſ. Iſt die Anzahl der Glieder der Reihe ungerade, fo ift 
das mittlere gleich der halben Summe je zweier gleich weit von ihm 
entfernten Slieder. 

172. Lehrſatz. Iſt Null das erſte oder legte Glied einer 
arithmetifchen Reihe, fo ift flets die Summe zweier Glieder gleich 
einen dritten, das eben fo weit von einem jener beiden ald das andere 
vom Anfangss oder Endgliede Null entfernt ift. 

Beweis. Aus 171. — . 

Anmerkung 1. Eben die gilt alfo auch für Reihen, die von Null aus nad) beiden 
Seiten hin fortgehen, da man fie als aus zwei Reihen zufammengefegt betrachten Fann. 

Ama tung 2, Diefer Sag bildet die zweite Grundlage für das Wefen der Lo⸗ 
garithmen. 


102 ODrittet Bud. Dritter Abſchnitt. 


173. Lehrſatz. Die Summe einer arithmetiſchen Progreſſion 
iſt gleich der Summe der beiden aͤußern Glieder multiplicirt mit der 
Haͤlfte der Gliederzahl. 

Zuſ. Daher iſt dieſe Summe auch gleich dem Produkte aus der 
Haͤlfte der Gliederzahl und der Summe oder dem Unterſchiede von dem 
doppelten Anfangsgliede und dem Sovielfachen des Anzeigers, fo 
viel Glieder dem letzten vorausgehen, oder auf das erſte folgen, alfo: 


S—=[2a+t(n—1)d] 5 


Dritter Abſchnitt. 
Bon der barmonifchen Proportion. 





174. Erklärung Drei Größen (A, B, C) beißen harmo⸗ 
nifh proportionirt, wenn das Verhätmiß der erfien zur dritten 
(A:C) gleich ift dem Verhaͤltniß des Ueberſchuſſes der zweiten uͤber 
die erſte (B — A) zum Ueberſchuſſe der dritten über die zweite (C— B). 
Alfo wenn A::C=B—A:C—B fo find A, B, C harmonifch pre: 
portionirt. 

Horrebow $. 15. — Lamy p. 461. 

Zuſ. 1. Es ift Mar, da, wenn das zweite Glied größer iſt als 
das erſte, auch das dritte groͤßer ſein muß als das zweite, daß alſo 
ſtets eines der beiden aͤußern Glieder das groͤßte, und das andere das 
kleinſte unter allen dreien iſt. Daher ſprechen manche die Erklaͤrung 
auch ſo aus: „Drei Zahlen bilden eine harmoniſche Proportion, wenn 
die kleinſte zur groͤßten ſich verhaͤlt, wie der Ueberſchuß der mittlern 
uͤber die kleinſte zum Ueberſchuß der groͤßten uͤber die mittlere.“ 


Zuſ. 2. Drei Zahlen können keine harmoniſche Proportion bil: 
den, wenn der Unterfchied zwifchen der mittlern und kleinſten Heiner 
ift als die Heinfte felbft. 

Aus 174 und 149. 

Zuf. 3. Unter der im vorigen Zuſatz angegebenen Veſchrantung | 
läßt fih, wie man leicht fieht, zu zwei gegebenen Zahlen eine dritte 
finden, welche ms ihnen eine harmoniſche Proportion bildet. 

Lamy pr. 1, pag. 461. 


Anmerfung 1. Sinn a und b die beiden gegebenen Zahlen, x dagegen die gefuchte 
dritte, fo ift 


_ ab 
“za 
Sind a und co die beiden äußern Glieder und y das mittlere, fo hat man 
. £ ac 
y = — 





Dieß findet man ſchon bei Theon von Smyrna, 

Anmerfung 2. Hat man drei Zinien AD, AC, AB. (Zig. 86, a) fo müflen fe 
harmoniſch proportionirt ſein, wenn 

AD: AB= AD — AC: AC — AB, ' 
wo AD die größte, AC die mittlere und AB die Heinfte iftz nimmt men nun auf AD, 


- — — 
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AB —= AB, und AC = AG, ſo iſt AD— AC= CD, und AC— AB = BC, 
alfo AD: AB= CD: BC, oder AD: CD = AB : BC und man fagt alddann, 
daß die Linie AD harmoniſch gefhnitten fei. Daher fagt La Hire (Sect. con. I, def. 1): 
„Eine Linie heißt barmonifch getheilt, wenn die ganze Linie zu einem der äußern 
Abſchnitte fih verhält, ‚wie der andere Äußere zum mittlern, oder wenn das Rechteck 
aus der ganzen Linie und dem mittlern Abſchnitte glei ift dem Rechtecke aus den bei⸗ 
den äußern.’ | 

Anmerkung 3. Hierauf gründet ſich die Auflöfung der 11ten Aufgabe im dritten 


Anmerkung 4. Der zweite Theil der Erflärung von La Hire wird aud dem erften 
—— vermittelſt des Sates, der im IV Bude (203, Zuf. 5) mitgetheilt wer- 

en ſoll. 

"Anmerfung 5. Diefe Proportion beißt darum harmoniſch, weil fie die Grund 
lage der Harmonie bildet. Drei Saiten nämlich, wenn fie von gleidher Dicke und Span- 
nung, geben die drei Haupttöne, Detave, Quinte, Quarte an, wenn ihre Zängen 
wie 3, 4, 6 find. Die Saiten 3 und 6 geben die Octave, 4 und 6 die Quinte, 3 
und 4 die Quarte, Die Zahlen 3, 4, 6 find ve zugleich auch fo beſchaffen, daß 

3:6=4 — 3: 6 — 


175. Erklärung. Mehrere Größen, A, B, C, D, E ꝛc. bil: 


den eine harmonifche Reihe, wenn fich die erfte zur dritten verhält, 


wie der Unterfchied zwifchen der zweiten und erften zum Unterfchied 
zwifchen der dritten und zweiten, ferner die zweite zur vierten, wie 
der-LUnterfchied zwifchen der dritten und zweiten zum Unterſchiede 
zwifchen der vierten und dritten 1c. 
alfownn: A:C=B—A:C—B 
B:D=C—-B:D — 6( 
C: E D — 0C:: E — D e. 

- Zuſ. Sind Zahlen harmoniſch proportionirt, fo bleiben fie es 
auch, wenn man alle durch eine und Diefelbe Zahl multiplicirt oder 
dividirt. 

Laniy p. 463, pr. 3. - w FB 

176. Lehrſatz. Wenn von zwei gegebenen Zahlen die zweite 
größer als die erfte ift, To laflen fich nicht immer Zahlen finden, die 
mit den gegebenen eine beliebig weit fortgehende fleigende harmoniſche 
Reihe bilden. Aber wohl kann dieß gefchehen, wenn die zweite Zahl 
kleiner ift als die erfte, und darum kann man eine fallende Reihe 
fiets fo weit fortfeßen als man will. 

Bew. Aus 174. Anmerkung 1 ſieht man, daß man immer eine 
dritte harmoniſche Proportionale zu zwei Zahlen A, und B finden 
fann, wenn B < A, aber nicht immer, wenn B A, fondern nur 
fo lange als B<—2A. Bind fhon mehrere SÖlieder (von denen je 
des größer als das ihm zunächft vorhergehende) einer folchen Reihe 
gegeben, z. B. A, B, C, D fo ift es ungewiß, ob man die Weihe 
auch nur um ein einziges Glied weiter führen kann. Denn bezeichnen 
wir diefes mit E, fo miße:C:E= D— C: E — Dw, 
wil E>C, uh E— DD — C, alfpoE + C 2D was of: 
fenbar nicht immer möglich ift, da zwar E>D, ader C SD. Man 
vergleiche 179 Zuf. 2. ft dagegen B <A fo läßt ſich zuförderft leicht 
zu A, und B eine dritte harmonifche Proportionale G finden, Denn, 
weilC:A=B—C:A—B,wmA— BA, ſo iſt auch B— 
C<C, der CcX B, eine Bedingung, die immer erfüllt wer: 
den kann, da C noch nicht gegeben ift. \ 


————————— ——— 
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Und nicht minder könnte man immer, wenn mehrere Glieder, 
A, B, C, D (wo jedes Meiner als das vorhergehende) einer harmoni⸗ 


{chen Reihe gegeben ſind, ein fuͤnftes, und auf dieſelbe Weiſe ein 


ſechſtes, fiebentes 2c. Glied finden. Denn es iſt alsdann: E:C — 
D—-E:—C—D; alfo, weil C—D<C, au D — E< E, 
oder E JD, was offenbar immer möglich if, da E noch nicht ges 
neben. Und fo kann jedes Glied immer größer fein, als die Hälfte 
des näcdhitvorhergehenden. 

177. Lehrſatz. In jeder Harmonifhen Reihe verhält ſich das 
Produkt der beiden erften Glieder zum Produkte der beiden lebten, 
wie der Unterfchied der beiden erften zum Unterſchiede der beiden leßten. 

Bew. Da: C=B-—-A:c—B 


on 
en 

I 

> 

| 

S 

2, 

| 

9 


fo ift auch (155 und 143) 
:E.F=B-A:F—eE. 


178. — Bilden A, B, C, D x. eine harmoniſche Reis 


be, deren nies Stied X und (n + )tes Z, fo ift ſtets: 
Z — X. 


B —n (B— A: B— A V: 
Bew. Es iſt A: C=B-—A:C—B, alfo altern. et compon. 
:B—A=92C-—B:C—.B, alfo dividendo 
BB A):B—A==C:C—B, hieraus dividendo- 
B—2(B—A):B—A=B:C—B alfo ift der 
Sag für eine Reihe von drei Gliedern richtig. 
Serner: B:C—B=D:D—C, alfo au 
B—2(B—A):B— A—D: D—C, hieraus diyidendo 
B—3(B—A):B—A=C:D—C, alfo au für drei 
Glieder richtig, u. f. w. 
Zuſ. Aus unferm Saße folgt: 
B— (n— ı) B-A):B—n(B—-A)=Z:Y 
alfo für das dritte Stied d. h. fürn 
B—(B-—A): I B-D=C: B, oder 
9A —B:A=B: 

Anmerkung. Diejes Theorem Bi das Ste bei Wolf in feiner (lateiniſchen Ausgabe 
der) Algebra. Er jagt $. 187: „Sind drei Zahlen harmoniſch proportionirt, ſo ver⸗ 
hält fich der Ueberſchuß der doppelten erſten über die zweite zur erſten, wie die zweite 
zur dritten.’ Und umgekehrt. S. Horrebow $. 30. 

Zerner aus 2A BB, A=B:C folgt 

: A— B: 24 — B, und 
8 A:C=?2A: B, oder 
C A:2A=C:B. 

Dieß ift der bei Wolf in $. 191 enthaltene Sag: „Sind drei Größen harmoniſch 
proportionirt, jo verhält fih bie Summe der erften und legten zum Doppelten der erften, 
wie die ledte zur mittlern.“ Man kann dieß auch fo ausdrücken: „Sind drei Größen 
harmoniſch proportionirt, fo verhält fich die Summe der beiden aͤußern zu einer derfel- 
ben, wie die andere zur "Hälfte der mittlern, oder wie dad Doppelte der andern äußern 
zur mittleren‘ und erhält dadurch die Säge bei Horrebow $$, 22 u. 23. 

179. Lehrſatz. St Z das nte Glied einer harmonifchen Rei: 
he, deren beide erfte Glieder A und B find, fo hat man 


— — 








4 
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— A.B — A.B 
—B-a—-ı) (B—A) BIa—n (A—B 
Bew. DoA:C=B—A:C—B, fo ift 
c-hB __AB _ _A.B 
| 00 2A—B B+2A—2B ° B—2(B—A) 
alfo für 3 Glieder der Sag erwiefen. 
Eben fo ferner daB:D=C—B: D—C, 


D=BC _B AB 
2B-C AB "Q9A-B 
23 2A-B 
__ „AB? 
— AAB-9B?-AB 
AB AB 


. 7 ZA-2B  B-3(B-A) 
alfo der Sag auch für A Glieder richtig. 
Auf gleiche Weife erhält man 


E — 3C_D 
und durch Subftitution der für.C und D bereits gefundenen Werthe, 
A.B 


(8-5 -76-1) 
u. ſ. w.; daher allgemein für das nte Glied 


= 3 ao DB—A) 
Zuſ. 1. Hieraus ergiebt fi) 

1) daß man jedes Glied einer harmonifchen Reihe finden kann, 

‚ wenn man die beiden Anfangsglieder und die Stellenzahl des 
geſuchten Gliedes kennt, 

2) daß wenn die beiden Anfangsglieder und außerdem ein belies 
biges gegeben find, man finden kann, das wievielte diefes leßtere 
ift, oder deſſen Stellenzahl beftimmen. 

- Zuf. 2. Man fieht ferner hieraus, daß eine wachfende harmo⸗ 
nifche Reihe nicht immer beliebig weit fortgeführt werden kann; weil 
dann B > A, und mithin der Ausdrud B— (n— 1) (B— A) 
endlich Null werden. 
Dagegen ift es eben fo einleuchtend, daß die Neihe beliebig weit 
fortgefeßt werden kann, wenn fie eine fallende ift, wo B <A, wie 
dieß auch ſchon oben (176) gezeigt wurde. | 

Eine fteigende Reihe, in welcher der Unterſchied der beiden er» 
ften Glieder ein genauer Theil des zweiten Gliedes ift, iſt endlich, 
d. 5. hat eine begränzte Anzahl Glieder, weil zulegt (n— 1) (B— A) 
fo groß als B, alſo B— (n — 1)(B — A) gleich Null werden muß, 
fo daß der Bruch, zu dem jener Ausdruck als Nenner gehört, nicht 
dargeftellt werden kann. | 

Iſt der Unterfchied B — A kein genauer Theil von B, fo wird 
es immer ein Vielfaches diefes Unterfchiedes geben m. (B — A) da® 
noch fleinee ale B, fo daß B— m(B — A) noch pofitiv; deſſen 
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nächfthöheres dagegen (m + 1) (B— A) größer als B, fo dag nicht 
B 


nur das Glied 5 — — —— 
negativ werden. 


Es fei z. B. dag erfte Glied einer folhen Reihe 20, das zweite 
36, ſo iſt B— A— 16 und A.B=7%; alſo die Glieder die 


ſer Reihe: 
720 720 720 
20, 36, 0 30” 


720 720 720 720 
oder 2%0, 36, 180, — 60% — —* — 164 ꝛc 

180. Lehr ſatz. Wenn man eine beliebige Zahl der Reihe 
nach durch die Glieder einer arithmetiſchen Progreſſion dividirt, ſo 
bilden die ſucceſſiven Quotienten eine harmoniſche Reihe. 

Horrebow $. 10. — Lamy p. 465. 

Bew. Aus dem vorigen Sage weiß man, daß eine harmonifche 
neibe, A,B,C,D«. u fo ausgedruͤckt werden kann: 

F AB. AB 

B’B-T(A-B)’ Saar Bun B-+n(A—B) 
* offenbar A . B eine beliebige eonftante Größe ift, und B, 

B+(A—B), B+2(A—B).. .B-Hn(A— B) eine arith> 
metifche Reihe bilden. 

Zuf. 1. Die geciprofen Werthe von den Gliedern einer 
arithmetiſchen Reihe d. h. die Quotienten, die man erhaͤlt, wenn 
man die Einheit durch dieſe Glieder dividirt, bilden eine harmoni— 
ſche Reihe. 

Anmerkung: Nimmt man mit Horrebow dieſen Satz, als Erklärung einer har- 


monifhen Reihe an, fo laffen ſich daraus nicht nur unfere Erklärung, fondern auch die 
übrigen Saͤtze herleiten. 


Zuf. 2. Hebt man ſolche Glieder einer harmonifchen Reihe aus, 
die um gleich viel Zwifchenglieder getrennt find, fo bilden auch biefe 
eine barmonifche Reihe. 

Horrebow $. 12. 

Bew. Denn ftellt man fie als Bruͤche dar, ſo bilden ihre Nen⸗ 

ner auch jetzt noch eine arithmetiſche Reihe. 


181. Lehrſatz. Bilden drei Zahlen eine arithmetiſche Propor: 
tion, fo find die drei Produkte aus der erften und zweiten, aus der 
erften und dritten, und aus der zweiten und dritten, ſtets harmo⸗ 
nifch proportionirt: 

Lamy p. 464. pr. 4. 

Bew. Es fei alfe = 


fondern auch alle folgenden 


,‚ C, mithin 

26 ee es ift 

A:C (143) aife auch 
A 


>>>: 


m A .B—AC: — BC 

d. h. A. ‚B, A. C, B.C find Sarmonife proportionirt. 
438% Lehrſatz. Nimmt man zwifchen zwei gegebenen Zahlen 
M, N dag arithmetiſche Mittel (A) und auch die mittlere harmoniſche 


-B—-C):C oc) (143) 





wun + 
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Proportionale H, fo bilden diefe vier Zahlen’ ftet3 eine geometrifche 
Proportion, in welcher die beiden gegebenen die dußern, und die 
gefundenen die mittlern Glieder, oder umgekehrt, ausmachen. 

Bew. Nach (168, Zuf. 1) iſt 


A= , und 
nad} (174 Zuf. 3) H=-urr 
Da nun 1:M=N:M.N, fo iſt au 
M.N 


MN:M=N: po (155, Zuf. D, 


M N . 
oder MEN yon. 24.5 
MIN 
d. i. A: MVN: H. 

Erſte allgemeine Anmerkung. Die Eigenſchaften der harmoniſchen Proportionen 
finden mannigfache Anwendung in mehrern Zweigen der Raturlehre, worüber man Hor⸗ 
rebow in der angeführten Stelle $. 45 sqq., fo wie meine Positiones physicae, IH, 
$. 105, IV, $$. 115, 294, 333, 361 vergleiden Tann, 

Zweite allgemeine Anmerkung, Es giebt nod eine andere Art von Proportion, 
welde man (Wolf Algebra 8. 193) die contraharmonifdhe nennt, und die zwiſchen drei 
Zahlen dann Statt findet, wenn der Unterſchied zwifchen der erften und zweiten zu dem 
zwifchen der zweiten und dritten fi verhält, wie die dritte zur erſten; 
alfo wenn A—B:B—-C=C(C:A, af 

BA — A? = C? — BC, und daraus 
:- C2 + A? 
— C#+A 
d. 5. dividirt man mit der Summe zweier Zahlen in die Summe ihrer Quadrate, fo ift 
der Quotient, die mittlere contraharmonifhe Proportionale zwiſchen diefen Zahlen. 
Diefe Erflärung findet fi Ion bei Theon Sm, 


Vierter Abſchnitt. 
Von den Sogarichmen. 


- 





183. Erklärung. Wenn man eine beliebige geometrifche und 
eine beliebige arithmetifche Reihe in eine ſolche gegenfeitige Verbin: 
dung bringt, daß neben jedem Gliede der erſtern ein Glied der letztern 
fteht, fo heißen im Allgemeinen die legtern die Logarithmen von 
den Zahlen der geometrifchen Reihe und zwar jeder von der Zahl, 
neben welcher er ftebt.. 

Beifpiel. Geom. NR. : 1,3, 9, 97, 81, 243 ꝛc. 

Arithm. R. : 0,1, 3, 4, 5 % 

Atsdann find O, 1, 2, 3, A, 5 der Reihe nach die Logaritd: 
men va 1, 3, 9, 27, 81, 243. 


Anmerfung. In der erften Anmerfung zum folgenden Lehrſatze fol der Begriff 
eines Logarithmen noch genauer bejtummt werden. 


184. Lehrfag. In .der geometrifchen Reihe 
a (oder 1), a, n, . BE. 
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find die Erponenten O0, 1, 2, 3... u einzeln die Logarithmen 


0 1 
von den Zahlen a (oder 1), a, a, a, .... a. 
Beweis. Aus 183, 160, Zuf. 4, und 170, Zuf. 5. 

Anmerkung 1. Bei der Berehnung . und dem Gebraude der Zogarithmen wird 
ftetö und ein für allemal die Boraudfegung gemacht, daß das erfte Glied der geometri= 
chen Reihe die Einheit (oder a°) und mithin Null felbit das Anfangöglied der arith- 
metifhen Reihe, oder der erfte in der Logarithmenreihe ſei. Nach einer beitimmtern 
und genauern Erflärung find daher Logarithmen „die Glieder einer mit Null beginnen- 
den arithmetiſchen Reihe, gegenübergeftellt den Gliedern einer mit 1 beginnenden geome- 
triſchen Reihe.’ 

Zuſ. 1. Iſt alfo allgemein a die Zahl, deren Logarithmus 1 ift, 
fo it 1 = log a, 0 = log ao = log 1, und x = log a“. 

Anmerkung 2. Die Zahl a, deren Logarithmus 1 ift, Fann ganz nad Belieben 
gewählt werden; aber von ihr hängt ed ab, welche die Zahlen fein follen, von denen 
2, 3, 4 2. die Logarithmen find, da fie ja die 2te, te, Ate 2c. Potenz von a find, 
Aus diefem Grunde nennt man die Zahl, deren Logarithmus 1 ift, die Grundzahl, 
oder Bafis des Logarithmen-Syſtems. Es Fann daher fo viele verſchiedene Syſteme 
von Logarithmen geben, als man verjhiedengg3ahlen zur Baſis oder Grundzahl nimmt. 

Zuſ. 2. Su 160, Zuf. 7 haben wir gefehen, daß man die Reihe 
A, Aq, Aqg?..... Ag"—i, auch ſtets noch zur andern (linken) Seite 
von A hin beliebig weit fortführen fan, fo daß, wenn man A— 1 


ſetzt, man erhält 


—a-1) 1012 a 
44 94 5,94 53 45 49594 ....q, oder 
1 1 1 1 
gem? 72’ q ,qg9, gi, q2....g®, 
mithin find —n, —(n—1), ..—2, —1, einzeln die Logarithmen 
1 11. | 


von-den Brühen — ——, 5 - 


Zuſ. 3. 8 ändert fih in der gegenfeitigen Beziehung unferer: 
beiden Reihen nichts Wefentlihes, wenn man zwifchen je zwei Glie⸗ 
dern eine beliebige, aber für beide Reihen gleiche, Menge von Öliedern. 
einfchaltet, fo daß man 5. B. erhielt: Ä 

1, q925, q%5, q975, qt, q125, qui, g475, 42 ꝛc. 
0, 0,25; 0,5, 0,75, 1, 1,25, 1,5, 1,75, 2 ꝛc. 

Es giebt daher keine Zahl, deren Logarithmus man nicht beftim: 
men könne. Denn welche aud) diefe Zahl fein, und welchen Werth 
auch q haben möge, immer muß jene zwifchen zwei Glieder der Reihe 
g, 92, q? ıc. fallen, folglich als ein Glied diefer, gehörig interpos 
lirten, Reihe felbft angefehen werden können, da es feine Zahl giebt, 
die nicht als eine Potenz, oder Wurzel jeder beliebigen Zahl q angefes 
‚ben werden könnte (160, Zuf. 8). 

Zuf. 4. Man kann alfo jeßt die noch beftimmtere Erklärung auf 
ſtellen: „Logarithmen find die Erponenten derjenigen Potenzen, zu 
denen man irgend eine conftante Zahl (q) erheben muß, um in diefen 
nach und nach alle möglichen Zahlen zu erhalten; die conftante Zahl 
(q) iſt die Bafis oder Grundzahl des erhaltenen Logarithmegfyftems. 

La Croix Algebre $. 242. 

185. Lehrſatz. Die Summe der Eogarithmen zweier Zahlen 
iſt gleich dem Logarithmen des Produktes aus diefen Zahlen. 

Beweis. Aus 184, 172 und 162. 


Bon den Logarithmen. 109 


Zuſ. 1. Der Logarithme des Produktes aus einer belichigen 
Menge von Zahlen ift gleich der Summe der Logarithmen der einzels 
nen Zahlen; alfo 

Er Fun SA rel: ai HR AAN ins An Va Aa 

Zuf. 2. Der Logarithmus einer Potenz von einer Zahl ift gleich 


dem Ptodukte aus dem Exponenten in den Logarithmen der Zahl ſelbſt; 


alfo | 
log at — n. log a. 

Beweis. Aus Zuf. 1 und 1. 

Zuf. 3. Befist man Tafeln, in denen fich die Logarithmen aller 
Zahlen befinden, fo braucht man nur nachzuſehen, welche Zahl neben 
demjenigen Logarithmus fteht, welcher der Summe der Logarithmen 
mehrerer gegebenen Zahlen gleich ift, und man weiß, daß jene erftere 
Zahl gleich dem Produfte aus diefen legtern ift, fo dag man alfo durch 
die Huͤlfe folcher Tafeln die läftige Operation des Multiplicirens auf 
die viel einfachere des Addirens zuräcführen kann. 

186. Lehrſatz. Die Logarithmen (x, y) einer und derfelben 
Zahl (z) aus zwei verfchiedenen Syfiemen haben ein unveränderliches 
Verhältnig zu einander, wie auch der Werth von z fich änderri möge. 

Beweis. Es feien die beiden logarithmifchen Syfteme: 

a0, al, a2, a°..... at 
| b°, bl, b2, b®..... by 
Man nehme nun an, daf: a —=z—=bY, bill: x.lga=—y. 
log b, oder: x: y==log b : loga, alfo haben x und y ein conflans 
tes, von z unabhängiges Verhaͤltniß zu einander. 

187. Lehrfag. Der Unterfchied der Logarithmen zweier Zah⸗ 
len ift gleich dem Logarithmus des Quotienten, den man durh Divis 
fion einer diefer Zahlen durch die andere erhält; alfo 


log a — log b = log * 


Beweis. Aus 184, Zuf. 2, 172 und 162. 

Zuf. 1. Der Logarithmus von der nten Wurzel einer Zahl ift 
gleich dem nten Theile von dem Logarithmus biefer Zahl. 

Deweis. Nach 185, auf 2, verbunden mit 122, Anm. 3, ift 

log b" =! log b 

Zuf. 2. Befist man Tafeln, in denen fid) die Logarichmen aller 
Zahlen finden, fo kann man alles Dividiren auf das viel einfachere 
Subtrahiren von Logarithmen, fo wie das Wurzelausziehen auf eine 
einfache Divifion zurückbringen. 

188. Lehrſatz. Sind drei Zahlen fehr wenig von einander 
verfchieden, fo koͤmmt das Verhältnig ihrer Unterfchiede fehr nahe 
dem Verhältniffe der Unterfchiede ihrer Logarithmen. 

Beweis. Aus 184 und 1609. 

189. Lehr ſatz. In jedem Logarithmenſyſteme find die Logarith⸗ 
men der Grundzahl und aller ihrer Potenzen gegeben, ſie ſind naͤmlich 
ganze Zahlen, und zwar die natuͤrliche Zahlenreihe 1, 2, 3, 4 x. 
ſelbſt. Die Logaritimen aller übrigen Zahlen find Brüche und zwar 
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ächte Brüche für die Zahlen zwifchen Eins und der Grundzahl, un⸗ 
ächte dagegen für alle Zahlen, die größer als die Baſis. 

Beweis. Aus 184, und 184, Zuf. 2. 

Zuf. Bei unfern gewöhnlichen Logarithmen, die man Tafel 
Logarichmen zu nennen pflegt, weil fie fih in unfern gewöhntis 
chen Logarithmentafeln finden, oder auh Briggifche Logarichnien, 
weil der Engländer Henry Briggs fie zuerft berechnete, ift die Grund: 
zahl 10. Daher ift, wie immer, O der Logarithmus von 1, 1 der 
Logarithmus von 10 oder 101, 2 von 100 oder 10?, 3 von 1000 
oder 103 ıc. Die übrigen Logarithmen druͤckt man durch Decimal: 
brüdhe aus. Daher beginnen alle den Zahlen zwifchen 1 und 10 zus 
gehörigen mit O, worauf eine Reihe von Decimalen folgt. Eben fo 
fangen alle Logarithmen der Zahlen zwifchen 10 und 100 mit 1, an, 
und hierauf folgt dann ein Decimalbruch ıc. | 

Die Logarithmen der Brüche zwifchen 1 und 0,1 fallen zwifchen 
O0 und —1, die für die Brühe zwifchen 0,1 und 0,01 fallen zwifchen 
— 1 und —2 ıc f. 184, Zuf. 2. 

Sjeder Logarithmus befteht demnach aus einer ganzen Zahl, O, 
1, 2, 3 20., die man feine Charakteriſtik nennt, und aus einem 
Derimalbruche, welcher den Namen Mantiffe führt. 


Die Charakteriftit ift pofitiv oder negativ, je nachdem der 
Logarithmus einer Zahl zugehört, die größer oder kleiner als Eins 
ift; und die Menge ihrer Einheiten ift immer gerade um Eins Heiner 
ald.die Menge der Ziffern, aus denen die Zahl befteht, wenn fie eine 
ganze Zahl ift, oder als die Menge der Nullen, die der Penner ent» 
hält, wenn fie ein Decimaldruch iſt. O iſt alfo die Charakteriſtik für 
die Zahlen zwifchen 1 und 10, 1 für die Zahlen 10 und 100, 2 für 
die zwifchen 100 und 1000 ꝛc. O für die Brüche zwifchen 1 und O,1, 
— 1 für die zwifchen O,1 und 0,01 ic. 

Anmerfung. In den Fleinern Zogarithmen = Tafeln pflegte man befonders in frü« 
berer Zeit der Mantiffe eines jeden Logarithmen aud noch die Gharafteriftif vorzuſetzen, 
was aber ganz überflüffig und nuglos ift, da legtere, nad dem vorben Gefagten, fo 
leicht fich beftimmen läßt, , - 

190. Lehrfas. Die Logaritimen aller der Zahlen, die weder | 
die Grundzahl noch eine ihrer Potenzen find, werden dadurch bes 
rechnet, daß man ſowohl in der geometrifchen Reihe, welche die Pos 
. tenzen der Grundzahl bilden, (durch Auffuchen mittlerer Proportios 
nalen) als auch in der arithmetifchen Reihe der Logarithmen (durch 
Auffuhen arithmetifcher Mittel) einfchaltet. 

Beweis. Aus 184, Zuf. 3. oo 

Anmerkung 1. Sollte man 3. B. den Logarithmen von 5 berechnen, fo fällt dieje 
Zahl zwiſchen die Glieder 1 und 10 der geometrifhen Reihe, man muß alfo zufüör- 
derft zwifchen diefen und eben fo zwiſchen den ihnen entfprecdhenden Gliedern, O und 1 
in der Reihe der Logarithmen einfhalten. Man fuht alfo die mittlere Proportionale 
zwifhen 1 und Pd. i. V 1.10 = V 10 = 3,162277, der Logarithmus derfelben 
it das arithmetiſche Mittel zwiſchen O und 1, d. i. 0,5. Da jene Proportionale noch 
von 5, für welche der Logarithmus ſoll berechnet werden, verſchieden iſt, ſo ſchaltet man 
aufs Reue ein, und zwar in der geometriſchen Reihe zwiſchen 3,162277 und 10, weil 6 
zwiſchen diefen liegt, und in der arithmetifchen demnach zwiſchen 0,5 und 1. Man nimmt alfo 


die mittlere Proportionale zwiſchen 3,162277 ınd 10 d. i. V 31,62277 = 5,623413 und 
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findet als zugehörigen Logarithmen 51 = 0,75. Kun ſchaltet man zwiſchen 


3,162277 und 5,623413 ein, nimmt alfo V’3,162277 . 5,623413 = 4, 216964, zu 
weldder Zahl der Logarithme — 0,625 gefunden wird. Man ſchaltet jetzt 


zwiſchen 4,216964 und 5,623413 ein, und fährt überhaupt auf dieſe Weiſe fort, bis 
man eine mittlere Proportionale findet, welche der in Rede ftehenden Zahl 5 fehr nahe 
kömmt. Man vergl. Anmerf. 3. 

Anmerkung 2. Man fieht hieraus, wie es koͤmmt, daß, obgleich die Logarithmen 
Erponenten von Zahlen find, die eine geometrifhe Progreffion bilden, gleichwohl in den 
Zafeln die Zahlen, zu denen Logarithmen gehören, eine arithmetiſche Progreffion bil- 
den, — es ift die natürlide Zahlenreihe. Man bat nämlid alle die Mittelglieder, die 
zwiſchen O, und 1, zwifgen 1 und 2 2c. falen, und die man berechnen mußte, um die 
übrigen zu finden, weggelaffen. Die Berechnung des Logarithmen einer Zahl ift Beants 
wortung der Zrage: welde Potenz ift diefe Zahl von der Bafis? Co findet man 
5 = 10°;,69897, und deßhalb ift 0,69897, der Erponent diefer Potenz, der Logarithme 
von 5. 

Anmerkung 3. Da, wie man fiebt, die Berechnung der Logarithmen, auf Aus- 
ziehung von Duadratwurzeln aus fogenannten incommenfurabeln Zahlen beruht, 
fo können fie nidht genau, fondern nur näherungsweife gefunden werden. Je genauer 
man jene Wurzeln beftimmt d. b. auf je mehr Decimalen man fie verfolgt, defto genauer 
werden natürlich aud die Logarithmen. In den meiften Tafeln enthalten die Mantiſſen 
der Logarithmen fieben Decimalen, 

nmerfung 4. Die oben angegebene Art und Weife war ed, auf welde Briggs 
und VBlacq die Tafellogarithmen berechneten. Das Lältige und Mühfelige diefes Verfah⸗ 
rens wird merklich gemindert dadurch, daß 

4) man nur die Logarithmen der Primzahlen 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13 x. wirt: 
lich zu berechnen nöthig hat, die Logarithmen aller übrigen durd bloße Addition 
ſchon gefundener- erhält z. B. log 21 =log 7+log3; 

2) die mittlern Proportionalen, die man zur Auffudung eines Logarithmen beredänen 
muß, nicht nuslo8 und verloren find, wenn der Logarithme nun endlich gefunden, 
Iondern bei der Berehnung der übrigen Logarithmen auch wieder benugt werden 
können; | 

3) bei Zahlen, die fehr wenig von einander verſchieden find, das arithmetiſche Mittel 
an die Stelle der geometriſchen Proportionate treten Tann (169). 

Später hat man andere Methoden entdeckt, durch welche man den Logarithmen je⸗ 
der beliebigen Zahl viel einfaher und kürzer berechnen kann. Cine derjelben fol am 
Schluſſe des Buches in einem Anhange mitgetheilt werden.  _ 

Anmerfung 5. Neeper, ein Schottifcher Edelmann, der erfte Erfinder der Loga⸗ 
rithmen, hat feine Logarithmen nit für 10, fondern für 2,7182818 als Bafis berech⸗ 
net. Bei ihm alfo ift log 2,7182818 = 1. Man nennt diefe Logarithmen, nad ihrem 
Erfinder Neeperſche, auch natürlide, oder, wegen ihres Zufammenhanges mit 
der Quadratur der Hyperbel, hyperboliſche. Es mag genügen, hier anzumerken, 
daß der Neeperſche oder hyperboliſche Logarithme von 10 ift 2,3025850 5 daß aljo (186) 
der hyperboliſche Logarithme irgend einer Zahl zum Tafellogarithmen eben diefer Zahl 
fi) verhält, wie 2,3025850 : 1. Man Fann daher einen Tafellogarithmen in einen 
Neeperſchen verwandeln, wenn man ihn durch 2,3025850 multiplicirt; und umgekehrt 
verwandeln ſich Reeperſche in Tafellogaritimen, wenn man jene durch 2,3025850 divibirt, 


oder durch in d, i. 0,4342744 multiplicirt, 
(4 


191. Wenn au eine ausführliche Anweifung zum Gebraude 
der Logarithmentafeln dem mündlichen Wortrage überlaffen bleiben 
muß, fo dürfte es doch nicht zweckwidrig fein, Folgendes bier noch 
anzumerten. Alles hierher Gehoͤrige läßt fih unter fünf Fälle 
bringen.“ | 

Erfisr Fall. Man foll den Logarithmen zu einer in den Tas 
feln Befindlichen Zahl finden. — I für fich klar. 

Zweiter Fail. Man foll den Logarithmen eines Decimalbruchs 
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finden, der größer oder Feiner als 1 fein fann, aber nicht mehr Zifs 
fern enthält, als die Höchfte in den Tafeln, die man gebraucht, bes 
findliche Zahl. Man fucht den Logarithmen zu diefer Zahl, als 
ob e8 eine ganze Zahl wäre, nimmt aber die Charakteriftif, wenn fie 
in den Tafeln fiehen follte, nicht dazu, fondern beftimmt fie nach 
189, Zuf. | . 

Hierbei muß aber noch ausdräclid, bemerkt werden, daß man 
zur Erlangung einer größern äußern für die Praris nicht unwichtigen 
Steichmäßigteit aller. Logaritimen unter einander, die negative Chas 
tafteriftit des Logarichmen von einem Achten Bruche vermeidet, und 
ſtatt ihrer die pofitive feßt, welche fie zu 10 ergängt, alfo +4 9 an: 
ftatt — 1, eden fo 8 anftatt — 2 ıc. Dadurd wird freilich ein fol; 
cher Logarithmus um 10 zu groß, allein es ift ungemein leicht, bei 
Rechnungen mit ihnen, namentlich bei den, am häufigfien vorkom⸗ 
menden, Additionen und Subtractionen, die nöthige Nückficht darauf 
zu nehmen. | | 

Dritter Fall. Man foll den Logarithmen einer Zahl, fie fei 
ganze oder Decimalbruh, finden, welche aus mehr Ziffern befteht, 
als die hoͤchſte Zahl der Tafeln. 

Man fuhrt in den Tafeln diejenige der Höchften Zahlen, deren 
Ziffern mit eben fo vielen von den höchften Ziffern der gegebenen Zahl 
übereinftimmen,, hängt fowohl ihr ſelbſt, als ihrer nächften Nachfols 
gerinn foviel Nullen an, daß jede gleich viel Ziffern mit der gegebes 
nen Zahl erhält. ’ 

Darauf nimmt man die Unterfchiede zwifchen diefen beiden Zah⸗ 
len ſelbſt, dann zwifchen der gegebenen und der kleinern von ihnen, 
und endlich zwifchen den beiden Logarithmen, die neben jenen aus 
den Tafeln genommenen Zahlen fiehen‘, fucht zu diefen drei Unter: 
fchieden eine vierte Proportionale, welche nad &. 188 nahe dem Un: 
terfchiede zwifchen den Logarithmen der gegebenen Zahl und der Hei: 
nern aus den Tafeln genommenen gleich ift; addirt alfo diefelbe zum 
Logarithmen der kleinern Zahl, und beftimmt endlich die Charakteriftik 
nach 189, Anmerk. 

In den mündlichen Vortrag muß die Erörterung der Gründe ver: 
wiejen werden, warum diefes Verfahren bei fehr großen Zahlen mehr 
Genauigkeit fordert, als bei kleinern. Eben dahin gehört die Erläus 
terung des Gebrauchs der in den mittleren und größern Tafeln befindlis 
chen mit P.P. d. i. parfes proportionales überfchriebenen Columme. 

Vierter Tall. Zu einem gegebenen Eogarithinus die zugehöds 
rige Zahl zu finden. | 

Finder fich der Logarithme genau in den Tafeln, fo ift die danes 
benftehende Zahl die gefuchte; wo nicht, fo begnägt man fich entweder - 
mit der Zahl, deren Logarithme dem gegebenen am nächften koͤmmt, 
oder, wenn man genauer zu Werke gehen will, fucht man auf ähnliche 
Weife wie im vorigen Falle, einen Proportionaltheil, indem man 
fließt: wie fich der Unterfchied der beiden Logarithmen zwifchen Die 
der gegebene fällt, zum Unterfchiede ihrer Zahlen verhält, eben fo 
verhätt fich der Unterfchted zwifchen dem gegebenen Logarithmen und 
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dem Heinern zum Unterfchiede zwifchen der gefuchten Zahl und der klei⸗ 
nern; und addirt diefen leßtern zur Hleinern Zahle 

Bei größern Tafeln braucht man diefe Rechnung gar nicht auss 
zuführen, fondern man findet das Refultat ſchon in der Columme 
P. P. vor. : 

Fünfter Fall. Man fol den Logarithmen eines beliebigen, 
ächten oder unächten Bruches finden. 

Man zieht vom Logarichmus des Zaͤhlers den dee Nenners ab, 
und erhält fo den gefuchten. Die zu ihm gehörige Zahl ift der Des 
cimalbruch, der dem gegebenen gewöhntihen Bruche gleich ift. 

Zum Schluffe möge noch eines Nechnungsvortheils erwähnt wer: 
den, der Beachtung verdient: Wenn eine Addition fhon an fich, unter 
fonft gleichen Umftänden, leichter und fchneller zu Stande gebracht wird 
als eine Subtraction, fo ift es in foldhen Fällen, wo man von der 
Summe mehrerer Logarithnien die Summe mehrerer andern abziehen 
foll, doppelt vorcheilhaftwenn man Alles auf eine einzige Addition zus 
ruͤckbringen kann. Und dieß gefchieht einfach dadurch, daß man ans 
ftatt der zu fubtrahirenden Logarithmen felbft, deren vefadifhe Er 
gänzungen d. h. die Unterfchiede nimmt, die man erhält, wenn 
man die Logarithmen von 10 abzteht und die Summe aller vorhandes 
nen Logarithmen um das Sovielfache von 10 vermindert, fo viel de: 
tadifche Ergänzungen fich unter den Summanden befinden. 


Sollte man z. B. log —— — ſuchen, ſo haͤtte man 


log 23 = 1,3617278 
log 303 = 23,48144% 
log 277 = 2,4424798 
det. E. log 13 — 8,8860566 
det. E. log 24 = 8,6197888 
def. E. log 47 = 8,327%021 


23.303 . 277 

10875. 94. #7 = 2,1193977 
Durch eine leichte Uebung bringt man es dahin, von einem Los 

garithmen, den man vor fich fieht, die dekadiſche Ergänzung To fort 

Binzuzufchreiden,, indem man feine niedrigfte Ziffer von 10, jede der 

uͤbrigen aber von 9 (in Gedanken) abzieht. 


v. Swinden Geometrie. . 8 
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Bon der Aehnlichkeit der Figuren, und den Verhaͤltniſſen 
ihrer Seiten und Flaͤchenraͤume. 


Einleitung. 


192. Erklaͤrung. Aehnliche geradlinige Figuren find dies 
jenigen , in denen die Winkel, einzeln genommen, einander gleich, 
und die Seiten, die gleihe Winkel einfließen und außerdem gleis 
chen Winkeln gegenüberftehen, daffelbe Verhättniß zu einander haben. 

Eucl. VI, &t. 1. — L. G. MI, Erkl. 2. 

Beifpiel. In Fig. 87 iſt W. BAE=GFK, AED=FK)J, EDE 
—=KJH, DCB=JHG, CBA==HGF und 

AB:BC:CD:DE:EA=FG: GE: HJ: JIK:KF. 

Anmertung 1. In diefer Erflärung ift von zwei Eigenſchaften die Nede, die nicht 
immer und nothwendig beifammen find, fondern von denen die eine ohne die andere Statt 
haben kann, So find z. B. in den Biereden Fig. 41 und 46 die Winkel alle gleich, 
aber die Seiten nicht propertionirt ; umgekehrt find in den drei Parallelogrammen CDBA, 
CDba, und CDßa ig. 43 zwar die Seiten einzeln gleidy und daher gewiß proportio« 
nirt, aber die Winkel find ungleich, aljo weder in dem einen noch in dem andern Zalle 
find die Ziguren ähnlich. Nur die Dreiede machen bier eine Ausnahme, Im zweiten 
Lehrſatze dieſes Buches (196) fol gezeigt werden, daß in ihnen beide Eigenſchaften unzer⸗ 
trennlich verbunden find, und fpäter (218) fol nachgewieſen werden, was erfordert wird, 
damit bei Bieleden etwad Aehnliches Statt finde. - 

Anmerfung 2. Es ift nicht leiht, eine genaue, vollfommen genügende und für 
alle Faͤlle gleich paflende Erflärung von Aehnlichkeit zu geben, Die natürlichfte Borftel« 
lung, die man damit verbindet, bleibt immer die einer gleichen Geſtaltz daß zwei Figu⸗ 
ren diefelbe Geftalt haben, und zwar die eine im Großen, die andere im Kleinen; denn . 
hätten, fie auch gleihe Größe, fo wären fie congruent. Man ſucht alfo die Aehnlichkeit 
1) darin, daß beide Figuren diefelbe Anzahl von Eden haben, 2) in der Gleichheit 
mehrerer von ihren Stücken, namentlidy ihrer Winkel, und 3) in der Proportionalität 
der Seiten. Der erfte Punct ift von felbft Marz nicht minder der zweite, da wenn die 
Seiten nicht in beiden Figuren diefelbe Keigung oder Lage gegen einander hätten, an 
eine Aehnlichkeit gar nicht zu denken wäre. Das dritte ift auch nothwendig, und zwar 
ift es nicht genug, daß überhaupt die Seiten, die gleihe Winkel einfchließen, propore 
tionirt find z. B. in Zig. 87 daß AB : AE = FK : FG, fondern ed müffen auch die 
in beiden Ziguren fidy entfpredhenden Seiten gleihen Winkeln gegenüberftehen ; denn nur 
dann werden diefe Seiten in beiden Vielecken in derfelben Drdnung auf einander folgen, 
wodurch eben die Gleichheit der Geftalt, oder die Aehnlichkeit zu Stande gebracht wird”). 


9% Befondere Aufmerkfamfeit verdient die Erklärung von Aehnlichkeit, weiche Herr 
Dberiehrer Dr. Teukampf in feiner aBorfchule der Mathematik!’ aufgefteltt hat. Zwei 
Siguzen von gleicher Eckenzahl find, diefer flärung u vige, ahnlich, wenn fie firh in 
eine folche gegenfeltige Lage bringen laſſen, Daß die Beraden (Konvergenten), welche 
ihre Eden verbinden, ale in einem e naigen uncte (Eonvergenzpunct) zufammenlau: 
. auf derfeiben Eonvergente liegenden Ecken propor: 
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Anmerkung 3. Guclives hat in feiner Exflärung die Norte: „und außerdem glei⸗ 
hen Winkeln gegenüberſtehen“ weggelaffens aber es möchte fi Faum in Abrede ſtellen 
loffen, daß fie einen wefentlihen Theil der Erflärung ausmachen. 

Anmerkung 4. Man Fann mit Recht die Trage aufwerfen, warum man zur Aehn⸗ 
lichkeit der Figuren Gleichheit der Winkel fordert und nit bios Proportionalität, 
wie für die Seiten? — Die Antwort liegt nahe. Die Proportionalität aller Winkel 


‘in zwei Figuren von gleiher Edenzahl (Anm. 2) würde nothwendig und immer ihre 


Gleichheit zur Zolge haben, Denn wäre (Fig. 7) A:B:C:D:E=F:G 

ıH: I: L, ſo waͤre auh (53) A:F=AH-B--CH-D+HE:F G 

tH SEK um da 108, u DAHSFCHD LES FLE 
H J-+-K, au A = F, und fo für die übrigen Winkel, 

Anmerkung 5. Im VII Buche foU gezeigt werden, wie unfere Erklärung auch auf 
den Kreis koͤnne angewandt werden. 

193. Erklaͤrung. In ähnlichen Figuren heißen gleichges 
kegene, oder entfprechende (Homologe) Seiten diejenigen, wels 
che gleiche Winkel einfchliegen, und außerdem gleihen Winkeln gegens 
uͤberſtehen. 

Anmerkung. Euclides giebt davon Feine ausdrückliche Erklaͤrung in feinem ſechften 
Buche, beweiſt aber im vierten Sage deſſelben, daß in ähnlihen Dreiecken die Seiten, 
welche gleihen Winfeln gegenüberjtehen, entfpredende (omoAoya rrAeupal) find; ' 
und aus dem Beweiſe felbft erhellt, daß Euclides diefen Ausdrud bier in demfelben Sinne 
gebraucht, in welchem er von entfprehenden Gliedern einer Proportion (V B. 
Erkl. 13) ſpricht (133). . 

Aus dem Folgenden wird man ſehen, daß die Seiten, weldye gleihgelegene ober 
entſprechende heißen , in der Proportion, zu der fie gehören, entweder beide Vorder⸗ 
oder beide Hinterglieder find, 

194. Erklaͤrung.“ Bon ähnlichen Figuren ſagt man, fie feien 
anf verfhiedene gegebene Linien gleihmäßig gefkellt, wenn 


nicht nur die Winkel an diefen Linien gleich, fondern auch bie uͤbri⸗ 


gen gleichen Winkel und die proportionirten Seiten in allen Figuren 


fi) in derfelben Ordnung (von jenen Linien aus gerechnet) folgen. 

Anmerkung. Guchives giebt Feine Erklärung von gleihmäßig geftellten Figuren, 
fest aber VI, 22, eine folde Stellung voraus und leitet aus der Drdnung, in welder 
die proportionirten Seiten folgen, den Beweis ber. In Zig. 87 find die Figuren M 
und N gleiämäßig auf die Seiten AE und FK geftellt. 


Erfter Abſchnitt. 


Won der Aehnlichkeit der Dreieke und Parallelogramme 
und dem Verhaͤltniſſe ihrer Flaͤchenraͤume. 





195: Lehrfag. Wenn man in einem Dreiede (ADE Sig. 45) 
eine Gerade (BE) parallel einer der Seiten (DE) zieht, fo theilt fle 
die Heiden andern Seiten in proportionirte Stuͤcke und umgelehrt; 
wenn eine Serade zwei Dreiectsfeiten in proportionirte Stuͤcke theilt, 


fo ift fie. parallel der dritten. 
Eucl. VI, 2 — L.6. II, 15, #6. , 
Erfter Beweis. Man muß zwei Fälle unterfheiden‘, den wo 


tionirt getheift werden. — Ein Hauptvorzug diefer Erklärung befteht daxin, daß fie 
auch dann nom ihre Sünigteit de 7a wech bie in Betracht Eommenden Flauren nicht 
mehr in derſelben Ebene liegen. Anm, de 5 tleberf. 
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die Linien AB und BD ein gemeinfchaftlihes Maaß haben, und den, 
wo ihnen dieß fehlt d. h. wo fie incommenfurabei find. 
Erfier Fall. Haben AB und BD das gemeinfchaftlihe Maaß 
AZ, fo wird alfo AB die AZ mehrere male z. ®. mmal und BD eben 
fo z. B. n mal in fi faflen. Zieht man alsdann ZQ || DE, fo täßt 
fi duch ©. 63 ermweifen, daß AC die AQ auch mmal und CE die: 
felbe Linie-nmal in fich faßt, woraus (143, und 146) folgt, daß AB: 
BD = AC:CE. — Den umgekehrten Satz beweift man indirect. 
Wäre nit ED || BC, fo fei EM || BC. Nach dem erften Thrile unfes 


res Satzes ‘wäre alsdann AC:CE—=AB:MB, was offenbar mit der 


Vorausfeßung AC: CE=AB:BD unvereinbar iſt. 


Zweiter Fall. Haben AB und BD kein gemeinfchaftlihes Maag, 
ſo fol nichts defto weniger AB:BD— AC:CE fein. Denn wäre dem 
nicht alfo, wäre 5. B. AB:BM=AC:CE, fo müßte nad) dem zweis 
ten Theile des erften Falles EM || BC, aber nach Vorausfeßung ED || 
BC, es müßte alfo auch EM || ED fein, was offenbar ungereimt ift. 
Anmerkung 4. Diefer Beweis ſcheint aus der wahren Katur der Sache hergeleitet, 
und daher vor andern den Vorzug zu verdienen. uclides giebt einen andern, den wir 
bier noch beifügen wollen, da ihn doch vielleicht einige vorziehen möchten. Zwar jtügt 
er fi auf den bei und erft fpäter.(200) folgenden Lehrfag, allein dieſer ift von den ihm 
zunädft vorausgehenden Sägen unabhängig, und hätte daher, gleich wie bei Euclides an 
die Spitze ded ganzen Buches geftellt werden koönnen. 
Zweiter Beweis (aus Euclides). Wan ziehe die Geraden BE, 
CD ($ig. 88), fo find die Dreiecke BCD und BCE gleihflädig; nad) 
unſerm fpätern Sage (200) verhatten ſich die Dreiecke ABC und BCD 
wie ihre Srundlinien, AB und BD, eben fo die Dreiede ABC und 
BCE wie ihre Grundlinien AC und CE; alfo AB:BD==AC:CE. - 


Den Beweis für die Umkehrung des Satzes kann man entweder 


indireet, oder mit Euclides direct führen, indem man durch Huͤlfe 


des ©. 200 zeigt, daß A ABC: ADBC—=AB:BD, A ABC: 


A BCE = AC : CE und mithin, da nady Vorausſetzung AB: BD ° 


AC:CE, au A ABC: A DBC—= A ABC: A BCE, alfo A DBC 
— A BCE, und darum BC || DE (84, Anmerf. 2). 
Zuf. 1. Die ganzen Seiten haben daffelbe Verhaͤltniß zu einans 
der wie ihre Städe, nämlich: 
A) :AE=AB: AC = BD: CE 
Deweis. Aus dem Hauptfaße und 153. 
L. G. II, 15, 3uf. 1. 

Zuf. 2. Wenn zwei Linien, die einen beliebigen Winkel bilden, 
von einer beliebigen Menge von Paralleien gefchnitten werden, fo 
find die zwifchen diefen Parallelen enthaltenen Stuͤcke der einen Linie 
proportionirt den in derfelben Ordnung genommenen Stücken der ans 
dern, alfo (Fig. 45) AZ:ZB:BD=AQ:QC:CE. 

BL. G. III, 15, Zuf. 2. | 


Anmerfung 2. Durch diefen Say wird man in den Stand gefept, in dem erften Bu⸗ 


che der Aufgaben die achte (erſte Auflöfung) und neunte aufzulöfen. 

196. Lehrfag. Wenn die drei Winkel eines Dreiecks (ABC 
3ig. 89) einzeln den drei Winkeln eines andern Dreiecks (ADE) gleich 
find, alfo W. BAC = DAE, ABC — ADE ıc., fo find die Seiten, 


— — 
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weiche in beiden Dreiecken gleiche Winkel einſchließen und gleichen 
Winkeln gegenüberftehen,, in demfelben Verhaͤltniß. 
Eucl.. VI, 4. L. G. I, 16,.3uf. 

Vorbereitung. Dean denke fih das Fleinere Dreieck ADE in das 
größere ABC hineingelegt, wie in Fig. 89: alsdann iſt (24) DE ||-BC. 
Zieht man nun noch DF || AC, fo ift (56) DE=FC. 

Beweis. Für AD, AE, AB, AC aus 145, Zuf. 15 und eben 
fo für AB, BC, AD, DE (= FC), woraus die Proportionalität von 
AC, CB, AE, DE von felbft folgt. 

Zuf: 1. Daher find Dreiecke „ die gleihe Winkel Haben, aͤhn⸗ 
lich. 

° Anmerfung 1: Um auf.die Achnlihfeit zweier Dreiede zu ſchließen, ift es genug, 
zu wiflen, daß zwei Winkel des einen einzeln zweien Winkeln des andern gleich find, 
da ja hieraus von felbft die Gleichheit der beiden dritten folgt (383, Zuſ. 2). 

L. G. IH, 18, 3uf. 
Anmerfung 2, Wan kann nun aus dem dritten Buche der Aufgaben die 1, 2, 4, 
5,6, 10, und 42 auflöfen. 

Zuf 2. Sind in zwei Dreieden (Fig. 91 und 92) die Winkel 
des einer den Winkeln des andern gleich und mithin (Zuf. 1) die 
Dreiecke ſelbſt ähnlich, fo find die aus den Spigen gleicher Winkel 
gezogenen Hoͤhenperpendikel (BG, EH) in demfelben Verhättnig, wie 
ein Paar entfprechender Seiten, und theilen die Seiten, nach denen 
oder deren Verlängerungen fie gezogen find, in proportionirte Stücke. 


Zuf. 3. Nimmt man auf einer Linie BD (Fig. 93) einen Punct 
B, und zieht aus zwei andern Duncten (D, E) zwei £inien (DC, EG), 
die unter einander parallel, und fidy eben fo zu einander verhalten wie 
ihre Entfernungen von dem angenommenen PBuncte B (DC : EG = 
DB: EB), fo liegen ihre Endpuncte mit dem Puncte B ftets in einer 
geraden Einie*). ' 

Beweis. Indirect. Lägen C und G nicht mit B, fonbdern mit 
einem andern Puncte 3. B. L in gerader Linie, fo wäre DL: EL — 
DC:EG DB: EB, alfo au) DE: EL=DE:EB (153), mithin EL 
==EB, wa$ offenbar unmöglich iſt, fo lange nicht L mit B zuſam⸗ 
menfällt. | 

Anmerdung 3. Diefer Sag ift in vielen YAllen, auch in der Katurlehre von Ru⸗ 
ven. Man findet ihn bei Rob, Simfon in feinen Kegelfhnitten.. Er bildet den erften 
Lehnſatz zum 10ten Hauptfage- des 2ten Buches. 

Anmerkung 4. Aus dem Beweiſe unferes Hauptfages ergiebt ſich fehr leicht, daß 

wenn in zwei Dreieden die Seiten des einen einzeln denen des andern: parallel laufen, 
auch ihre Winkel einzeln glei und mithin die Dreiede felbft ähnlich find — ein Gas, 
bei deſſen Grörterung Legendre (III, 21) faft zu wortreid ift, und dem man noch 
folgenden aus (104) und. (20) leicht ſich ergebenden beifügen kann: Zwei Dreiede find 
aͤhnlich, wenn die Seiten des einen einzeln auf denen ded andern ſenkrecht fteben. 
- Man könnte diefen. legten Satz auch fo auöfpredden:. Grrichtet man auf den Seiten 
eines Dreiecks in beliebigen Puncten Perpenditel, fo haben diefelben entweder einen ges 
meinſchaftlichen Durchſchnittspunct, oder bilden ein Dreieck, welches dem Urdreiede im 
lich iſt. Die Fälle, wo das. erftere Statt findet, . Tann man-aus A. 21 und X. 197. 
fennen lernen. 

Anmerkung 5. Auf unferem Sage beruht auch der Gebraud der Transverſal⸗Li⸗ 








»  ®) Liegen die Puncte D und E auf derſelben Beite von B, wie in Zig. 93, fo müf: 
fen die Saralelen EG, DC auch nad einertei Sehe von BD —8 Werden; nach 
verſchiedenen Seiten dagegen, wenn B zwiſchen D und E liegt. 
Anm. des Leberf. 
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wien, wie fie ſich auf allen verjüngten Maapftäben befinden, um nod Unterabtheilungen 
der Zängcneinheit , melde der Maßſtab dorjtellt, beftimmen zu Fönnen. 

Man braudt nur einen Blick auf Fig. 880 zu werfen, um zu feben, daß, weil 
AC durdy die Horizontallinien in 10 gleihe Theile getheilt ifi, das Stüd der mit 1 be 
zeichneten diefer Linien, welches innerhalb des Dreiecks BAC liegt, O,1 von BC iſt; 
daſſelbe Städ der mit 2 bezeichneten Linie, O,2, dad der Linie 3 0,3 ꝛc. Eben fo leicht 
fiebt man, daß in dem Dreiede, an deffen Eden die Zahlen 10, 10, 9 ſtehen, diefel- 
ben Theile nur in umgekehrter Ordnung, von oben nach unten fortgehend, fidy finden. 
eye ich alfo auf der unterften Horizontale den einen Birfelfuß in 20 und den andern 
» B. in 5, fo babe ich offenbar in diefer Länge das 25fache ven BC, oder 25 Theile 
von der Länge BC ; ſchiebe ich dagegen den einen Zirfelfuß auf der Senkrechten 20, den 
andern dagegen unf der Zrandverfale 5 von unten nad oben bis zu einer der übrigen 
z. 2. ſechſten Horizontale fort, fo babe ich diefer Länge das 25,6fadhe von BC. 

Anmerfung 6. Auf unferm Sage beruht ferner im Allgemeinen der Gebraudy des 
fogenannten Proportionalzirfeld (Sectors bei den Engländern), den man in größern und - 
voiftändigen Reißzeugen findet. Diefes Inftrument , deſſen Erfindung von vielen Galis 
lei zugeſchrieben wird, befteht aus zwei Platten von Metall (au wohl Holz), die durch 
ein Scharnier verbunden find, um deſſen Mittelyunct fie jich bewegen, Auf diefen Plat⸗ 
ten flieht man mehrere gerade Linien, die alle in jenem Mittelpuncte des Scharniers zu⸗ 
fommenlaufen und auf der einen Platte genau diefelben wie auf der andern find, fi 
daher paarweiſe entſprechen. Wir werden den Gebraud aller dieſer Linien näher ange⸗ 
ben bei Gelegenheit der Säge, auf welche er fih grünbet. Zür jetzt nur noch ein 
Paar Worte Über die Art, wie alle diefe Linien gebraucht werden, und über das Wefen 
des Proportionalzirfels im Allgemeinen. Werben die beiden Platten AD, AE (Fig. 88) 
von einander entfernt oder geöffnet, fo bitvet jedes Paar zufammengehöriger oder ſich 
entfprehender Linien wie AD, AE am Mittelpuncte des Scharnierd einen beftimmten 
Winkel. Wenn man alddann den einen Fuß eines gewöhnlichen Zirkels, der eine be- 
ftimmte und befannte Deffnung hat, in einen Punct D der Linie AD ftellt, und (indem 
men ben Platten die erforderliche Deffnung giebt) den andern in den Punct E der ent- 
ſprechenden Linie, der eben fo weit vom Mittelpuncte A entfernt ift, als D, fo daß 
alfo AE — AD, fo ift fowohl der Winkel DAE ald aud die Länge von AD over AB 
beftimmt, — Nimmt man mitteljt des Zirfeld no die Entfernung eines zweiten Paa⸗ 
res gleichweit vom Mittelpuncte entfernter Puncte B und C der zufammengebhörigen Lis 
nien, jo ift BE} DE (51, Zuf. 6) und darum AB: AD == BC:DE, fo Daß alfo BG 
daffelbe Verhaͤltniß zu DE hat, wie AB zu AD. In diefem Wenigen ift die Grundlage 
der ganzen. Theorie des Proportionalzirkels enthalten. 

Anmerfung 7. Auf unferm Satze beruht nun noch insbeſondere der Gebraudy des 
Zinienpaared, das auf den englifhen Proportionalzirfein mit L. (lines) oder mit E.P. 
(equal parts), auf den franzöfifhen mit den Worten parties egales bezeichnet ift. Diefe 
Einien find nämlich in gleihe Theile, meijt in 200 getheilt und dienen hHauptfähli dazu, 
eine gegebene Linie in eine beliebige Anzahl gleicher Theile zu theilen 5 da aus dem in der 
vorigen Anmerfung Gefagten hervorgeht, daß BC (Fig. 88) denfelben Theil von DE 
ausmacht, welcher AB von AD ift. Wollte man 3.9. DE in adt gleihe Theile thei⸗ 
ien, fo giebt man dem Proportionalzirfel eine ſolche Deffnung , daß die Spisen eines 
um die gegebene Weite DE geöffneten Zirfels, in zwei Theilpuncte der Linie AD, AE 
einpaffen, deren beiftehende Theilungszahlen irgend ein Bielfadhes von 8 z.B. 192 aus: 
machen ; und mißt dann bei unveränderter Deffnung des Proportionalzirfeld die Entfer- 
nung ber beiden Theilpuncte unferer Linien, denen die adytmal Pleinern Theilungszahlen 
alfo in unferm alle 24 zugebhören. 

Anmerfung 8. Auf unfern Sas gründet ſich endlih auch noch der Gebrauch der 
Zirkel, welche auf beiden Seiten des Scharnierd mit Füßen verfehen find, alfo deren 
vier haben. In Deutſchland führen fie gewöhnlich den Namen Theilzirfel, in Engs 
land proportional - passers und in Frankreich compas de reduction. Einen folden 
Zirkel ftelle Fig. 88% dar, Da AD — AE, und AB=AC, fo ift BCIIDE, alfo 
A ADE äbnlid A ABC, und daher AB: AD=CB:DE, d, h. es ift GB derſelbe 
Theil von DE, welcher AB von AD ift, Meiftentheild ift AB die Hälfte von AD oder 
jeder der Fürzern Fuͤße halb fo groß ald jeder der längern, Aber man richtet jie auch 
nicht felten fo ein, daß man den Mittelpunct A verſchieben, und die Längen des Fürzern 
und längern Fußes in jedes beliebige Verhältniß zu einander bringen kann. Eine aud« 
führliche Beſchreibung dieſer Zirkel findet man bei Bion, B. III, Gay. 1. 


197. Lebrfag. Wenn die drei Seiten eines Dreiecks (AB, 
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AC, BC $ig. 94) daflelbe Verhältnig zu einander haben, wie die 
Seiten eines andern Dreiecks (DE, DF, EF), fo find je zwei ſolche 
Winkel. beider Dreiecke, die von proportionirten Seiten eingefchloffen 


werden, von gleicher Größe. 
Eucl. VI, 5 — L. G. III, 19. 


Vorbereitung zum Beweife. ran denke fidh über der@eite DEF 


ein Dreieck DFG fo sonfteuirt, daß W.FDG=A, W.DFG=C, und 
mithin 6 —=B if. 

Beweis. Aus der Hypothefis und der Gleichheit der Winkel in 
den beiden Dreiecken ABC und DGF, folgert man durch Halfe von 
S. 156, daß die Seiten der Dreiede DEF und DGE einzeln gleich 
find, daß es mithin auch ihre Winkel find ꝛc. 

; Zuf. Zwei Dreiede, deren Seiten proportionirt find, find 
nlich. 

’ Anmerkung 1. Bei Dreieden bat alfo das ziveite Exrforderniß für die Aehnlichkeit, 
die Proportionalität der Seiten jederzeit das erfte, die Gleichheit aller Winkel zur Folge; 
fo wie umgefehrt Gleihheit der Winkel nit Statt finden kann, obne daß zugleich die 
Seiten proportionirt find 3 alfo bei Dreleden — aber audy nur bei ihnen — tft e&, um 
auf ihre Aehnlichkeit zu ſchließen, hinreichend, eine der beiden, dic Aehnlichkeit geradli⸗ 
niger Figuren begründenden Bedingungen nachgewieſen zu haben. 

Anmerfung 2. Dieler Say ift für die Aebnlihfeit genau das, was der frühere 
frühere Sag (50) für die Gongruenz war. ine ähnliche Nebereinftimmung mit Lehrſä⸗ 
. gen der Gongrucnz wird man leicht bei den beiden folgenden Sägen wahrnehmen. 

198. Lehrfas. Wenn ein Winkel (ABC Fig. 89) eines Dreiecks 
(ABC) gleich ift einem Winkel (DBF) eines andern Dreieds (DBF) 
und die Seiten, welche diefe beiden Winkel einfchließen (AB und AC, 
BD und BF) propertionirt find, fo find auch die beiden andern Winkel 
des erftern Dreiecks einzeln denen des zweiten gleich, und mithin die 
Dreiecke ähnlich. | N 

- Eucl. VI, 6. — L. G. HI, X. 

Vorbereitung. Man denkt die Dreiecke fo über einander gelegt, 
daß die beiden gleihen Winkel fich decken. 

Beweis. Alsdann ift (195, Zuf. 1) DF || AC ıc. 

Zuf. Wenn man in einem Dreied (ABC $ig. 95), in welchem 
eine Linie (DI) parallel mit einer der Seiten (AC) gezogen ift, nad 
leßterer aus der Gegenecke (B) eine beliebige Menge von Geraden 
zieht, fo theilen diefe die beiden parallelen Linien in proportionirte 
©®tüde, ſo daß AK:KL:LM: MC=DE:EF:FG:GJ,. 

L..G. III, 22. 

8 A ertung. Hierauf gründet ſich die zweite Auflöfung der ten Aufgabe im erften 
uche. 

199. Lehrſatz. Wenn zwei Seiten (AB, AC) eines Dreiecks 
(ABC $ig. 89) proportionirt find zweien Seiten (BD, DF) eines an; 
dern Dreiects (DBF) und außerdem ein Winkel (ABC) des erftern, 
aber nicht der von dem in Dede ſtehenden Seiten eingefchloflene, ſon⸗ 
dern einer ihrer Gegenwinkel gleich tft dem gleichgelegenen Mintel 
(DBF) des andern Dreiecks, fo find die beiden Dreiecke ähnlich, wenn 
von dem andern Paar der Gegenwinket (ACB, DFB) jeder entweder 
ein fpiger, oder ein rechter, oder ein finmpfer if. 

Eucl. VI, 7. 

Beweis 1. Man lege das Dreieck DBF fo auf Dreteet ABC, 
daß die Heiden gleichen Winkel fih decken. Sind nun die Winkel bei 


I. 
— — — — — ——— Lu...) 


L 
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Fund C rechte, fo ift offenbar DF || AC und die Richtigkeit unferes 
Satzes einleuchtend. Aber auch dann muß nothwendig DE || AC fein, 
. wenn die genannten Winkel beide entweder fpiß oder ftumpf find. 
Denn gefest, es wäre dem nicht alfo, es könnte alfo eine andere Lis 
nie wie 5. ®. AL || DF fein; fo wäre DB: AB=DF:AL, aber nad 
Vorausſetzung auh DB: AB=DF:AC, alfo AL=—=AC, und darum 
W. ALC==C, folglich wenn C ein fpißer, auch ALC ein foldher, alfo 
ALB ein ſtumpfer, alfo audy der ihm, wegen DF || AL, gleiche DBF 
ein folcher, was offenbar der Vorausſetzung widerfpricht, da ja, wenn 
C ein fpiger ift, es auch DFB fein foll. | | 

Auf ähnliche Weiſe zeigt man, daß, wenn AC nicht || DF, aud 
die Winkel C und DFB nie beide zugleich ftumpfe fein könnten. 

Beweis 2. Unſer Satz läßt fih auch direct beweifen. Man 
made (Fig. 94) W. FDG=BAC, DFG=—BCA; dann muß au G 
—=B==E fein. In den Dreierfen ABC und DFG tft alsdann (197) 
AB:AC=DG:DF, aber nach Vorausfegung au AB: AC==DE: 
DF, alfo DE=DG, und daher A DEF& A DGF (49) ıc. 

Anmerfung 1. Man flieht deutlich, melde enge Verwandtſchaft zwiſchen diefem un- 
fern Sage und dem frübern S. 49 Statt findet; daher auch in beiden fo weit ald mög⸗ 
lid diefelben Ausdrüde und Wendungen gebraudt worden find, Der Grund, warum 
das zweite Paar der Gegenwintel (ACB und DFE) gleichartig d. h. beide zugleich ent= 
weder ftumpfe oder rechte oder fpise fein müflen, ift, wie auch ſchon im erften Bude 
bemerft wurde, Fein anderer, als weil nah S. 29, Zuſ. 2 fih vom Puncte A zwei 
gleihe Linien ziehen laffen, die alfo zu AB daſſelbe Verhaltniß, nämlid das von DF: 
DE haben, von denen aber die eine mit BC einen fpigen, die andere einen ftumpfen 
Winkel bildet, während der Winkel F derfelbe bleiben würde. Sind die Winkel in un- 
fern Dreiecken ungleichartig, fo ift der eine das Supplement deö andern, 2 

Anmerkung 2. Was in der zweiten Anmerfung zu S. 49 gefagt wurde, gilt 
auch hier, fo daß man nicht felten unfern Sag aud fo auöfpridt: „Dreiecke find & 
wenn zwei Seiten deö einen zweien Seiten des andern proportionirt, und die beiden 
Winkel gleih find, welde den größern diefer Seiten gegenüberftehen.”’ Denn jeder 
Dreieckswinkel, der nicht der größten Seite gegenüberfteht, Fann nur ein fpiger fein. 

Anmerkung 3. Und daraus ergiebt fid) alsdann, daß rechtwinkelige Dreiede ober 
ftumpfmwinfelige, in denen die ftumpfen Winkel glei , ähnlich fein müffen, wenn die ein 
anderes Winkelpaar einfchließenden Seiten proportionirt find — ein Sag, der aud eine 
unmittelbare Zolge aus unferm allgemeinen Hauptfage if. , ' 

200. Lehrſatz. Dreiede (ABC, KCD Fig. 98), welche dies 
felbe Höhe haben, aber auf verfchiedenen Srundlinien (BC, CD) ftes 
hen, haben, was ihren Flächeninhalt anlangt, daſſelbe Verhältniß 
zu einander, wie die Srundlinien und umgekehrt. Daſſelbe gilt für 
Parallelogramme. =. 

Eucl. VI, 1. | re 

Vorbereitung zum Beweife. Man verlängere nach beiden Seis. 
ten hin die Grundlinie BD, und fehneide auf der einen eine beliebige 
Menge, z. B. m Stüde, BE, EF, FG ıc. ab, von denen jedes gleich 
BC; auf der andern Seite von D aus fchneide man gleichfalls eine 
beliebige Menge, 3. B. n Stüde, DH, HJ ıc. ad, die alle gleich 
CD; ‚verbinde fämmtlihe Durdfchnittspuncte mit A. Da nad Bor: 
ausfegung AK || BD, fo iſt A KCD—= A ACD, und mat darf daher, 
fo large man blog, wie in unſerm Sage, auf den Flächenraum fieht, 
an die Stelle von A KCD durdhweg A ACD Segen. 

Beweis. Lnferer Conftruction zufolge it A AGB das mfade 
bes AABC, und. A ADJ das nfahe von A ACD. Nun iſt aber 


sv 
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nah (84, Zuf. 2) A AGB entweder > oder = oder < AANDJ, je 
nahdem BG entweder > oder = oder DJ, alfo ift (148) A ABC: 
AACD (oder A KCD) —=BC:CD. . 
Den Beweis für die Umkehrung führt man indirect, indem man 
zeigt, daß man in eine Ungereimtheit verfällt, fobald man annimmt, 
die Dreiecke ABE und KCD lägen nicht zwifchen denfelben Parallelen. 
Für die Parallelogramme folgt der Satz aus dem für die Dreiecke in 
Verbindung mit 56, Zuf: 1. 


Anmerkung 1. In den meiſten Lehrbüchern wird diefer Sas fo erwielen, daß man 
die Grundlinie des einen Dreiecks in gleiche Theile theilt 4. B. in m; und die andere 
in n Theile von eben diefer Größe. Alsdann fehließt das eine Dreied m, und dad 
zmeite n gleicher Dreiede in fih, beide verhalten fi alfo wie m: n d. h. wie ihre 
Grundlinien. Aber es fällt in die Augen, daß man bier ftilfehyiweigend annimmt , die 
beiden Grundlinien feien commenfurabel zu einander, was dod nicht immer wahr ift. 
Und derum ift diefer Beweis unvollfommen. 


.Anmerfung?. Man kann nun die zweite Auflöfung der Ziten Yufgabe im 2ten Bu- 
che zu Stande bringen, . 
201. Lehrfag. Steben Dreiede oder Parallelogramme (BAC, 
FGH $ig. 100) auf gleihen Srundlinien (BC, FH), fo verhalten ſich 
- ihre Slächenräume wie ihre Höhen. _ 
Zacquet zu.Euchd. VI, 1, 3uf. 
Vorbereitung. Ziehe die Sentrehten AD, GJ; nimm DE 
=BC, JK==HF, yiehe AE und GK. 
Beweis. Betrachtet man AD, GJ als Örundlinien, und DE, 
JK ats Höhen, fo iſt (200) A ADE: A GIK=AD:GJ, alfo,-weil 
NADE=A ACB, und A GIK=GHEF ıc. 
Für Parallelogramme folgt der Satz aus dem, was eben bewie: 
fen worden, in Verbindung mit 56, Zuf. 1. 
| gmertuns. Man iſt nun in den Stand geſetzt, die erſte Aufgabe des Atem Buches 
u löſen. 
202. Lehrfag Die Flähenräume von Parallelogrammen 
oder Dreiecken, die verfchiedene Grundlinien (CD, CK Fig. 99) und 
verfchiedene Höhen (DE, KH) haben, ftehen im zufammengefeßten 
Verhältniffe diefer Grundlinien und Höhen (CD.DE:CK.KH). 
Vorbereitung. Man verwandelt die beiden fchiefwinteligen Pas 
rallelogramme in die Rechtecke FD und MK, und legt leßteres fo auf 
eriteres, daß fie einen Winkel gemein haben, und verlängert KH bisN. 


Beweis. Man wendet &. 200 erft auf die Rechtede MK, FK, 
dann auf FK, FD an und folgert daraus den Sag durd) Hälfe von 
S. 155. 

Anmerkung 1. Man fieht hier wieder ein Beifpiel, wo ein allgemeiner Sag erft 
dann erwiefen werden fann, wenn feine Richtigkeit in defondern Zällen dargethan iſt; 
denn nichts anders als beſondere Zälle unferes allgemeinen Satzes bilden die beiden vor⸗ 
bergehenden Säge. , 

Zuf. 1. Parallelogramme oder Dreiecke, die in ihren Winkeln 
übereinftimmen, ftehen im zufammengefegten Verhättniffe der Seiten, 
die gleiche Winkel einfchliegen. Denn in den Ahnlihen Dreiecken 
(ABC, DEF $ig. 91 und 9X it BG: EH—=AB: DE, alfo 

A ABC: ADEF=AC.BG:DF.EH=AC.AB:DF.DE. 

Anmerkung 2. Unfer Zufad macht bei Euclives den 23ten Say im 6ten Bude 
aus. Der dort gegebene Beweis ift fehr fharffinnig. Euclides bringt die beiden Pa- 
rallelogramme in eine ſolche Lage gegen einander (Big. 52), daß zwei ihrer gleichen u 
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Winkel Scheitelwinkel werden, vollendet darauf HJ, und leitet den Beweis aus der Ver⸗ 
gleihung diefes Parallelogramms mit jedem der beiden gegebenen AG und GD her. 

Anmerkung 3. Die in diefem erften Zufage ausgeſprochene und bewiejene Behaup⸗ 
tung gilt nicht blos für Dreiede, Die in allen ihren Winkeln übereinftimmen, fon- 
dern auch für ſolche, die einen Winkel glei haben ; wie man fi ſogleich überzeugen 
wird aus . 

Zuf. 2. Wenn zwei Dreiede (DAE, BAC $ig. 96) einen gleis 
hen Winkel haben, fo ſtehen ihre Flaͤchenraͤume im zufammengefeßs 
ten Verhältniffe der dieſe Winkel einfchließenden Seiten CAD, AE und 
AB, AC). 

Papp. eollect. math. VII, 146. — L. G.III, 24. 

Vorbereitung. Ziehe BE. 

Beweis.‘ A ADE : A ABE = AD: AB (200). 

A ABE: A ABC = AE: AC 
mithin A ADE : A ABC = AD. AE: AB. AC 

Zuſ. 3. Sind Parallelogramme oder Dreiede gleichflaͤchig, fo 
ftehen ihre Grundlinien im umgekehrten Verhättniffe ihrer Höhen 
(150 und 151). 

Tacquet zu Euclives VI, 15 uf. | 

Zuf. 4. Sind Parallelogramme oder Dreiede gleihflädig und 
haben uͤberdieß einen Winkel gleich, fo verhalten fid, die diefen Win: 
tel in der einen Figur einfchließenden Seiten umgekehrt wie eben diefe 
Seiten der andern, und umgekehrt. 

Weil alsdann BD und IK Fig. 99 daſſelbe Verhaͤltniß zu einans 
der haben wie ED und HK. 

Eucl. VI, 14, 15- 

Anmerkung 4. Euclides beweift feinen 14ten und 15ten S. auf diefelbe Weiſe, die 
wir fon oben in Anmerf. 2 mitgetheilt haben, 

Anmerfungd. Man ift nun im Stande, die zweiten Auflöfungen der 14ten, 15ten 
und 16ten Aufgabe im 2ten Buche auszuführen, ö 

Zuf. 5. In allen Rechtecken von gleichem Flächenraum verhalten 
fih die Grundlinien umgekehrt wie die Höhen; und umgekehrt d. h. 
find vier Linien proportionirt, fo ift das Rechte, das aus den bei: 
den Außern conftruirt wird, gleichflädig dem aus den beiden mittlern. 

Eucl. VI, 16. “_ 

Anmerfung 6. Kuclided leitet diefen Sag aus feinem 14ten ab, den er auf die 
oben (Anmerk. 2) angegebene Weife bewiefen bat, Wir werden bald (203, Auf. 3 
und 4) zeigen, daß der Sag genau derfelbe ift als unfer früherer Satz 150 und deſſen 
erfter Zufag. Es würde befremden müffen, diefen wichtigen Sag gar nicht in dem 5ten 
Buche des Euclides zu finden, wenn er nicht mit dem fo eben genannten 16ten und mit 
dem 17ten des 6ten Buches zufammenfiele, und der Berfafler die Proportionalität in 
noch beftimmterer und engerer Beziehung auf die Geometrie betrachtet hätte, 

zuf. 6. Iſt ein Duadrar einem Rechtecke gleihflädig, fo ift 
feine Seite die mittlere Proportionale zwifchen den Seiten des Recht: 
ecks, und umgekehrt d. 5. find drei Gerade ftetig proportionirt, fo ift 
das uͤber der mitttern befchriebene Quadrat gleichflächig dem Rechtecke 
aus den beiden äußern. 

Eucl. VI, 17. 

Anmerfung 7. Dieſer Zufag folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden 5ten, und 
biermit kömmt das überein, was unten (203, Zuf. 4) gefagt ift. 

a Ainmerhung 8.. Unfer Zufag 5 Fann zu einer Erweiterung des Zuf. 2 benugt werben. 
tämtich : 

Sr. 7. Wenn ein gleichfchenketiges Dreieck (FAG Fig. 96) ei: 
.. nen Winkel mit einem andern Dreied (BAC) gemein hat, und der 


x 
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Schenkel AF des erfiern die mittlere Proportionale zwifchen den den 
gemeinfchaftlichen Winkel einfchließenden Seiten AB, AC des undern 
Dreiecks iſt, fo haben beide Dreiecke gleichen Flaͤchenraum. 

L. G. IV, 15. 

203. Lehrſatz. Wenn die Stundlinie (CD Fig. 99) eines 
Rechtecks (CFED) oder eines ihm gleichflähigen Parallelogramms 
(CABD) die Brundlinie eines andern Rechtes (CKHM) oder diefem 
gleihflächigen Parallelogramms (CKJG) m mal in fi faßt, und wenn 
die Höhe (DE) des erften Rechtes (oder Parallelogranıms) die Höhe 
(KH) des andern n mal in fi ſchließt, fo verhält fi der Flaͤchen⸗ 
vaum des erjten Rechtecks (oder Parallelogramıms) zu dem des zweis 
ten, wie das Produkt ans m und n zu Eins; und dag erftere Rechteck 
(oder Parallelogramm) ſchließt das zweite fo viel mal in fih, fo viel 
Einheiten in dem Produkte enthalten find, welches man durch Mul⸗ 
tipfication der Zahlen m und n erhält. 

Beweis. Aus 202. 

Suf. 1. Iſt das Rechte MK einmal angenommen und beftimmt, 
fo kann es ald Maaß für alle Rechtecke, und mithin (118) für alle 
geradlinigen Figuren betrachtet und gebraucht werden. 

Als allgemeines Flähenmaaß nimmt man nun das Rechte MK 
fo, daß feine Grundtinie und Höhe gleih find, d. h. daß es ein 
Quadrat ift, deflen Seite CK als Einheit zur Meffung der Längen 
von den Linien CD, DE ıc. gebraudt wird und deren eigne Länge 
meift entiveder eine Linie, oder einen Zoll, oder Fuß, oder eine Rus 
the u. ſ. w. beträgt. 

Das Quadrat MK heißt die Flaͤcheneinheit, oder aud 
QLuadrateinbeit, um es von Längeneinheit, die zur Meflung 
von Abftänden oder Längen dient, zu unterfcheiden. Enthält alfo 
das Rechte CK 10 Fuß, fo find dieß natürlich folche, Die ſich auf 
die Quadrateinheit beziehen, die man daher auh Quadratfuße 
nennt, und es heißt dieß fo viel als unfer Rechteck fchließt in fi 
10 gleiche Quadrate, wo in jedem die Seite einen Fuß beträgt. 

Anmerkung 1. Aus dem Gefagten ergiebt fih von felbft, daß irgend zwei gleidh« 
artige Flächen⸗- oder Quadrat » Einheiten von verſchiedener Benennung fi zu einander 
verhalten, wie die Quadrate der Zahlen, welche das Verhaͤltniß der entfprechenden Län- 
geneinheiten darſtellen. So ift z. B. das Berhältnif eines Duadratzolles zu einem Qua⸗ 
dratfuße wie 1? : 122 d. 5, wie 1 : 144, oder ed gehen 144 Quadratzolle auf einen 
Duadratfuß, — wenn ein (Längen⸗) Zuß 12 (Xängen=) Zolle enthält. — Eucl. VIE, 11. 

Anmerkung 2. Man flieht daraus, wie man mit Euclides (VII, Erkl. 16) ein 
Produft aus zwei Zactoren eine Flächenzahl nennen kann, deren Seiten eben diefe 
Factoren find; ferner daß Flächenzahlen im zufammengefegten Berbältniffe ihrer Seiten 
ſtehen, (VII, 5) und, daß ähnliche Flächenzahlen diejenigen find, deren Seiten pror 
portionirt find (VII, Erkl. 21). Hierin liegt au der Grund, warum die Alten 
ebene Derter (Flächen = Derter) und ebene (Flächen-) Aufgaben alle diejenigen Pro« 
bleme nannten, bei denen Produkte aus nicht mehr als zwei Zahlen oder nur Flächen⸗ 
zahlen gebraucht wurden. Dieje Erklärung fol in dem fünften Buche (252, Anmerf. 5) 
näher entwidelt werden. , 

Anmerkung 3. Nach diefen Erörterungen können verſchiedene unferer frühern Säge 
nod auf eine andere Weife, als ed geſchehen ift, audgedrüdt, und zugleich die von 
andern Schriftftellern gebrauchten Austrüde erläutert werden, Es foll dieß in den fol 
genden Zufägen geſchehen. 

Zuf. 2. Das Produkt zweier Zahlen, weiche die Längen zweier 
Linien bezeichnen, drückt den Inhalt des aus diefen Linien conſtruir⸗ 
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ten Rechtes aus. Daher wird ein Verhältnig, das aus zwei ans 
dern zufammengefeßt iſt, dargeſtellt durch die Rechtecke aus den Linien, 
welche je zwei entfprechende Slieder der einfachen Verhältniffe bil⸗ 
den; und ebenfo ein zweifach hohes Verhältnig von einem gegebenen 
durch die Quadrate der das letztere ausdruͤckenden Linien. 

Zuf. 3. Sind vier Linien proportionirt, fo ift das Rechteck aus 
den äußern gleichflächig mit dem Rechtecke aus den mittlern; wie dieß 
fhon in 202, Zuf. 5 aus andern Gründen hergeleitet ift; und man 
fieht, wie diefer Sag mit dem frühern in 150 übereinfommt.. 


Zuf. 4. Sind drei Linien proportionirt, fo ift das Quadrat über 
der mittlern gleichflächig mit den Rechtecke aus den beiden Aufern; 
wie dieß ſchon in 202, Zuf. 2 aus andern Gründen nachgewieſen; 
und man fieht, wie diefer Sa uͤbereinkommt mit dem fruͤhern 150, 
Zuf. 1. ’ 

Zuf. 5. Den Inhalt eines Parallelogramms kann man durch 
das Produft aus der Grundlinie in die Höhe ausdruͤcken, was mit 
dem früheren Sage 82, Zuf. 2 uͤbereinkommt. 

Auf aͤhnliche Weife läßt fih der Flächeninhalt eines Quadrates 
durch die zweite Potenz oder das Quadrat feiner Seite darftellen. 

Anmerkung 4. Aus diefem Grunde gefhah es, daß die Alten ſich der Ausdrücke 


Suvapıs (zweite Potenz) ypappyis, Oder ypapun Suvarar etc. bedienten, um den Flaä⸗ 
chenraum des über diejer Linie beſchriebenen Quadrates zu bezeichnen. — Bildet nım 


die Menge von Cinheiten, weldye den Flächeninhalt eines Quadrates ausdrückt, Beine. 


. Quadratzahl, fo ift die Seite deſſelben incommenfurabel in Beziehung auf die Einheit, 
welde die Länge mißt. Dieß findet namentlid immer Statt bei der Diagonale eines 

Quadrates in Beziehung auf deflen Seite, wie wir oben 126, Anmerkung 2 gizeigt ha⸗ 
ben, und wie auch Euclives im legten Sage feines 10ten Buches bemwiefen hat. 

Zuſ. 6. Der Flaͤchenraum eines Dreiecks kann daraeftellt werden 
durch das Produkt aus der Grundlinie in die Hälfte der Höhe, oder 


aus.der Höhe in die Hälfte der Srundlinie, kurz durch die Hälfte - 


des Produktes aus Grundlinie und Höhe, und die flimmt überein 
mit 84, Zuf. 1. | 

Zuf. 7. Der Flächenraum eines regelmäßigen Vielecks wird aus: 
gedrückt durch die Hälfte des Produktes aus dem Umfange und dem 
Höhenperpendikel (aus dem Mittelpuncte auf eine der Seiten) in 
Webereinftimmung mit ©. 117. | Ä 

Zuf. 8. Der Fläheninhalt eines rechtwinkeligen Paralleltrape: 
368 wird dargeftellt, durch das Produkt aus der an den beiden rechten 
Winkeln anliegenden Seite in die halbe Summe der beiden parallelen 
Seiten, oder (168, Zuf.) in das arithmetifhe Mittel zwifchen den 
beiden parallelen Seiten; in Webereinftiimmung mit ©. 86. 

Zuſ. 9. Ein Rechte auf eine gegebene Linie zu jiellen d. h. 
über einer gegebenen Geraden ein Rechter zu conftruiren, weldes 
mit einem. gegebenen gleichflächig ift, koͤmmt überein mit der Auffus 
hung eines Quotienten, den man erhält, wenn das Produft zweier 
Zahlen durch eine gegebene dritte dividirt wirds; jedenfalls koͤmmt es 
darauf hinaus eine Linie zu finden, die mit einer gegebenen Linie ein 
Rechteck bilder, das einem gegebenen Rechtecde gleihflädhig iſt, — 
was der Segenftand der 16ten Aufgabe im zweiten Buche ift. 

Anmerfung 5. Alle vorhergehende Ausdruͤcke find genau, wenn man fie auf bie 
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rechte Weiſe gebraucht. Aber fie find an fi) betradptet nit geometriſch, und man giebt 
nicht blos zu ungenauen fondern zu völlig unridhtigen VBorftellungen Beranlaflung, wenn 
man fie, wie viele Thun, ohne Weiteres und vom Anfange an gebraudt. Die Alten 
erlaubten ſich nie dergleihen ungenaue Ausdrücke, wie z. B.: ein Rechteck ift gleich 
dem Produkte aus feiner Grundlinie und Höhe. Wir haben au, wie ſichs gebührt, 
in dem Vorhergehenden uns immer folder Ausdrücke: wird ausgedrückt durch, 
wird Dargeftellt durh, kömmt überein mit, anjtatt ded ungenauen und un= 
richtigen ift gleich, bedient. Man kann im eigentlichen und ftrengen Sinn Feine Linie 
durch eine andere -multipliciren fondern nur Zahlen; und mithin auch ſolche Zahlen, 
weldye die Längen zweier mit einem gemeinſchaftlichen Maaße gemeflener Linien ausdrü⸗ 
den; und nichts anderd als dieſes verfteht man unter der Multiplication oder dem Pro⸗ 
dußte zweier Linien. Die Multiplication zweier Linien giebt immer ein Rechteck oder 
Duadrat; aber die Menge von Quadrat Einheiten — d. h. von gieigen Duodraten, 
deren Seiten ald Einheiten oder gemeinfchaftlihes Maaß für die Länge gebraudht wer⸗ 
den — wilde der Flähenraum eines gegebenen Rechtecks in fi faßt, ift gleich dem 
Produkte der Seiten diefes Rechtecks d. h. glei dem Produfte der Zahlen, welde die 
Längen der Seiten in Beziehung auf jene genannte Einheit, oder gemeinſchaftliches Maaß 
ausdruͤcken. Will nun Jemand die genannten Ausdruͤcke, nachdem ihr wahrer Sinn 
.genau erFlärt ift, gebrauchen, fo thue er ſolches, aber body nur ald eine Art von Ab⸗ 
fürzung im Auddrude, 


Anmerkung 6. Man kann alddann, wenn man fi) diefer Art, die Sachen aus⸗ 
zudrüden, bedient, anjtatt Rechteck aus A und B dad Zeichen A . B, und für Qua⸗ 
drat über A, das Zeichen A? gebrauden. 

Man fehe hierüber: d’Alembert Melanges, V, p. 211 sqg. — Tacquet scho- 
lion zum 34ften und A4ften ded erften, und zum 22ften Sage des ſechſten Buches des 
Euclives. — Elavius über eben diefe Stellen, 

Zuf. 10. Bezeichnet man die Slähenrdume zweier Parallelos 
gramme oder Dreiecke Durch F und £, ihre Srundlinien mit G und g, 
ihre Höhen mit H und h, fo if nach unferm Hauptſatze: 

F:f=G.H:g. bh, woraus man folgert: 

1) Sind entweder die Örundlinien oder die Höhen, aber nicht beide 
zugleich, zu einander incommenfurabel, fo mäflen auch flets 
(130, Zuf. 1) die Slächenrdume F und f gleich falls zu einander 
incommenſurabel ſein. 

2) Sind Höhen und Grundlinien zugleich incommenſurabel gegen 
einander, fo fann das Verhältniß der Flächenräume (F: N) ein 
commenfurables fein. (123, Anmerkung 2). i 

Diefer Fall findet 3. B. Statt, wenn man in einem gleich 
ſchenkeligen, rechtwinteligen Dreieck über einer Cathete und der 

Hypotenuſe Quadrate befchreibt. 

3) Werden Quadrate Über Linien befchrieben, die zu einander coms 
menfurabel find, fo verhalten fih ihre Klähenräume d. h. die 
Quadrate ſelbſt wie eine Quadratzahl zu einer Quadratzahi d. i. 
wie zwei Zahlen, aus denen man die Quadratwurz ein ziehen 

ann. 

4) Quadrate koͤnnen zu einander incommenfurabel fein. Denn e6 
fei (dig. 124) AF incommenfurabel zu FD, 5. B. wie v 15:2; 
man fuche zwifchen beiden die mittlere Proportionale FB, fo tft 
FB,=2v15=V60, alfo FB,: FD, =vV 60:4=V 15:2, 
alfo diefe beiden Quadrate incommenfurabel zu einander, aber 
FBR:AF, = v60:v15d&i.=2:1, alfo diefe Quadrate 
zu einander commenfurabel. 

Es giebt alfo Quadrate, die zu einander incommenfurabel find; 


x 
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e8 giebt Linien, die zu einander incommenfurabel find, deren Qua⸗ 
drate aber commenfurabel werden; und es giebt endlich folche incom⸗ 
menfurable Linien, deren Quadrate gleichfalls incommenfurabel find. 
Euclides nennt die erfiere Art von Linien incommenfurabel in Länge, 
die zweite incommenfuradel in Potenz, und er fpricht demgemäß 
den gten Sag feines 10 Buches fo aus: „Die Duadrate, welche 
über Linien befchrieben werden, die in Länge commenfurabel find, 
verhalten fih zu einander, wie eine Quadratzahl zu einer Quadrat⸗ 
zahl, und umgefehrt. Die Quadrate, welche über Linien befchries 
ben werden, die in Länge ineommenfurabel find, verhalten fich nicht 
wie eine Quadratzahi zu einer Quadratzahl und umgefehrt. Linien 
(dieß ift der Zufag), die commenfurabel in Länge find, find es auch 
ftets in Potenz, aber in Poten; commenfurable Linien find es nicht 
immer in Länge; Linien, die in Länge incommenfurabel find, find 
es nicht immer in Potenz, aber die in: Potenz. incommenfurablen 
find auch ftets in Länge incommenſurabel.“ 

Zuf. 11. Aus den vorhergehenden Zufägen, befondere aus dem 


‚vierten fieht man, daß alle Verhältniffe, wie zufammengefeßt fie auch 


fein mögen, alleyeit durch das Verhaͤltniß zweier geraden Linien auss 
gedrächt werden koͤnnen. 

Denn es ſei z. B. M:N=A.B.C:D.E.F. Die 
einfachen Verhaͤltniſſe A: D, B: E, C: F, koͤnnen immer, ſeien 
ſie commenfurabel oder incommenfnrabel, durch gerade Linien dar⸗ 
geftellt werden. 

Iſt nun P die mittlere Proportionafe jwifhen A und B, Q die 
zwifchen D und E, HR aber die dritte Proportionale zu P und Q, fo 


iR (Guf. 4) 


P, = A,B 

Q, = Di.E alfo 

Pa: Qy=A.B:D.E, aber, weit 
pP’ :Q=Q:R fo ift (160, Zuf. 4) 
Pa: Qa=P:R, alfo | 
P:R=A.B:D. E, mithin 
M:N = P.C:R.F, alfo wenn 


S die mittlere EN voportionale zwifchen P und C, T bie zwiſchen R und 
F, U aber die d eite e Proportionale zu S und T, 
J Ta =P.C:R,.F, abe 
= S:TU, alfo 
Min — 8: VO, und auf aͤhnliche Weiſe in allen 
moͤglichen gälten. 
204. Lehrfag. Nimmt man in zwei ähnlichen Dreiecken (ABC, 
DEF $ig. 91 und 92) zwei Paare entfprechender Seiten (AC, DE, 


: BC, EF) fo if das Rechteck aus der einen Seite (AC) des einen 


Dreiedts und der nicht entfprechenden des andern (EF) gleihfläcdhig 
mit dem Rechtecke aus den beiden übrigen Seiten (BC, DF). 
Bew. Aus 196, und 202, Zuf. 4. 
Anmerkung. Die Nichtigkeit unferes Satzes fol fpäter (251, Anmerk.) noch auf 
einem anderen Wege dargethan werden. 


205. Lehrſatz. Aehnliche Dreiecke verhalten fich in Anfehung 


rn 


Bon der Achnlicgfeit der Dreiede und Pearallelogramme. 127 


ihrer Slächenräume, wie die Quadrate ihrer entfprechenden Seiten, 
oder, mit andern Worten, fie, fiehen in dem zweifach hohen Verhaͤlt⸗ 
niffe ihrer entfprechenden Seiten. 
Eucel. VI, 19. — L. G. UI, 25. 
Vorbereitung. Es feien BG und EH (Fig. 91 u. 9%) die Hoͤ⸗ 
hen der Dreiecke ABC und DEF. 


Bew. Aus 202, und 196, Zuf. 2, oder, ohne alle Vorbereis 
tung, aus 202, 196, und 156, Zuf. 2. 

Anmerfung. Wir haben früher (137, Anmer?.) bemerft, daß der Ausdruck zwei⸗ 
fach hohes Verhältniß bei Euclides eine andere Bedeutung zu haben ſcheint, als bei 
und, haben aber darauf (160, Zuf. 1, Anmerk.) gezeigt, daß beide Bedeutungen in 
der That zufammenfallen. Zufolge der dem Ausdrucke zweifach hohes Verhältniß bei 
Euelides beigelegten Bedeutung muß man beweifen, daß, wenn BL die dritte Pro⸗ 
portionele zu AB ınd DE ift, die Proportion AABC : ADEF = AB : BL Statt 
babe. Man Fann diefen Beweis folgendermaßen führen: Man ziehe CL. Run ift 

BC : BA = EF: ED alfo and 

BC : EF = BA: ED; aber 

BA : ED = ED : BL (Borausfehung), alfo 
BC: EF—= ED: BL, folglid 

ABLC — ADEF (202, 3uf, 4); aber 
ABCA : ABLC = AB : BL, (200), alfo 
ABCA : ADEF = AB: BL. 

206. Lehrfag. Wenn eine Gerade (BD Fig. 97) einen Wins 
tel (OBA) eines Dreiecks (ABC) halbirt, und bis zum Durchſchnitt 
mit der Gegenfeite (CA) diefes Winkels verlängert wird, fo flehen 
die Segmente (AD, CD) diefer Seite in demfelben Verhälmiffe zu 
einander wie die an fie angränzgenden Dreiedsfeiten (AB, BC), und 
das Duadrat der Halbirenden, vermehrt um das Rechte aus den 
genannten Segmenten der Gegenfeite ift gleihflädig dem Rechtecke 
aus den beiden andern Dreiecksſeiten. 

Eucl. VI, 3. — L. G. II, 17, 31. 

Vorbereitung für den. erfien Theil: Verlängere AB und ziehe 
CE || BD. 


Beweis. Aus 4, 3, und 52 yeigt man, daß EB — BC, 
und wendet dann 195 an. 
Vorbereitung für den zweiten Theil: Made W. DAF — W. 
ABF, verlängere BD bis F und ziehe CF. 
- Beweis. Aus Hypoth. und Konfteuction zeigt man, daß 
AABF vw AADF vw ABCD, alfo 
AB,BC = BF,BD (204) - 
—= BD, BD,DF (72, Zuf. 2) 
— BD, AD,DC (204). 
Zuf. 1. AD -+ DC oder AC : AD = AB + BC : AB 
d. h. es verhält fi die Gegenſeite des halbirten Winkels zu einem 
iheer Segmente, wie die Summe der beiden andern Seiten zu der 
an. jenem Segmente anliegenden Seite. | 
Erfte und wichtige Anmerkung. Der erfte Theil unferes Satzes ift der dritte im 
ſechſten Buche des Euclides. Aber er gilt au für den Außenmwinfel CBE (Fig. 101 
und 102), dann trifft die Halbirende BD die Verlängerung der Gegenfeite, doch nicht 
immer, und nicht immer nad derfelden Seite hin, Iſt nämlich W. EBC —= 2 BCA 
und mithin Dreied ABC gleichſchenkelig, fo muß BD || AC fein, und kann alfo Fein 
Durchſchnitt diefer beiden Linien Statt findenz iſt W. EBC < 2 BCA, fo wird BD 
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nad derfelben Seite von BC bin mit AC convergiren, wie in Zig. 1013 umgekehrt aber 
nad der Seite von BA bin, wenn W. EBC > 2BCA, wie in Fig. 102. 
Zieht man nun in Fig. 101 CO || AB, fo ift 
DA: DC = AB : CO, aber es ift 
W. BOC = EBO (25) = OBC, alſo 
BC = CO (52), mithin 
DA: DC = AB: BC. 
Man ziehe ferner QA fo, daß W. QAB—=BDC, Jo ift 
A DCBw A BQA, da W. OBA == DBC, alſo 
DB : BC = BA : BQ, mithin nn 
CB,BA = BD,BQ (202, 3uf. 5) 
\ = BD,DQ — BD, (72, 3uf. 9 
Aber, weil A DCB @ A DQA, fo ift 
DB : DC = DA : DQ, alio 
CB,BA = DC,DA — BD, 
d. h. der Ueberſchuß des Rechtecks aus den Segmenten der dem halbirten Außenwin⸗ 
kel gegenüberliegenden und verlängerten Gegenfeite über das Quadrat der Halbirenden ift 
glei) dem Rechtecke aus den beiden andern sDreiedöfeiten, 

Unfern Say Fann man daher allgemein, möge ein innerer oder äußerer Winfel bals 
birt werden, fo ausſprechen: Wenn eine Gerade einen innern oder äußern Winfel eines 
Dreiecks halbirt und bei hinreihender Verlängerung der Gegenfeife dieſes Winfeld be- 
gegnet, fo verhalten ſich die auf dieſer Gegenfeite durch die Halbirende gebildeten Seg⸗ 
mente wie die an ihnen liegenden Dreiedöfeiten, und die Summe oder der Unterfchied 
des Rechtecks aus jenen Segmenten und des Duadrated der Halbirenden ift gleidy dem 
Rechtecke aus den beiden andern Dreiedöfeiten. Robert Simfon wies zuerit die Rich⸗ 
tigkeit des erften Theiles unferes Satzes auch für die Außenwinkel nad und gab dadurch 
dem Zten S. im fechften Buche des Euclides eine nicht unwichtige Erweiterung 3 aber er 
fagt nichts über den zweiten Theil”). 

Anmerkung 3. Iſt Dreied BCA (Fig. 97a) in C rechtwinkelig und man halbirt 
W. CBA durch BD, fo it AC:CD=BC-HBA:BC und weil AB> CB, fo ift AD 
>CD, alfp AC>2CD, während W. ABC—=2CBD, mithin iſt AG:CD>W. ABC: 
CBD. Nimmt man nun W. ABE = ABC, fo ift auf gleihe Weife 

CE : AC > ®@.CBE : CBA, alfo aud 
CE : CD > ®.CBE : CBD . 
und eö folgt daraus der Sag, der noch näher und aus ganz andern Gründen fpäter (372) 
entwidtelt werden fol, nämlid : 


Zuf. 2. Wenn man in einem rechtwinfeligen Dreiecke ans ei: 
nem der fpigen Winkel nach der Gegenfeite gerade Linien zieht, von 
denen die erfiere den ganzen Winkel halbirt, die zweite die an der 
Eathete anliegende Hälfte halbirt, die dritte das an diefer Cathete ans 
liegende Viertel ꝛc., fo haben die Segmente der Gegenfeite, welche 
zwifchen irgend zweien diefer Wintelhalbirenden und der Spike des 
rechten Winkels liegen, ein größeres Verhältnig zu einander, als die 
Winkel, welche eben jene Linien mit der Cathete bilden, aus deren 
Endpunct fie auslaufen. 

Anmertung 4. Pappus ſetzt diefen Say beim Beweife des erften Lchrfages in fei- 
nem Sten Buche voraus; fein Commentator Sommandinus bat einen Beweis des Sades 
gegeben. 
— 207. Lehrſatz. Zieht man in einem Dreiecke (ACG Fig. 103) 
aus zwei Winkelſpitzen (C, A) gerade Linien nad) den Halbirungs⸗ 
puncten der Gegenfeiten, fo fchneiden fich dieſelben (in D) ſtets fo, 
daß der obere d. h. zwifchen Winkelfpige und Durchſchnittspunct ent⸗ 
haltene Abfchnitt einer jeden doppelt fo groß. als der untere iſt; und 


— — — — — 


*), Ein Beweis für den zweiten Thell unſeres Satzes, der wegen feiner Einfachheit 
und feiner 7 den en Ind —8 u Gleichen Anwendbarkeit gekannt zu wer: 
den verdient , IR in dem Anhange zu diefem Buche (310) angedeutet En next 


= 


Susi ÿ 
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die Gerade, welche man aus der dritten Winfelfpige (G) durch diefen 
Durchſchnittspunct nach der Gegenfeite zieht, halbirt auch diefe, fo 
dag die drei Geraden, welche die Ecken mit den Halbirungspuncten 
der Segenfeiten verbinden, einen gemeinfchaftlichen Durchſchnittspunct 
haben, der jede von ihnen in zwei Stücke theilt, von denen das obere 
doppelt fo groß als das untere ift. 

Erfier Theil. Vorbereitung. Ziehe FY || AG. 

Beweis. Man zeigt, dag nach 196, und 149 FY=1LEG — 
4 AE, und mithin, wegen der Aehnlichkeit der Dreierfe ADE und FDY 
auch 2DF = AD. — 

Zweiter Theil. Vorbereitung. Man ziehe FRAC. 

‚Beweis. Wie im erften Theile zeigt man, daß FR = BC, 
und aus der Hehntichkeit der Dreiecke ADB und FDR, daf FR — 
LAB ic *). 

Anmerkung. Diefer Sag ift von großem Nusen in der Naturlehre, da er dazu 


dient, den Schwerpunct eines Dreieds zu finden, der mit dem gemeinſchaftlichen Durd- 
ſchnittspuncte D felbft zufammenfällt. 


208. Lehrſatz. Hält man aus. zwei Winkelfpisen (G, C 
Fig. 104) eines Dreiecks (CAG) Perpendikel auf die Gegenfeiten 
(CA, AG), fo fchneiden fich diefelben (in D) innerhalb oder außerhalb 
des Dreiecks, je nachdem daſſelbe ſpitz- oder ſtumpfwinkelig ift; und 
zieht man aus der dritten Winkelfpige (A) durch diefen Durchſchnitts⸗ 
punct (D) eine Gerade nad) der dritten Dreiecksſeite, fo fteht auch fie 
auf letzterer ſenkrecht. | | 

Beweis. A CBDw A CAE vw A GBA, alfo 

CB : BD == BG : BA ' 
oder CB : BG —= BD: BA 
| alfo A BCG vw A ABD (198) 
mithin ®. BAD —= BGF 
und darum W. DFG — ABD == 90°. 

Zuf. 1. Die drei Höhenperpenditel jedes Dreiecks haben einen 
gemeinfchaftlihen Duchfchnittspunct. oo. 

Zuſ. 2. Im rechtwinkeligen Dreiecke ift diefer Durchſchnitts⸗ 
punct die Spitze des rechten Winkels. 

Zuf. 3. Fuͤr ein gleichfeitiges Dreieck Fällt diefer Sag mit dem 
vorhergehenden zuſammen, da in ihm die Hoͤhenperpendikel auch zus 
gleich die Seiten balbiren. 

Anmerkung. Diefer Say ift im Grunde derſelbe mit dem 6Oten im 7ten Buche 


der mathematifhen Sammlungen des Pappus, mo er fo ausgedrüdt ift: „Es fei ein 


Dreied ACG ; man ziehe die Geraden AF, CE, BG, ‚fo daß AF ſenkrecht auf CG und 
die Puncte A, B, D, E im Uimfange eines Kreiſes liegen, fo find auch die Winkel bei 
B und E rechte.“ Weil nämlich dann, wie fpäter (275) gezeigt werden fol, W. BDE 
+ BAE = ABD + AED —= 180° ift. 

"209. Lehrſatz. Wenn man in einem rechtwinfeligen Dreiede 
(ABC Fiq. 65.) aus der Spige (C) des rechten Winkels eine Senk⸗ 
rechte (CL) auf die Hypotenuſe zieht, fo wird durch fie das ganze 
Dreieck in zwei folche Dreiecfe (ACL, CBL) getheilt, die nicht nur 
unter einander, fondern auch dem ganzen Ahnlich find. 

Eucl. VI, 8. — L. 6. IH, 23. Ä 


*) Ein anderer Beweis unferes Satzes iſt im Anhange zum zweiten Buche (218) an⸗ 
gedeutet worden. 


v. Swinden Geometrie. 9 
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Beweis. Aus 38, Zuf. 2, und 196, Zuf. 1. 
Zuf. 1. Die Senkrechte CL iſt die mittlere Proportionale zwi⸗ 
ſchen den Segmenten der Hypotenuſe, alfo AL:CL=CL:LB. 

Yomerkung * "endet man S. 89 auf 202, Zuſ. 5 an, ſo fieht man leicht, daß 
unfer Zuſat mit jenem S. 89 übereinkömmt, obſchon er hier auf andere Weiſe hergelei- 
tet iſt. 

"auf 2. Jede Cathete ift die mittlere Proportionafe zwifchen 
dem an ihr liegenden Hypotenuſenſegmente und der ganzen Hypote⸗ 
nuſe; alſo 

AB: AC=AC: AL 
und AB : BC = BC : BL 

L. G. II, 3,2 


Anmerkung. 2 "Diefer Sag ift derfelbe mit 87, Zuſ. 1, wenn man auf lestern 


202, 3uf. 5. anwendet. 
Anmerkung 3. Aus unferm Zufage leitet man fehr leicht, durch Hülfe von 202, 


Zuf. 5 und 72, Zuf. 1, den Pythagordifchen Lehrſatz ab (87). 

Zuf. 3. Aus den beiden erften Zufägen, verbunden mit 202, 
Zuſ. 5, erhält man 

CL, = AL,LB 

CB, = AB,LB 
alfo CL, : CB, — AL: AB 


Dies iſt der Lehnſatz, der bei Euclides auf den 13ten Satz des 13ten _ 


Buches folgt. 

Anmerkung 4. Alſo ftehen CL und CB in dem zweifach niedern Verhaͤltniſſe von 

AL und AB, was man gewöhnlidy fo auspdrüdt: 
CL:CB=VAL: VAR 
Die Alten würden gefagt haben : die (zweiten) Potenzen von CL und BC verhalten fi 
zu einander die Zinien AL und AB, 
Zuf. 4. Wenn man in.dem rechtwinfeligen Dreiedte ACB ($ig. 105) 
aus der Spiße des rechten Winkels (C) die Sentrechte CD auf die Hy: 
potenufe zieht, und fie bis zum Durchſchnitt (CF) mit der in A auf AC 
errichteten Senkrechten AF verlängert, fo find AD und CD die mitts 
lern Proportionalen zwiſchen DF und DB. Denn 

DB: CD=CD:DA = DA: DF (Zuf. 1). 

Anmerfung 5. Gäbe ed daher ein Mittel, um, wenn DF und DB rechtwinkelig 
verbunden find, die Linien AF, AC, CB fo zu ‚sieben, daß AF und AC in einem Puncte 
A ber verlängerten BD, fo wie AC und BC in einem Puncte C ber verlängerten DF 
ſich ſchnitten, ſo waͤre dab berühmte Problem, zwei mittlere Proportionalen zwiſchen 
zwei gegebenen Geraden zu finden, geometriſch gelöft, Allein dieß iſt nicht möglich, 
Plato hat inzwiſchen ein Berfahren ausgeſonnen, welches durch Hülfe zweier Winkelha⸗ 
ten dad Geforderte mechaniſch leiftet, Dieſes Berfahren ift nichts anders als Anwendung 
unferes Zuſatzes. Man fehe die 2te Anmerk. zur Iten Aufgabe des dritten Buches. 

Zuſ. 5. Errichtet man BJ ſenkrecht auf AB und JL ſenkrecht auf 
ACI, fo find AB und AJ zwei mittlere Proportionalen zwifchen AC 
und AL. Denn 

AC;AB= AB: AJ=AJ: Al (Zuf. 2). 

Anmerfung 6. Hierauf beruht die Einrichtung eined von Descartes *) erfundenen 
Suftrumentes, um zwei oder mehrere mittlere Broportionalen zwifchen zwei gegebenen Li⸗ 
nien zu finden. Ich fage zwei oder mehrere, da man, wie leicht zu ſehen, dad Ziehen 
von Senfredten auf AL und AJ auf die angefangene Weife beliebig weit fortfegen 

nn. 


*) Geometria, lib. 11 et IH ab init. 


— — a. _ 


Bon Linien, die nad dem äußern u. mittlern Berhältniffe gefpnitten werden. 131 


Zweiter Abſchnitt. 


Bon Linien, die nad) dem dußern und mittlern Verhaͤlt⸗ 
niffe gefcehnitten werden. 





210. Erklärung. Eine Linie (AB Fig. 107) beißt nach dem 
äußern und mittlern Verhättniffe Cin C) gefchnitten, wenn die ganze 
Linie fi zum größern Stücke (AC) eben fo verhält, wie diefes grös 
Bere Stüd zum Bleinern (CB). " 

Eucl. VI, 3. , 
Anmerkung 1. Wendet man auf unfere Erklärung 202, Zuf. 6 an, fo fieht man, 
daß eine nach dem mittlern und äußern Berhältniffe geſchnittene Linie diejenige ift, wo 


das Quadrat des größern Abſchnittes gleichflaͤchig iſt dem Rechtecke aus der ganzen Li- 


nie und dem andern Abſchnitte; und es folgt daraus von felbft : 

Zuf. Eine Gerade nach dem aͤußern und mittleren Verhaͤltniſſe 
fhneiden heißt fie fo fehneiden, daß das Quadrat des größern Stüs 
des (AC) gleihflächig ift dem Rechtecke aus der ganzen Linie und dem 
kleinern Stüde. 

Anmerfung 2. Wir haben bereits früher (96 und 97) von folden, auf die ge- 
nannte Weiſe gejchnittenen Linien, Gebrauch gemacht; und in der Anmerkung zu 96 
auf die 10te Aufgabe im erften Buche derfelben vermiefen, um eine Linie auf die ange 
gebene Weife zu ſchneiden. . 

Anmerkung 3. Die Alten legten diefem Schnitte nad dem dußern und mittlern 
Berhältniffe einen hohen Werth bei, und nannten ihn darum den göttliden Schnitt, 
auch wohl ſchlechthin den Schnitt. Und in der That die Eigenfhhaften, die er in fid 
fliegt, find bemerkenswerth. Euclides handelt von ihnen in den ſechs erften Sägen 
feines 13ten Buches, Wir glauben den Wißhegierigen unferer Leſer einen Dienjt zu 
ermweifen, wenn wir, um fie an die Art und Weife der Alten zu gewöhnen, diefe Säge fo 
viel ald möglich mit den eignen Worten des Euclides wiedergeben und nur dad binzufü« 
gen, was nach unferm Urtheile hinzu gehört. 

All. Lehrfag. Wenn eine Gerade (AB Fig. 106) nach dem 


‚Außern und mittleren Verhältniffe gefchnitten iſt und man verlängert 


fie um die Länge des größern Abjchnittes (AC), fo ift die ganze fo 
entftandene Linie (BD) ebenfalls (in A) nach dem Außern und mittlern 
Verhältniffe gefchnitten und zwar bildet die urfprünglich gegebene Li: 
nie (AB) den größern Abfchnitt. 
'Eucl. XIII, 5. . ‘ 
Beweis. Es fei die gegebene Linie L, der größere Abſchnitt G, 


der Hleinere K, fo dag alfoG--K=L und L+G die verlängerte Lis 


nie iſt. Alsdann 
L:G =G:K (210) - -- 
afpaih LHG : L=G + K:G 
d. i. L+G : L=L:G, 
oder ($i9.106) BD: AB= AB: AD, 
Anmerkung 1. Leitet man aus ger Proportion 


eine neue dividendo ber, fo bat man - - 
L—G:6G G—K:K 

d. i. K: 6 G—K:K, 
dßrG: K=- K:G—K 

d. h. (ig. 107) wenn BE = AC = 
- BE :BC=BC : CE 


= 
— 
— — 
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was folgenden Lehrfag giebt: Schneidet man auf einer (in C) nad) dem äußern und mitt« 
lern Verhältniſſe getheilten Linie (AB) von demjenigen Endpuncte aus, an welchem das 
Fleinere Segment liegt, ein Stüd (BE) glei dem größern Segmente (AC) ab, fo 
wird auch dieſes in demfelben Puncte (C) wie die urfprüngli gegebene Linie nad dem 
äußern und mittleren Berbältniffe gefehnitten, und zwar wird dadjenige Segment nun 
das größere, welches bei der Theilung der urfprünglihen Linie dad Fleinere war (BE), 

Anmerfung 2. Man bätte, wie man leicht fiebt, anftatt BE = AC (ig. 107) 
zu nehmen, au AF==BC (dig. 108) maden Fönnen, 

- Anmerkung 3. Man fieht hieraus, daß wenn eine nad) dem äußern und mittlern 
Verhaͤltniſſe getheilte Linie gegeben ift, es immer möglih ift, aus ihr ſowohl eine un- 
endliche Reihe wachſend fortſchreitender Linien, als auch eine eben folge Reihe abnehmend 
fortgehender berzuleiten, die alle gleichfalls nach dem äußern und mittlern Berhältniffe 
getheilt find, und zwar braucht man nichts weiter zu thun, als zuerft die urfprünglid 
gegebene Linie und dann eben fo jede-zulegt gefundene in dem erftern alle um ihr grö- 
Seres Segment zu verlängern, in dem zweiten um ihr Fleineres zu verfürzen. 

Anmerfung 4 Da nad Anmerk. 2 K:G Ä . 
und nah Borauöfetunn K: G=G : L 
ſo iſt ach G — K:K=G:L=-6:G-+K 
alſo (G EBAI(G — K) = GK 
d. h. iſt eine Gerade nach dem aͤußern und mittlern Verhältniß geſchnitten, ſo iſt der 
Unterſchied der Quadrate beider Segmente fo groß als das Rechteck aus eben dieſen Seg- 
menten. 


212%. Lehrfas. Wenn von zwei Geraden jede nach dem äußern 
und mittleen Verhaͤltniſſe gefchnitten ift, fo find beide proportionirt 
getheilt d. 5. die Segmente der einen verhalten ſich wie die der 
andern. 

Eucl. XIV, 7. — Pappus C. M. V, 44. 

Beweis. Die beiden Linien feienL, 1; ihte größern Segmente 
G, g, ihre Hleinern K, k, fo if 


G=LK 
gg — 1Irk 
GG: = LK: 1k 
==41LK:41k 
Gt: —g + 4ılık : gu 
aber G, Fir nt + Ydl mo 
und gu t 4 rk — RN k),) (78) 
alfo (L K), : (1 k), = G 
on Re er 
und dividendo L—G - K:1— g+k=G:g 
2>K:2k=G:g 
K:k=G:g. 


Anmerkung 1. Diefer Beweis ift von Euclided 3 inzwifchen läßt ſich die Richtig⸗ 

Feit unferes Satzes Fürzer darthun aus der Art, wie man verfährt, um eine Gerade auf 
die in Nede ftehende Weiſe zu ſchneiden (96). Es feien AB und EB (Fig. 68, a) 
zwei nad) dem äußern und mittlern Berhältniffe in M und C gefäpnittene Zinien, fo er: - 
giebt fi unmittelbar aus der Gonftruction : 

AG : BG = ED : DB \ 

AG : GH= ED: DF 

AG — GH : AG = ED — DF: DE «x. 

‚ Anmerkung 2. Die Stüde einer nad dem äußern und mittlern Berhältniffe ge: 
theilten Linie werden zur Auflöfung vieler Aufgaben benugtz man follte daher erwarten, 
eine jo getheilte Linie auf dem Proportionalzirkel zu finden. Aber bei. weitem auf der 
Mehrzahl diefer Inftrumente findet ſich Feine unter diefem Namen getheilte Linie. Dies 
fer Mangel ift inzwiſchen nur ſcheinbar; fie ift in der That vorhanden. Wird nämlich 
ein Kreishalbmefler nach dem Außern und mittlern Berbältniffe geſchnitten, jo ift das 
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größere Stüd die Seite des in diefen Kreis befhriebenen regelmäßigen Zehnecks wie 
wir fpäter (290) zeigen werben. Man braudt daher nur die auf dem: Proportional- 
zirkel verzeichnete Seite des regelmäßigen Sechsecks d. 5. den Radius ald ganze Einie 
zu nehmen, fo bat man in der ebenfalld verzeichneten Seite des Zehnecks das größere 
Stüd jener für die Theilung nah dem äußern und mittlern Berbältniffe, 

213. Lehrſatz. Wird eine gerade Linie nach dem dußern und 
mittleren Verhättniffe geſchnitten, fo potenzirt die aus ihrer Hälfte 
und dem größern Stücke gebildete Linie das fünffache Quadrat der 


Hälfte _ 
Eucl. XIII, 1. 

’ Erläuterung. Es foll alfo (Fig. 107) (AC-+H4AB),—=5(4 AB), 
ein. 

Deweis 1. Es ift 

AC, —= AB,BC 

AB, (AB — AC) 
AB, — AB,AC (76) 


alfo auch 

ACq AB,AC = AB, 
AC, + 2 4AB,AC + (AB), = AB, + (AB), 
(AC + AB), = 5 (ZAB)y (74). 

Beweis 2. Aus der Conftruction Fig. 68, a und 96 ift 
AG, = AB, + BG, | 

= 5 (ZAB), | 

aber AG, = (AH + HG), = (AC + 4AB),, alfo 

: (4C + 4AB), = 5 (4AB), 

Anmerkung 1. Drüdt man unfern Sag nad Art der Neuern aus, fo erhält man 
| (AC + 4AB)? — 2 ‚ AB. , alfo 
ACH AB = 4AB VS, und daraus 
AC JAB VS — AB — eine Beziehung, die 
dad Berfahren an die Hand giebt, eine gerade Linie nad dem äußern und mittlern Ber: 
bältniffe zu theilen (10te Yufgab& des Iten Buches). 
Anmerfung 2. Man bat auch 
. AC=34AB(V5 — 1) 
afoBC = AB— JAB(Y5 —i) 
0 0=4AB@Q@—vV5-+1) 
= 4 AB 8 — v’), 
dp AA:BE= v5 —1:3—V5 
woraus man fieht, daß unfer Schnitt für. alle Linien derfelbe ift d. h. daß jede durch ihn 
in Segmente getheilt wird, die bei der einen genau daffelbe Berhältniß , wie bei jeder 
andern haben, 

214. Lehrfag. Wird eine gerade Linie nach dem äußern und 
mittlern Verhältniffe gefchnitten, fo find beide Segmente zu einan: 
der und zur ganzen Linie incommenfurabel, und jedes führt den Da: 
men Apotome. 

Eucl. XIU, 6. 

Beweis. Nah 213, Anmerkung 2 it G=4L(V 5—1) und 
K=}L(3—V 5), alfo beide zu einander und zur ganzen Linie in: 
commenfurabel. — 

Euclides nennt (X, 74) Apotome den Unterſchied zweier blos in 
Potenz commenfurabler Linien, wie es hier v5 in Beziehung auf 
1 und 3 ift, deren Quadrate 5, 1, und 9 commenfurabel find. 


215. Lehrfas. Wenn man eine gerade Linie (KJ Fig. 109) 


[4 
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in zwei folche Abſchnitte (BK, BJ) theilt, daß die ganze Linie das 
fünffadhe Quadrat eines diefer Abſchnitte (BK) potenzirt, und man 
theitt die doppelte Länge (BD) deffelben nad) dem aͤußern und mittlern 
Verhättniffe, fo ift das größere Stüf gleich dem andern Abfchnitte 
(BJ) der gegebenen Linie. 
EBacl. I, 2. 
Beweis. Es ift unferer Annahme gemäß 
KI=BK.v5,alfo . . 
BJ = Kl — BK=BKv5 — BK 
=BK(v5 — ı) 
Wenn aber BD, welche == QBK, nad dem äußern und mittlern Ver: 
hältniffe gefenirten wird, fo ift das größere Stuͤck 
4BD (Y 5 —1)=BK (v5 — 1) (214) 
alfo BJ diefes größere Städ. 
216. Lehrfag. Wird einekinieL nach dem aͤußern und mitt, 
lern Verhättniffe gefchnitten, fo potenzirt die aus dem kleinern Stuͤ⸗ 
ee CK) und der Hälfte des größern (G) zufammengefeßte Linie das 


fuͤnffache Zuadrat von der Haͤlfte des groͤßern Stuͤckes. 


Eucl. I, 3. 

Beweis. Da K: 6 4L (3 — V 5): Lvw5 — 1) 
(213, Anmerkung 2), fo ift aud) K:G=3 — —* :vY5—1, 
und mithin 

G (a—vV5) 








K= 24 (144), alfo 
2(3—V5 5—1 — 
K+46=46 [142209 E —6 v ——— 
—1G. 9—V 3 
72 v5—1 


—— 1 


—36. V 5 
alſo K4600 = 5 (46), 

217. Lehrſatz. Wird eine gerade Linie (L) nach dem aͤußern 
und mittleren Verhättniffe gefchnitten, fo ift das Quadrat des Fleinern 
Abfchnittes (K) und das Quadrat der ganzen Linie (L) zufammen ges 
nommen fo groß als das Dreifache des Quadrates von dem groͤßern 
Abſchnitte (G). 


Eucl. XIII, 4. 
Beweis. Nach 213, zamertung 2 if 
K=41L(3 — 
alfo K? = 412? (9 — fi vs = 5) = = al? 14 —6Y5) 
und K? + L? = 41? (18 — 6 V’5), 
aber nah 213,- Anm. 2 ift auch or 

1_ _ 26 a _ AT 
ee ee Er EZ%, 


un human. BONS yon 


% 


Bon den aͤhnlichen Bieleden. 135 


Dritter Abſchnitt. 
Bon den ähnlichen Vielecken. 





218. Lehr ſatz. Wenn man zwei Vielecke (M und N $ig. 87), 
von gleicher Seitenzahl durch Diagonalen, die man von einer Ede 
(A, F) nad) allen Übrigen zieht, in Dreiecke (BAC, CAD, DAE und 
GFH, HFJ, JFK) zerlegt, fo find die Vielecke ſtets ähnlich, wenn 
jene Dreiecke paarweife, und zwar je zwei folche, die in der Reihen» 
folge fich entfprechen, ähnlich find; (alfo ABACVAGFH, ACAD 
wAHR, ADAEVAJFR). 

L. G. UI, 26, Anmerkung, 

Beweis. Aus der Sleichheit der Winkel in den ähnlichen Dreis 
een leitet man die Gleichheit der gleichgelegenen Winkel beider Viel» 
ecke her, als die .erfie Bedingung ihrer Achnlichkeit. 

. &ben fo folgert man aus der Proportionalität der Seiten in den 
ähnlichen Dreiecken die der entfprechenden Vielecksſeiten — und dieß 
ift das zweite Exrforderniß der Achnlichkeit unferer Vielecke. 

“ Anmerkung. Diefer Sag mußte bewiefen werden, damit man fehe nit bios, daf 


ähnliche Bielecke möglich find, fondern aud wie. man bei ihrer Gonftruction verfahren 
müfle. S. 2te Aufgabe des 2ten Buches, 


Zuf. 1. Sind zwei Dreiecke ähnlich, fo muͤſſen es auch ſtets 


die Parallelogramme fein, welche ein Paar entfprechender Öeiten zu 


Diagonalen haben, und daher doppelt fo groß als die Dreiecke find. 
Darum gilt alles, was für ähnliche Dreiecke erwiefen ift, nothwendig 
auch für ähnliche Parallelogramme. - 

-Zuf. 2. Die beiden Parallelogramme (Fig. 52), welche um die 
Diagonale eines andern liegen ,. find unter fi und dem Ganzen, zu 
welchem fie gehören, ähnlich. 

Eucl. VI, 24. ' 

219. Lehrfatz. Aehnliche Vielecke (M und N Fig. 87) laffen 
ſich durch entfprechende Diagonalen in ähnliche Dreiecke zerlegen. Die 
Flaͤchenraͤume folder Vielecke verhalten fih, wie die Quadrate ihrer 
entfprechenden Seiten, oder fliehen in dem zweifach hohen Verhaͤlt⸗ 
niffe diefer Seiten. 

Eucl. VI, 20. — L. GC. II, 26, 27. | 

Beweis. Erfier Theil aus 198. — Zweiter Theil aus der Be: 
trachtung, daß die Vielecke fi wie die Summen ihrer Dreiecke, und. 
diefe wie die Quadrate ihrer entfprechenden Seiten, alfo wie die Qua⸗ 
drate der entfprechenden Vielecksſeiten verhalten, in Verbindung mit 

Anmerkung 1. Man kann nun die 2, 3,4, 5, 6, und 7 Aufgabe im vierten 
Bude auflöfen. | | 

Zuf. 1. Sind vier Linien proportisniet, fo ftehen die über ih: 
nen befchriebenen Duadrate in dem zweifach hohen Verhaͤltniſſe diefer 
Einien; darum kommt das geometrifche Quadrat mit dem zweifach 
hohen Berhältnifle überein, und man kann die arithmetifchen Qua⸗ 
drate oder die zweiten Potenzen von Zahlen, welche die Längen von 


N 
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Linien ausdrücken, anflatt der geometrifchen Quadrate gebrauchen. 
©. 136, und 203, Zuf. 5. | 
König zu Eucl. VI, 20. Bu 

Zuſ. 2. Aus diefem Sage, auf Parallelogramme angewandt 
und verglichen mit 203, Anm. 2, fieht man, in welhem Sinne Eu: 
clides im 18ten Sage feines VII Buches behauptet, daß: „ähnliche 
Flächenzählen im zweifach hohen Verhaͤltniſſe ihrer entfprechenden 
Seiten ftehen; und (S. 26) daß fie fih zu einander verhalten, wie 
eine Auadratzahl zu einer Quadratzahl.“ 

Zuf. 3. Sind drei Linien ſtetig proportionirt, fo verhält füch 
eine über der erften befchriebene Figur zu der über der zweiten befchries 
benen und der erftern ähnliche Figur, wie die erfte der drei Linien zur 
dritten (160). 
Zacquet zu Eucl. VI, 20, Zuſ. 2. j 

Anmerkung 2, Auf diefem Sage beruben die auf den Proportionalzirfeln franzö⸗ 
fifder Gonftruction unter dem Namen ‚les Plans‘‘ befindlichen Linien. Sie ftehen nicht 
auf den englifhen Proportionalzirkein. Auf einigen andern findet' man fie aud wohl 
unter der Benennung der geometrifchen Linie. Sie dienen dazu, um, wenn eine gege= 
bene Zigur vergrößert oder verfleinert werden fol, die Seite der Zigur zu finden, wel⸗ 
dye der gegebenen ähnlich und von ihr ein beftimmtes Vielfache oder einen beftimmten 
heil ausmacht. Da auf diefen nämlich der Abftand z.B. von O bis 90 das Dreifade, 
von O bis 40 das Zweifache 2c. des Abftandes von O bis 10 ift, fo ftehen die Zahlen 
90, 40, 10 oder 9, 4, 1 in dem zweifach hoben Berbältniffe der ihre Entfernung 
von einander meflenden Zahlen 3, 2, 1 d. 5. in dem Berhältniffe, welches ähnlihe Fir _ 
guren zu einander haben , deren entſprechende Seiten fih wie die Zahlen 3, 2, 1 ver- 
halten. Solte man alfo eine Figur conftruiren, die dad Neunfache von einer gegebe: 
nen und ihr ähnlichen wäre, fo falle man eine der Seiten der lesten in den Zirkel und 
bringe (durch erforderliches Deffnen des Proportionalzirfels) feine Spigen auf zwei fidy 
entipreghende Zahlen unferer Linien z. B. 10 und 10, alödann wäre der Abſtand von 
90 bis 90 die entfpredhende Seite der gefuhten Figur. Oder würde ein Vieleck gefor- 
dert, das der ſechſte Theil von einem gegebenen wäre; fo gebe man dem Proportional- 
zirkel eine ſolche Deffnung, damit ein gewöhnlicher Zirkel, der genau eine der Seiten 
der gegebenen Figur umjpannt, die Entfernung 3.8. von 96 bis zu 96 mefle; alsdann 


ift die Entfernung von = d. i. von 16 zu 16 die entſprechende Seite bed gefuchten 


Vielecks; welches 2 von dem gegebenen iſt; deren Seiten fi alfo zu einander verhal⸗ 
ten wie ve :1, ‚ober wie 1: VG. | 


220. Lehrfag. Sind vier Linien proportionirt, fo ſtehen die 
beiden ähnlichen Figuren, die man auf entfprechende Weife über den 
beiden erften befchreibt, in demfelben Verhältniffe, wie die beiden 
ähnlichen und auf entfprechende Weife über den beiden leßten unferer 
Linien befchriebenen Figuren; und umgekehrt, ſtehen zwei ähnliche 
Figuren in demfelden Verhältniffe wie zwei andere folche Figuren, fo 
find ihre entfprechenden Seiten proportionirt. 

Erfter Beweis. Dach Euclides, 

Erſter Theil. Vorbereitung: A, B, C, D feien die vier Linien; 
b die dritte Proportionale zu A und B, und d eine dergleichen zu C 
und D; alfo | 
' C:D 
B:b 
D:d. 


Be! 


ab» 


: B 
: B 
: D 
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daher B:b =D: d 
umdA:C=bi:d 
An ber 7 oder — 0: d4d 
un iſt aber Fig. über A: Fig. uͤber 3 — An: bı. 
Sig. über C :; Fig. uͤber D —0: a, 219, Zuf. 3 
alfo Fig. über A : Fig. über B= Fig. über C: Fig. über D. 
Zweiter Theil. Vorbereitung. Nimm d als vierte Proportios 
nale zu A, B, GC; alfe 
Ay: Ba = Cı : da 
und A, : Bu = Ca : Da (219) 
alfo dk, =D, und d S D, alfo 
A:B=tC:D 


Anmerkung, Diefer, in feinem zweiten Theile hier fehr vereinfachte, Beweis des 
Euclides ift ſchoͤn und ftreng geometriſch. 

Zweiter Beweis. Erſter Theil. Aus 219, 219, Zuf. 1, und aus 
155, 3uſ. 1. 

aweiter Theil. Aus 155, Zuf. 1 und 219, Zuf. 1. 

221. Lehrſatz. In jedem rechtwinteligen Dreiecke (Fig. 110) 
ift eine beliebige über der Hypotenuſe befchriebene Figur, fo groß als 
die beiden Figuren zufammen genommen, die ihr ähnlich und auf aͤhn⸗ 
liche Weiſe über den Eatheten befchrieben find. 

ucl. VI, 31 


Beweis. Aus 219, 153, 219, 87, 142. 

Anmerkung 1. Bon unferm Sage tft der Pythagoraͤiſche Lehrſat (87) ein befonderer 
all; und beide Säge find Folgerungen aus einer allgemeinern Eigenſchaft der Dreiede, 
wie dieß in 87, Anmerkung 2- und in Sag 91 und deflen Zufägen gezeigt worden ift. 

Anmerfung 2. Man fann nun die Ste Aufgabe des Aten Buches auflöfen. 

222. Lehrſatz. Alle regelmäßigen Vielede von gleicher Seis 
tenzahl find ähnlich, und ihre Flächenräume verhalten ſich wie die 
Quadrate ihrer Seiten, oder ihrer Halbmeſſer, oder ihrer Perpendis 
kel (109). 


.C.W8 | 

Beweis. Erſter Theil. Aus 218 und der Beſchaffenheit aͤhn⸗ 
licher Vielecke. 

Zweiter Theil. Aus 219 und 205. 

Zuf. Daher find ſolche Vielecke, wie diejenigen, von denen 
oben in S. S. 113 — 116 (Fig. 80, 81 und 82) gehandelt worden 
ift, ähnlich den Vielecken, in denen fie fichen; und für ©. 116 fol 
das eingefchriebene Vieleck (EFGIL Fig. 82) nach Umfang und Ins 
halt ein minimum fein, wenn die Puncte E, F, G, J, L die Halbi⸗ 
rungspuncte der Seiten des Vielecks find, im welches es eingefchries 
ben ift. Denn dann ift der Radius OE als. Perpendikel auf AD aus 
O am fürzeftien. | Ä 

223. Lehrfag. Die Umfaͤnge regelmäßiger Vielecke von gleich 
viel Seiten, die über Linien von ungleicher Länge beſchrieben find, 
verhalten ſich wie ihre Halbmeffer , oder ihre Perpendikel. 

Beweis. Aus 102, Zuf. 2, und 196, Zuſ. 2. 

Zuf. In allen regelmäßigen Vielecken von gleicher Seitenzahl 
ift das Verhältnig des Umfangs zum Halbmeſſer oder zum Perpendi⸗ 
kel ein und daſſelbe. 
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224. Lehrſatz. Regelmäßige Vielecke von verſchiedener Sei⸗ 
tenzahl ſtehen im zuſammengeſetzten Verhaͤltniſſe ihrer Umfaͤnge und 
Perpendikel. 

Beweis. Aus 117, und 132. 

Zuſ. Sind alfo die Umfänge gleich, fo verhalten fi) die Flaͤ⸗ 
chenräume wie die Perpendikel, und bei gleichen Slächenräumen ver 
halten fi die Umfaͤnge umgekehrt wie die Perpendikel (143, und 150). 

225. Lehrfas. Von zwei regelmäßigen Vielecken (ABDEF und 
. GOKLMN Sig, 111), deren Umfänge gleich find, bat dasjenige 
(GOKLMN) das größere Perpenditel (PQ), welches die größere Seis 
tenzahl hat. 

Vorbereitung. Der Umfang des einen und des andern Vieles 
fei U; in jenem die Seitenzahl m, in diefemn, und zwar feim>n; 


ziehe CJ und PQ | 1 ; dann ift FE ==, GN= —, alfo FE 


>6N, und darum auch FI>GQ; made RI—EQ, und ziehe RC. 
Es ift nun W. FCE>>GPN, alfo auh W. FCI>GPQ. 


Beweis. FF: Q = —-: - = —: en aber ah - 


FCJ : GPQ = m : ER, alfo 


J : GQ oder RJ = FCJ : GPQ 
Nun ift aber FJ : RI > FCJ : RCJ 1206, Zuf. D 
alfo auh FCJ : GPQ > FC : 
mithin GPQ — RCJ 
. und darum PGQ >> CRJ. 

Legt man alfo an JR in R den Winkel JRS, welcher gleich PGQ, 
fo muß der Schenkel RS jenfeits des Schentels 'CR, von JR aus ges 
rechnet, fallen und darum fein Durdhfchnittspunct mit JC auf deren 
Verlängerung liegen, alfo JST> JC, aber, wie leicht zu fehen, ift JS 
=—PQ, alfo PQ>> IC. 

226. Lehrſatz. Mon zwei regelmäßigen Vielecken, die gleiche 
Umfänge haben, hat den größern Flachenraum dasjenige, welches die 

groͤßere Anzapt Seiten hat, 
Papp. coll. math, V, 1. — L.G.W, Anh. S.7. 

Beweis. Aus 224, Zuf. und 225. | 

Zuſ. Haben ein gleichfeitiges Dreieck, ein Quadrat und regel 
mäßiges Sechseck gleiche Umfänge, fo hat das Sechseck einen groͤ⸗ 
Bern Flächeninhalt als das Quadrat, und diefes einen größern als 
das Dreieck. 


Berechnung. Fuͤr das Sechseck PORSTU ($ig.80) iſt das Per: 
pendikel | 
x=- /®r®- R’=V RS —4RS" 
VIRS 
RBS.v?3 


⸗ 
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alfd wenn U den Umfang bezeichnet: | 
| xX=evVi=U.vH 
Für das Quadrat ift das Perpenditel der Hälfte der Seite gleich, 
alſo = 2 = U y.%, alfo Kleiner als im Sechsecke. 


Im gleichfeitigen Dreiecke DAF endlich ift das Perpendikel 
CX = } AX (208, Zuf. 3) 
— 1 a gg 
=; VPpP—-m’ 
— zZ Va 

| | = Uvjts 
alfo Keiner als das Perpendikel des Quadrate. 

‚ Anmerkung. Die Bienen, welde ihre Bellen ſechseckig bauen, bedienen ſich alfo 
einer von den Ziguren, bei denen Fein Raum ungenüst verloren gebt (104, Zuf. 2) 
und namentlich diejenige, welche bei demfelben Umfange den größten Inhalt hat. 

-- Man vergleihe Pappus in der fehr leſenswerthen Borrede zum 5ten Buche feiner 


mathematifhen Sammlungen, und von den Neuern unter andern: la Chapelle insti- 
tutions de geometrie Tom II, p. 217 — 33. 


297. Lehrſatz. Wenn man in einem regelmäßigen Fünfed 


(Fig. 79) aus den beiden Endpuncten (H, K) einer der ©eiten (HK) 


nach den Endpuncten der beiden angrängenden Seiten (KC, HE) 9% 

trade Linien (HC, KE) zieht, fo finden folgende Beziehungen Statt: 

1. Diefe beiden Diagonalen theilen das Fünfeek in einen Rhombus 

(CBEX), in zwei gleichfchenfelige Dreiecke (KXC, HXE), des 

ren Schenkel den Seiten des Fünfers gleich find, und in ein 

drittes gleichfchenkeliges Dreieck (KXH), deffen Srundlinie die 
zuerft genannte Seite des Fünfeds iſt. 


2. Jede diefer Diagonalen fchneidet die andere nac dem dAußern 
und mittlern Verhältniffe, und zwar hat der größere Abſchnitt 
die Länge der Fünfecksfeite. 

3. Zieht man alle Diagonafen des Fuͤnfecks, fo wird jede von zwei 
andern fo gefchnitten, daß das größere Stuͤck, welches die eine 
dieſer leßtern abfchneidet, durch die andere wiederum nach dem 
äußern und mittlern Verbäftnifle getheilt wird; und zwar tft 
das kleinere Stück dag zwifchen den beiden Durdhfchnittspuncten 
enthaltene. 

4. Die Ducchfchnittspunete diefer fämmtlichen Diagonalen bilden 
die Ecken eines neuen Fuͤnfecks, das dem urſpruͤnglichen ähnlich, 
mit ihm einen gemeinfchaftlichen Mittelpunct hat, deffen Lage 
aber der des erftern entgegengefeßt iſt, und deffen Seite endlid) 
ſich zu der des gegebenen verhält, wie der kleinere Abfchnitt eis 
ner durch eine andere gefchnittenen Diagonale zu diefer feldft. 

‚ Eucl. XIII, 8. (für den zweiten Theil) 

Beweis. Erfter Theil. Aus 104, Zuf. 1, 38, 51, 25. 
Zweiter. Theil. A KXHv A KHE (196) ꝛc. 
Dritter Theil. AKXHD AHVE verbunden mit 211, Anm. 2. 


ie. 
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Vierter Theil. Regelmäßig ift das Fuͤnfeck ONVXY, wie man 
aus der Eongruenz der Dreiecke BON, ENV :c. fieht, und ift daher 
dem urfpränglihen Fuͤnfeck BCKHE ähnlich (222). 

Einen gemeinfchaftlichen Mittelpunct haben beide Fuͤnfecke, da 
die Senfrechten, die man auf den Seiten des einen in ihren Halbi⸗ 
rungspuncten errichtet (wie BJ) auch die Seiten des andern unter rech⸗ 
ten Winkeln halbiren. 

Endlich ift, da A BEHWV A BON, ON:KH=BO:BK. 

Anmerkung 1. Alle diefe Eigenfhaften, von denen unfer Sag handelt, find den 
Zünfeden eigenthämlid), mit Ausnahme der einzigen, daß die Diagonalen in den Pun⸗ 
cten ihres gegenfeitigen Durchſchnitts die Eden eines neuen dem urſprünglichen ähnlichen 
Bieledö bilden. Diefe theiten alle Bielede vom Zünfede an, nur mit einigen Befon- 
derbeiten, von denen wir fpäter (300) handeln werben. 

Anmerfung 2. Berfährt man mit dem neuen Zünfedte wie vorher mit dem gegebes 
nen, fo entfteht ein drittes Künfed, von dem Alles das auch gilt, was unfer Sat für 
ONVXY nadgemiefen hat. ' 


4» 
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Anhang zum vierten Buche. 


301. Zieht man aus der Edle (A) eines Dreiedö (ABC Zig.63) nad der Gegen: 
feite (BC) zwei gerade Linien (AD, AE) fo, daß jede diefer legteren die erftere unter 
einem Windel ſchneidet, welcher gleich_ift dem, von deſſen Scheitel beide auslaufen 
(ADC = BAC == AEB), fo erhält man zwei Dreiede (ADC, AEB), welde beide dem 
Urdreiecke und daher auch unter einander ähnlich find. ’ 


19%. 

Trage: Bon welchem Sage des vierten Buches kann der vorftehende als eine Er⸗ 

weiterung angefehen werden ? | 

Anmerfung. Der Kürze halber ſollen die Linien AD, AE den Namen Aehnlich 
feitslinien führen; beide _mögen die Aehnlichkeitslinien der Ecke A beißen, und 
zwar AD die zur Seite AG, AE dagegen die zur Seite AB gehörige. 

302. Zieht man aus der Spige eines der Winkel eined Dreiecks die beiden Aehn⸗ 
lihfeitslinien (AD, AE Fig. 63), fo ift das Quadrat jeder von den diefen Winkel ein- 
ſchließenden Seiten glei) dem Rechteck aus der dritten Seite und dem Segmente derſel⸗ 
ben, welches zwiſchen jener Seite felbft und der zu ihr gehörigen Aehnlichkeitslinie ent: 
halten iftz alfo ACq — CBrCD, AB, —=BC,BE. 

196 


I N 4 

303. Das Quadrat jeder der beiden von einer Ede auslaufenden Aehnlichkeitsli⸗ 
nien ift gleid dem Rechteck aus den beiden Segmenten (BE, CD Fig. 63) der diefer ' 
Ede gegenüberliegenden Seite, welche zwifchen den beiden andern Dreiedöfeiten und ihren 
zugehörigen Aehnlichkeitslinien enthalten find. 

304. Das Rechteck aus einer Aehnlichkeitslinie und der Dreiedöfeite, nad) wel⸗ 
cher fie gezogen ift, ift glei dem Rechteck aus den beiden andern Dreiedöfeiten. 

305. Der Unterfchied zwifdhen der Quadratſumme der beiden Seiten eines Dreiecks, 
von deren gemeinſchaftlichem Emdpuncte aus die beiden Aehnlichkeitslinien gezogen find, 
und zwifchen dem Quadrate der dritten Seite, ift glei dem Rechtecke aus eben diefer 
ai Seite und dem zwiſchen den beiden Aehnlidkeitölinien enthaltenen Segmente der: 
elben. - 

A. 302 — 72, \ 

Zuſ. 1. In jedem rechtwinkeligen Dreiec fallen die nad der Hypotenufe gezogenen 
Aehnlichkeitslinien zufammen, 

. 3uf. 2. Das Rechteck aus jeder Gathete und dem zwiſchen ihren Aehnlichkeitsli⸗ 

nien enthaltenen Segmente ift doppelt fo groß al& das Quadrat der andern Gathete.! 
‚306. 3ieht man aus jeder Ede eines Dreiecks ihre beiden Aehnlichkeitslinien, fo 
ift Die Summe der drei Rechtecke aus jeder Seite unde demjenigen Segmente berfelben, 
welches zwiſchen den beiden nad) ihr gezogenen Aehnlichkeitslinien enthalten ift, gleich der 
Duadratfumme der Seiten, 
- 307. In jedem rechtwinkeligen Dreiede ift die Summe der beiden Rechtecke, die 
einzeln aus einer Cathete und dem Segmente berfelben gebildet werben, welches zwiſchen 
den nad ihr gezogenen Aehnlichkeitslinien enthalten ift, doppelt fo groß als das Qua⸗ 
drat der Hypotenufe. 
Doppelter Beweis. Cntweder aus X. 305, 3. 2, oder aus X. 306. 

„ 308. Ift in einem Dreiedle einer der Winkel halb fo groß, ald tie Summe der 
beiden andern, und man zieht aus deffen Spige die beiden Aehnlichkeitslinien, fo ift das 
Rechteck aus der Seite, nad welcher fie gezogen find, und dem zwilden beiden Aehn⸗ 
ui eekhinien enthaltenen Segmente veffelben glei dem Rechteck aus den beiden andern 

eiten, 

A. 183. 
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309. Nimmt man uuf einer geraden Linie drei beliebige Puncte (A, B, C %ig.64), 


und zieht durch zwei derfelben (B, C) zwei beliebige Parallelen (BD, CE), fo daß fie 
ſich eben fo zu einander verhalten wie die Entfernungen (BA, CA) der Puncte, durd 


weiche fie geben, vom dritten Puncte (A), fo liegt diefer dritte Punct mit den End: . 


puncten der beiden Parallelen ftetö in einer geraden Linie, 

Frage: Wovon hängt ed ab, ob die beiden Parallelen auf derjelben, oder auf ver- 
fbiedenen Seiten der urfprünglihen Geraden (BAC) liegen ſollen? 

Zuſ. Bleibt Alles wie beim Hauptjage und man zieht aus denfelben Puncten (B, 
C) ein zweites Paar Parallelen (BF, CG), welche daffelbe Verhältniß zu einander ha= 
ben, wie das erfte Paar, fo liegen auch deren Endpuncte mit dem dritten Puncte in ei- 
ner geraben Linie, 

310. In jedem Dreieck ift dad Quadrat des Stüdes einer Wintelhalbirenden, 
weldyes zwiſchen dem Scheitel des balbirten Winkels und feiner Gegenfeite enthalten ift, 
glei) dem Unterſchied zwiſchen den beiden Rechtecken, von denen das eine aus den dem 
batbirten Winfel anliegenden Dreiedöfeiten,. dad andere aus den durch die Halbirende be⸗ 
ftimmten Segmenten der Gegenfeite gebildet wird. 

Zig. 73a... BE= BD; CF = CD; A AED w A ADF. . 
Anınerfung. Der Sap behält im Augemeinen feine Gültigkeit, wenn einer, der 
Außenwinkel halbirt wird, und läßt fih auch ein Dem vorher angedeuteten ganz ähns 
licher Beweis führen. j 

311. Berbindet man die Spigen zweier Dreiede, welche eine gemeinſchaftliche 
Grundlinie haben, durch eine gerade Linie, und verlängert diefelbe, wenn es nöthig ift, 
bis fie die gemeinſchaftliche Grundlinie oder deren Verlängerung ſchneidet, jo verhalten 
fih die Stüde diefer Linie, zwiſchen den Spigen der Dreiede und der Grundlinie, wie 
die Flächenräume der Dreiede, . 

Frage: In wiefern bleibt der Sag noch richtig, wenn beide Dreiede gleichflaͤchig 
und beide Spisen auf derfelben Seite der Grundlinie liegen } 

312. An jedem rechtwinkeligen Dreiede ift die Hypotenufe mit dem auf fie aus der 
Gegenede gefälkten Perpendifel zufammen genommen größer als die Cathetenſumme. 


313. - In jedem rechtwinkeligen Dreiede ift das zur Hypotenuſe gehörige Höhen- 
perpendifel größer als die doppelte Länge der Senkrechten, die man aus dem gemein- 
ſchaftlichen Durchſchnittspuncte der die Winkel halbirenden Linien auf eine der Geis 
ten faͤllt. 

A. 312. — U 121. , 
314. Zieht man die drei Höhenperpendifel eines Dreiedd, und verlängert fie, 
‘wenn ed nöthig ift, bis zu ihrem gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunct (X. 22), fo find 
die drei Rechtecke, die man aus den Stüden eines jeden bildet, weldye zwiſchen dem ge= 
meinſchaftlichen Durchſchnittspuncte und feinen beiden Endpuncten (Spige und Zußpunet) 
enthalten find, unter einander gleichflächig. 

Zrage: In wiefern ift unfer Satz auch beim rechtwinkeligen Dreiedde wenigftend 
nit unridtig ? 

315. Wenn zwei Dreiede (ABC, DBC %ig.65) eine gemeinſchaftliche Grundlinie 
(BC) haben, und zwifchen denfelben Parallelen liegen, fo find die von den beiden an- 
dern Seiten begränzten Stüde (EF, GH) jeder mit der gemeinſchaftlichen Grundlinie 
parallelen Geraden (EH) von gleicher Größe. j 


316. Zieht man in einem Dreiede (ABC Fig. 66) das zu einer der Seiten (BC) 


gehörige Höhenperpendifel (AK), mit demfelben durch einen der Endpuncte (B) der ge- 
nannten Seite eine Parallele (BU), welche mit legterer von gleider Größe (BD BC), 
verbindet ihren Endpunct (D) mit dem Zußpuncte (K) des Höhenperpendifeld (AK), 
und zieht dur den Durchſchnittspunct (E) diefer Verbindenden mit der Dreiedöfeite 
(AB), EG parallel mit BC, und EF, GH beide parallel mit AK, fo ift das Biere 
EGHF ein Quadrat, 

Anmerfung. Solcher Duadrate giebt ed alfo für jedes Dreieck drei. 

317. Sind in einem Dreiede Grundlinie und zugehörige Höhe von gleicher Länge, 
fo ift dasjenige von den drei Duadraten, die auf die im vorigen Sage angegebene Weiſe 
in das Dreied befäprieben werben können, weldyes über einem Theile diefey Grundlinie 
ſteht, halb fo groß ald dad Dreieck, und auch jede feiner Seiten halb fo groß als bes 
Dreiecks Grundlinie, " 


1. 
318. In jedem gleichſchenkeligen Dreiecke find die beiden in daffelbe beſchriebenen 
Quadrate, deren Seiten mit den Schenfeln zufammenfallen, von gleicher Größe. 
” 
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319, Xud im rechtwinkeligen Dreiede find die beiden in daffelbe beſchriebenen Qua⸗ 
drate, deren'Seiten mit den Gatheten zufammenfallen, von gleiher Größe. 


320. Schneidet man von den Winkfelfpigen eines Dreiecks aus unf den nad den 
Halbirungspuncten der Gegenfeiten gezogenen Transverſalen, oder ihren über die Eden 
binaus gehenden Berlängerungen Stüde ab, die fidy eben fo zu einander verhalten, wie 
die Transverſalen ſelbſt, auf denen fie abgefchnitten worden, und fällt and jedem diefer 
Puncte auf die Dreiedöfeite, welche durd die Trandverfale halbirt wird, eine Senk⸗ 
rechte, fo haben dieſe bei hinreichender Verlängerung ſtets einen gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspunct. 

A. 22. 

321. Verbindet man in einem ſpitzwinkeligen Dreiecke die Fußpuncte zweier Ho⸗ 
henperpendikel, fo iſt diefe Gerade antiparallel (X. 37, Anm.) derjenigen Dreiecksſeite, 
auf welcher ihre Endpuncte nicht liegen. 

19 


Zrage: In wiefern ift unfee Sag aud beim rechtwinfeligen Dreiecke noch wahr? 
322. Berbindet man alle drei Zußpunete der Höhenperpenditel eines ſpitwinkeli⸗ 
gen Dreiecks unter einander, fo werden die Winkel des durch jene Berbindungölinien ges 
bildeten Dreiecks durch die Höhenperpendifel des Urdreiecks halbirt. 
9 N 


Zrage: Wie ändert fi, unſer Satz für recht- und ſtumpfwinkelige Dreiede ? 

323. Theilt man eine der nicht parallelen Seiten (AD) eined Paralleitrapeziums 
(ABCD Fig. 67) in zwei Stüde (AE, ED), die fidy zu einander verhalten, wie die 
Zahlen m und n (alfo AE : ED —= m : n) und zieht durch den Theilpunct (E) eine 
Gerade Ha mit den beiden parallelen Seiten, fo ift ſtets: n.AB--m.CD 
— {m ny. . 

( 196 , Zuſ. 3, angewandt auf die Dreiede ABC und ACD. 

Zuf. Die Gerade, melde die Halbirungspuncte der beiden nicht parallelen Seiten 
eines Paralleltrapeziums verbindet iſt alfo das arithmetifhe Mittel: zwiſchen den beiden 
parallelen Seiten. 

324. Theilt man eine Gerade (AB Fig. 68) in zwei Stüde (AC, CB), melde 
fi wie zwei beliebige Zahlen m und n verhalten, zieht dann eine beliebige zweite Ges 
rade (DE), melde die erftere fchneidet und durch die Puncte A, C, B drei beliebige 
Parallelen AD, CF, BE, die man bis zum Durchſchnitt mit DE verlängert, fo ift ſtets: 
m.BE—n.AD=(m-+n).CH. 

— Frage: Wie Iäßt ſich diefer und der vorige Sag in einen einzigen zufammens 
2 


faſſen? 

325. Erklärung. Mittelpunct der mittlern Entfernungen (von einigen aüd) 
Mittelpunct der Entfernungen, von andern Punct der mittlern Entfernungen genannt) 
beißt für eine geradlinige Figur derjenige Punct, deſſen Entfernung von irgend einer 
in der Ebene der Figur gezogenen Geraden das arithmetifhe Mittel ift, zwifchen der 
algebraifgen Summe der Entfernungen aller Eden von eben diefer Geraden. 


326. Für jedes Dreieck ift der Mittelpunet der mittlern Entfernungen der gemein- 
ſchaftliche Durchſchnittspunct der Transverfalen, melde die Eden mit den Halbirungd- 
puncten der Gegenfeiten verbinden, 

207 — A. 323. 

327. Füuͤr jedes Viereck iſt der Mittelpunct der mittlern Entfernungen der gemein⸗ 
ſchaftliche Durchſchnittspunct der drei Geraden, welche die Halbirungspuncte je zweier 
Gegenſeiten verbinden. 

328. Zieht man durch den Mittelpunct der mittlern Entfernungen irgend eines 
Bieledö eine beliebige gerade Linie, und nach ihr von ſämmtlichen Ecken Parallelen von 
beliebiger Richtung, fo iſt die Summe derjenigen von ihnen, welche auf der einen Seite 
der durch den Mittelpunct gehenden Geraden liegen, gleich der Summe derer, die auf 
der andern Seite liegen. 

329. Bilden die drei Seiten. eines rechtwinkeligen Dreieds eine ftefige geometri⸗ 
fe Proportion und man zieht die Senkrechte auf die Hypotenuſe aus der Gegenede, fo 
ift die kleinere Gathete glei) dem nicht anliegenden Hypotenufenfegment, und die Hypo⸗ 
—— ſelbft wird durch die Senkrechte nach dem äußern und mittlern Verhältniß (210) 
getheilt. 

330. Umkehrung des. vorigen Sagtes. 

331. Wenn man auf den Seiten eines Dreiedö.(ABC Fig. 39) von ihren End- 
puncten aus gleihmäßig Stüde (BD, CE, AF) abſchneidet, welde einzeln dreimal 


+ 
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fo klein find, ald die Seiten, auf denen fie abgefäpnitten worden, und diefe Durchſchnitts⸗ 


puncte (D, E, F) mit den Gegenecken verbindet, fo ift jede der Dreiede AFH, BDJ, 
CEG dreimal fo Hein ald das mittlere GHJ. 


84, Zuſ. 3. PP 
332. Erflärung. Iſt eine gerade Linie harmoniſch getheilt (174, Anm. 2), 
fo heißen die vier Linien, welche durch die vier Theilpuncte fo gezogen find, daß fie ent⸗ 


weder einen gemeinſchaftlichen Durdfänittöpunet haben, oder einander parallel laufen, _ 


Harmonikalen. nn Bu 
333. Hat man vier beliebige Harmonifalen und zieht mit eincr derfelben eine Pa⸗ 


rallele, fo wird dad zwiſchen zwei won den drei übrigen enthaltene Stüd diefer Linie 
durch die vierte Harmonikale halbirt, 

334. Nimmt man außerhalb einer beliebigen Geraden einen. beliebigen Punct, ver⸗ 
bindet denfelben mit ihrem Halbirungspuncte und den beiden Endpuncten und zieht auch 
mit ihr durch eben dieſen Punct eine Parallele, fo find die vier fo erhaltenen Linien 
ftetö Harmonikalen. oe on 

335. Zede von vier Harmonifalen gefähnittene gerade Linie wird in diefen Durdy: 
ſchnittspuncten harmoniſch getheilt. 

336. Laufen zwei harmoniſch getheilte Linien von demſelben Puncte aus, ſo ſchnei⸗ 
den ſich die drei Geraden, welche einzeln die drei übrigen Paare entſprechender Theilpun⸗ 
cte verbinden, entweder bei hinreichender Berlängerung in einem einzigen Puncte, oder fie 
find einander parallel, 

Indirecter Beweis. 

337. Laufen zwei harmonisch gethrilte Linien von demfelben Endpuncte aud, und 
bezeichnet man die drei übrigen Theilpuncte einer jeden, von dem gemeinfdaftlihen aus 
gerechnet, mit den Namen ded zweiten, dritten und vierten, fo haben auch die drei Ge- 
raden einen gemeinf&haftlihen Durchſchnittspunct, welche den zweiten Theilpunct einer 
jeden mit dem vierten der andern und die beiden dritten unter einander verbinden, 
338. Wenn bei zwei harmoniſch getheilten Linien die drei Geraden, melde drei 
Paare entfprechender Theilpuncte mit einander verbinden, einen gemeinfchaftlihen Durch⸗ 
ſchnittspunct haben, fo fÄt das vierte Paar der Scheilpuncte entweder zufammen, oder 
fie liegen in einer geraden Linie mit jenem Durgfhnittöpuncte, 

Zuſ. Sind die genannten drei Berbindungdlinien unter einander parallel, fo ift es, 
wenn die vierten Theilpuncte nicht zufammenfallen, auch die vierte, 

339. Schneidet man auf einer geraden Zinie (AM ig. 69) von einem ihrer End« 
puncte aus vier Stüde (AB, AC, AD, AE) ab, welche eine ‚Proportion bilden, und 
ift der dritte (D) der fo erhaltenen Durchſchnittspuncte der Halbirungöpunct des von dem 
erften und vierten begränzten Segmenteö (BE), fo ift dad Stüd (AE) zwiſchen Enp- 
punct und viertem Durchſchnittspuncte durch den erften und zweiten (B und.C) harmo⸗ 
niſch getheilt. 

153 — 153. 

3410. 3meimalige ern des vorigen Lehrfages. 

341. Errichtet man auf einer Dreiedöfeite in ihrem Halbirungspuncte eine Senk⸗ 
rechte, verlängert fie bis zum Durchſchnitt mit der ihr zunächſt liegenden der beiden an⸗ 
dern, und zieht durch diefen Durchſchnittspunct eine Gerade nad) der dritten Dreiedäfeite 
parallet mit der erften, fo {ft das Quadrat diefer Parallele glei dem Ueberfhuß des 
Rechtecks aus den Stüden, in melde die zweite Seite durch die Senfrechte getheilt wird, 
über das Rechteck aus den Stüden, in welde die dritte Seite durch die Parallele zer⸗ 
legt wird. 


206. 

Frage: Findet nicht eine ähnliche Beziehung Statt, wenn man die Senkrechte bis 
zum Durchſchnitt mit der entfernteren der beiden andern Dreiedöfeiten verlängert, und 
am Vebrigen auf dieſelbe Weife verfährt, wie in unferm vorftehenden Sage angege- 

en ift. 

342. Faͤllt man aus dem Fußpuncte eines der Höhenperpendifel eines ſpitwinkeli⸗ 
‚gen Dreiecks auf die beiden andern Dreiedöfeiten zwei Senfredte, fo ift die Entfernung 
ihrer Zußpuncte halb fo groß als der Umfang des Dreiecks, welches durch die Fußpuncte 
der Hoͤhenperpendikel ded Dreieds beftimmt wird. 

\ Fig. 70. — A. 321. 

343. Zieht man von einer Dreiecksſpize (A Fig. 71) aus zwei Gerade (AD, AE) 
nad) der Gegenfeite, welche mit den beiden andern Seiten gleiche Winkel bilden (BAD 
= EAC), fo verhalten ſich die durch die genannten Geraden von der Dreiedsfeite abges 


* 


⸗ 
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ſchnittenen Stüde (BD, EC), wie die Rechtecke aus den von ihren Endpuncten nad 
der Gegenede auslaufenden Linien (aljo BD: CE = AB. AD: AG, ARE). 
202, Zuſ. 2. 

Brage: In wiefern fann man die für die Halbirung eines Dreiecks⸗ Winkels Statt 
findende befannte Proportion (206) als einen befondern Fall unferes vorftehenden Sahes 
betradten ? 

344. Es verhalten fi , wenn Alles bleibt wie beim vorigen Satze, die Quadrate 
der beiden ungetheilten Dreiedöfeiten, wie die Nechtede aus den Segmenten der drit⸗ 
ten, welche zwifchen jenen Seiten felbjt und den beiden Transverſalen liegen (alfo Fig. 71 
AB, : AC, = BD,BE : CD,CE). 

345. Iſt in einem gleichſchenkeligen Dreiecke die Grundlinie größer als jeder Schen- 
fel und man ſchneidet auf erfterer von ihren beiden Endpuncten Stüde ab, welche gleich 
der Schenfellänge find, verbindet dieſe Puncte mit der Gegenede, fo ift in dem fo ent- 
ftandenen neuen gleichſchenkeligen Dreieck jeder Schenkel die mittlere Proportionale zwiſchen 
der Grundlinie eben diefed und dem Schenkel des urfpränglidhen. Dreiecks. 


196. . 

346. Zieht man durd den Halbirungspunct (H) der Grundlinie eines gleichſchen⸗ 
feligen Dreieds (ABC Fig. 72) eine Gerade, die man verlängert bis zum Durchſchnitt 
mit den Schenfeln oder deren Berlängerungen,, fo ift diefelbe (DE) ftetd größer als des 
Dreieds Grundlinie felbft. j 

®.JCH = BDH — 154. 

uf. Bon mehrern foldyen Geraden (DE, FG) ift diejenige (FG) die größere, 

welche den größern Winkel mit der Grundlinie bildet. 
2%. KEH = DFH. " 

347. Wenn man die Winfel eines Dreiecks balbirt und die Halbirenden biö zum 
Durchſchnitt mit den Gegenfeiten verlängert, fo ift die Summe der drei Rechtecke, die 
man aus je zwei von drei foldyen Seitenjtüden, welche feinen gemeinfhaftlihdenEndpunct 
haben, conjtruirt, fo groß als die Summe der drei Rechtecke aus je, zwei der drei übri- 
gen Seitenftüde. 


206 — 72. .” 

Frage: Entfteht nicht vieleicht eine ähnliche Beziehung bei der Halbirung der Au⸗ 
Benwinfel eines Dreiecks? . 

348. Zieht man in einem Dreiede (ABC Fig. 73) drei beliebige Transverſalen 
(AD, BE,-CF) fo, daß fie einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct haben, und mit 
jeder derfelben dur) den Halbirungspunct der Seite, nad welder fie gezogen ift, eine 
Parallele, jo haben auch diefe bei hinreichender Verlängerung ſtets einen gemeinſchaftli⸗ 
hen Durchſchnittspunct. 


1% — 63. 

uf. 1. Umkehrung des Hauptſatzes. 

Zuf. 2. Die obern d. h. zwiſchen Dreiedöfpige und gemeinſchaftlichem Durchſchnitts⸗ 
punct enthaltenen Abſchnitte der Transverfalen find doppelt fo groß, als die Stüden ih- 
rer Parallelen zwiſchen dem Halbirungspunct der Seite und dem gemeinſchaftlichen Durchs 
ſchnittspunct. 

349. Die gemeinſchaftlichen Durchſchittspuncte der im vorigen Sage genannten Li⸗ 
nien liegen ftet5 in einer geraden Linie mit dem Mittelpuncte der mittlern Entfernun= - 
gen (4,327) des Dreiecks, und zwar ift Icsterer von dem Durchſchnittspuncte der Trans⸗ 
verjalen doppelt fo weit entfernt als vom Durchſchnittspuncte ihrer, die Seiten halbiren⸗ 
den, Parallelen. 

j A. 348, Zuſ. 2 — 207. 

Zuſ. Daher liegen in jedem Dreicde der Höhendurchſchnitt, und der gemeinſchaft⸗ 
liche Durdfänittöpunct der auf den Seiten in ihren Halbirungspuncten erridteten Senf- 
rechten mit dem Mittelpuncte der mittlern Entfernung in einer geraden Linie und zwar 
ift legterer vom Höhendurchſchnitt doppelt fo weit entfernt als von dem andern Puncte. 


350. Zieht man in einem Dreiede drei beliebige Transverfalen, fo daß fie Feinen 
gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunct haben , fondern ein Dreieck bilden, und mit ihnen 
einzeln Parallelen durch die Halbirungspuncte der Seiten des Urdreiecks, fo bilden diefe 
bei Binreihender Berlängerung ein Dreieck, welches dem erjtgenannten ähnlich, aber vier- 
mal fo Fein als daſſelbe ift, und in weldem jede Edle mit der entſprechenden des ihm 
ähnlichen Dreiecks und dem Mittelpuncte der mittlern Entfernungen in einer geraden Li⸗ 
nie liegt, und zwar fo, daß die Spige des Fleinern Dreieds nur halb fo weit von Die: 
ſem Mittelpuncte entfernt ift, ald die des größern. | 

v. Swinden Geometrie. 10 


- “ 
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Frage: Welcher von den beiden unmittelbar vorhergehenden Sägen ift der allges 
meinere, fo daß in ihm der andere als ein befonderer Fall enthalten ift? 

351. Schneidet man von den Spisen eined Dreiedd aus auf deffen Seiten gleich: 
mäßig (d. b. fo daß man nicht von einer Ede aus zweimal abſchneidet) Stüde ab, die 
der eignen Länge der Seiten, auf denen fie genommen werbengproporfionirt find, und 
zieht von biefen Durchſchnittspuncten beliebige Parallelen nad einer beliebigen Gera- 
den außerhalb des Dreiecks, jo ift die Summe derfelben eben fo groß, als die Summe 
der mit ihnen parallelen Linien, die man entweder von den Halbirungspuncten der Sei⸗ 
ten oder von den Spisen des Dreiecks nad derfelben Geraden zieht, 


+ 323. 

Zrage I. Bleibt unfer Satz auch noch gültig, wenn man die proportionirten Stüs 
de nicht auf den Seiten felbft, fondern auf ihren Berlängerungen abfchneibet ? 

Frage 2. Welche Veränderung wird für unfern Sag herbeigeführt, wenn die Ge= 
vade, nad welder dic Parallelen gezogen werben, nicht außerhalb des Dreiecks liegt, 
fondern durch daffelbe hindurchgehet? 

352. Wenn man entweder auf den Seiten eines Dreiecks felbft, oder auf ihren 
Berlängerungen gleihmäßig Stüde abjchneidet, die der eignen Länge der Seiten propor: 
tionirt find, und diefe Durchſchnittspuncte unter einander verbindet, fo bat das von den 
Berbindenden gebildete Dreie mit dem Urdreiecke einen gemeinſchaftlichen Mittelpunct 
der mittlern Entfernung. 

%. 351. — A. 3235. 

353. Wenn in einem Bierede (ABCD Fig.74) die beiden Diagonalen (AC, BD) 
nicht nur unter einander, fondern aud einer. der Umfangöfeiten (BC) gleih find, und 
ebenfalld. von gleicher Länge dad dritte Paar zugeordneter Seiten (AB, CD) ift, fo 
ift das Biere ein Antiparallelogramm (A. 37) und das Rechteck aus den beiden unglei« 
hen zugeordneten Seiten (AD, BC) glei) dem Ueberſchuſſe des Quadrates von einer 
der drei zuerft genannten Seiten über das Quadrat von einer der beiden andern gleichen. 


354. Erflärung. Nimmt man auf jeder Seite eined Dreiecks oder deren Ber: 
längerung einen beliebigen Punct, fo zerfallen die ſechs ſo entftandenen Segmente d. h. 
die Linien, welche zwifdhen den genannten Puncten und den Endpuncten der zugehörigen 
Dreiedöfeiten liegen, in zwei folde Ternionen, deren einzelne Glieder Feinen gemein« 
ſchaftlichen Endpunct haben, und dig wir Fünftig mit dem Namen niht an einan 
der anliegender, oder getrennter Stüde bezeichnen wollen. So iſt z. 8. 
“für das Dreied ABC (Fig. 72), wenn man die Puncte F, G, H auf feinen Seiten 
oder deren Berlängerungen nimmf, die eine Ternion der getrennten Stüde: AF, BH, 
CG; die andere AG, BF, CH. Ganz etwas Aehnliches gilt für die Umfangöfeiten jes 
des beliebigen Vielecks. 

355. Nimmt man auf den Seiten eines Dreiecks oder ihren Verlaͤngerungen drei 
Puncte jo, daß fie in gerader Linie liegen, fo verhalten ſich die Rechtecke, die man aus 
den getrennten Stüden zweier Seiten bildet, umgefchrt, wie die zugehörigen getrenn 
ten Sn der dritten Seite, alfo (Fig. 75) AFıCE : AE,BF = CD : BD. 


Trage: In wiefern fann man behaupten, daß von dem vorjtehenden Sape ein be⸗ 
fonderer Fall der befannte Zehrfag iſt: „Zieht man zwifchen zwei Dreiedöfeiten eine Pa⸗ 
rallele mit der dritten, fo find Die Rechtecke, die man einzeln aus einer jener beiden Seiten 
und dem nicht anihr anliegenden Segmente der andern bildet, unter einander gleichflaͤchig.“? 

Anmerfung._ Mit Rüdficht auf 203, 3.3 und en ann man unfern Sag aud fo 
ausſprechen: „Das Produkt aus den getrennten Stücken der einen Ternion Ift gleich 
dem Produkte aus denen der andern.’” Der Kürze halber werden wir ung Fünftig dies 
fer Ieptern Ausdrudsweife und zwar nicht nur bei dem vorfiehenden Sage, fondern 
auch bei andern, ihm Ähnlichen, bedienen. 

356. Zieht man in der Ebene eines Vierecks eine beliebige Gerade fo, daß fie alle 
Umfangöfeiten deffelben oder deren Verlängerungen ſchneidet, fo ift das Probuft aus 
den vier getrennten Stüden der einen Glaffe, glei dem Produkte aus denen der andern. 

A. 355. . 

357. Allgemein zieht man in der Ebene eines. beliebigen Vielecks eine Gerade fo, 
daß fie alle Umfangöfeiten oder deren Berlängerungen fehneidet, fo ift dad Probuft aus 
allen ‚getrennten Stüden der einen Elaffe gleih dem Produfte aus denen der andern. 

Zrage 1. Hört die Gültigfeit unferes Sages ganz auf, wenn die Schneidende mit 
einer der Umfangöfeiten des Vielecks parallel Läuft ? 

Zrage 2. Wie wird ed mit unferm Sade, wenn die Schneidende durd eine oder 
zwei Eden des Vielecks geht? 


/ 


Tg on 


- nie liegen, fo haben die drei Geraden (HG, CA 
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358. Zieht man in einem beliebigen Dreiede von den Spigen nad den Gegen- 
feiten oder deren Verlängerungen drei Transverfalen jo, daß fie einen gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspunct haben, fo ift das Produft aus den getrennten Seitenftüdfen der einen 
Zernion glei dem Produfte aus denen der andern, 

359. Nimmt man auf den Seiten eines Dreiecks oder deren Berlängerungen drei 
Puncte fo, daß die Produfte aus der einen und aus der andern Vernion der getrenn- 
ten Stüde glei find, fo liegen diefe drei Puncte entweder in einer geraden Linie, oder 
fo h daß die durch fie gezogenen Tranöverfalen einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittͤpunct 
haben. . | 
Frage: Unter welchen Bedingungen findet der erjte Kal, und unter weldyen ber 
zweite für die Lage unferer drei Puncte Statt?! 

360. Zieht man von einem beliebigen Puncte (E Zig. 76) auf der Verlängerung 
einer der Diagonalen (AC) eines Bieredd zwei Gerade (EH, EK) fo, daß jede die 
beiden mit ihr auf derfelben Seite der Diagonale liegenden Bieredöfeiten fchneidet, und 
verbindet von den vier fo erhaltenen Durchſchnittspuncten (G, H, J, K) je zwei, bie 
auf derfelben Seite der andern Diagonale (BD) liegen, jo ſchneiden ſich entweder diefe 
beiden Geraden (GJ, HK) aud auf der Verlängerung diefer zweiten Diagonale, oder 


find mit ihr parallel. 


Zrage: Gilt nicht vielleicht daſſelbe, was im vorſtehenden Satze von den Diagona⸗ 
len geſagt wird, auch für die beiden anderen Paare zugeordneter Seiten? 


Anmerkung. Dan kann unfern Sas aud) fo außfprechen ; Haben zwei Dreiecke 
(AGJ, CHK) eine ſolche Lage gegen einander, daß die Puncte (B. D, F), in denen ſich 
je eine Seite des einen Dreieds, und eine Seite vom andern fchneiden, in gerader Li: 

„KI), weiche je zwei ſolche Eden vers 
binden, die den fich fchneidenden Seiten gegenübertlegen , ftet8 einen gemeinfchafttis 
chen Durchfchnittöpunct (E), und umgekehrt. 


361. Beſchreibt man in ein Dreieck (ABC Fig, 66) ein Quadrat (X. 316), ver⸗ 


‚längert die Seite (BC) des Dreieds, über welder es ftebt, um die Länge des zu ihr 


gehörigen Höhenperpendifeld (CM = AK) und verbindet den Endpunct (M) der Berlän- 
gerung mit der entfernteren Ede (E) des Quadrates, fo find die beiden Dreiede AEL 


und CLM gleichflaͤchig. | 


203, 3ul. 6. | 

3uf. Daher ift AM |[ CE. . 

362. Beſchreibt man in ein rechtwinfeliges Dreiedd zwei Quadrate, von denen das 
eine über der Hypotenuſe ſteht, fo ift diefes ſtets Fleiner ald das andere. 

, + . [ 

363: Bon den in ein gleihfchenkelig - rehtwinkeliges Dreieck beſchriebenen Quadra⸗ 
ten ift das über der Hypotenufe ftehende neunmal und jedes der beiden andern adht- 
mal fo Flein, als dad Quadrat der Hypotenuſe felbft.. 

Zuſ. Durch die auf den Gatheten liegenden Eden des auf der Hypotenuſe ftehen« 
den Quadrate wird baber jede Gathete in zwei Segmente getheilt, von denen das eine 
doppelt jo groß als dad andere, . 

364. Die Seite des in ein gleichſeitiges Dreieck befehriebenen Quadrates ift gleich 


dem Ueberfehuffe der vierfachen Höhe des Dreiecks über feinen Umfang. Zig. 66 a. 


ferner 4 DM — 4 AH 
4AD=3AB-H AH 
4AD— 3 AB= AH 
- Zweiter Beweis. Nimm BE —= CF = BC, fo ift 
\ FA=-EK—=FL=FA=23AD, alfo 
EK--FL=3BC-- KL= 4 AD, mithin 
KL=44AD— 3 BC. 

365. Nimmt man auf einer der Seiten eines Dreiecks einen beliebigen Punct, 
zieht von ihm aus nad) jeder der beiden andern Seiten eine Parallele mit der dritten, 
fo wird das Dreieck dadurch in ein Parallelogramm (P) und zwei Dreiede (T, TY) zer: 
legt, von denen das erftere die mittlere Proportionalfläcde zwiſchen den Zweifachen der 
beiden lestern iſt; d. h. 8it:2T:P=P:2T. 

366. Zieht man durd einen Punct (D ig. 77) innerhalb eines Dreiecks zwiſchen 
je zwei Seiten eine Parallele mit der dritten, fo wird durch diefe das Urdreied in drei 
Parallelogramme und drei Dreiecke zerlegt, die ftets fo beſchaffen find, daß dad Pro- 


dukt der drei erftern ah tmal fo groß ift als das Produkt der drei leptert- 
' 10 * —— 
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Frage: Welcher von den beiden letzten Sägen ift der allgemeinere? 

867. Die neun Stüde, in weldye durch ſolche Parallelen die drei Seiten des Ur: 
dreiedts getheilt werden, zerfallen in drei Ternionen getrennter (X. 364) Stüde, deren 
Produkte unter einander glei ſind d. h. es ift mit Rückſicht auf die Bezeihnung in 
Fig. 77 a’ . b’. c' — a“ b c’ — a’ . b’’ . ec, 

365. Wenn man zwifchen zwei Seiten eines Dreiecks oder deren Berlängerungen, 
gerade Linien parallel mit der dritten Seite zieht und die Endpuncte einer jeden mit ten 
Gegeneden des Dreiecks verbindet, fo liegen die Durchſchnittspuncte aller diefer Linien⸗ 
paare in einer geraden Linie, derjenigen nämlich, welche durch den Halbirungspunct der 
pritten Seite und ihre Gegenede gebt. 

A. 358 — 193. 

369. Errichtet man auf zwei Winfelbalbirenden (BE, CF ig. 78) in ihrem ge- 
meinſchaftlichen Durchſchnittspuncte (K) zwei Senfredte (KG, KH), die man bis zum 
Durchſchnitt mit den Gegenfeiten der halbirten Winkel verlängert, fo ift der obere Ab⸗ 
ſchnitt (AK) der dritten Halbirenden (AD) die ‚mittlere Proportionale zwiſchen einer je 
ner Gegenfeiten (AB, AC) und dem an ihr anliegenden dur die Senkrechte gebildeten 
Segment der andern (AH, AG). 

196 


Zuſ. Daher ift die Gerade GH parallel mit BC. 

370. Wenn man auf einer (GF Fig. 78) von zwei Winfelbalbirenden in ihrem 
gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte CK) eine Senfredte (KH) errichtet und fie bis zum 
Durchſchnitt (EI) mit derjenigen (AC) der beiden Gegenfeiten der balbirten Winkel ver: 
längert, nady welder die Winkelhalbirende (CF) nicht gezogen ift, fo iſt das Rechteck 
aus dem Stüd (HE) diefer Seite zwifchen dem Perpendifel und der andern Winfelhalbi- 
renden (BE) und aus der andern Gegenfeite (AB) gleich dem Rechte aus den Abfchnit- 
ten (BK, KE), in welche diefe zweite Halbirende durch die erfte getheilt wird; alfo 
AB,HE = BK,KE. | 

206 — %. 369. 

371. Erflärung. Hat man zwei ähnlidye Dreiede (ABC, A’B’C’ Fig. 79) 
und zwei Puncte (D, D’) von folder Lage gegen die Dreiede, daß die Entfernungen 
des einen von den Eden und Seiten des einen Dreiecks proportionirt find den Entfernun- 
gen des. andern von den entfpredhenden Eden und Seiten des andern Dreiedö, und zwar 
fo, .daß das Verhältniß von je zwei zufammengehörigen Entfernungen dem Berbältniffe 
zweier entfprechenden Dreiedöfeiten gleich ift, fo heißen diefe beiden Puncte Aehnlich⸗ 
keitspuncte diefer Dreiede, . 

372. Haben zwei Puncte ‚gegen zwei ähnliche Dreiecke eine ſolche Lage, daß jedes 
Poar ihrer Entfernungen von zwei entipreddenden Ecken ſich eben fo zu einander verhält, 
wie ein Paar gleihnamiger Dreiedöfeiten, fo haben au ihre Entfernungen von den ent- 
ſprechenden Seiten eben daffelbe Berhältniß zu einander, diefe Puncte find alſo Aehnlich⸗ 
keitspuncte. 

373. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

Für ähnliche Dreiecke find Aehnlichkeitspuncte: 

374. Ihre Hoͤhendurchſchnitte; 

375. Die Durchſchnittspuncte der auf den Seiten in den Halbirungspuncten er: 
richteten Senkrechten; 

376. Die Durchſchnittspuncte der Winkelhalbirenden 5 

377. Die Mittelpuncte der mittlern Entfernungen 3 

378. Die Durchſchnittspuncte won je zwei Transverfalen, die fo gezogen jind, daß 
die von entſprechenden Ecken auslaufenden auf den Gegenfeiten Stüde abſchneiden, die ſich 
eben fo zu einander verhalten, wie die ganzen Seiten. 

379. Das Quadrat jeder Winkelyalbirenden eines Dreiecks verhält fi zum Recht⸗ 
et aus den beiden, den balbirten Winkel einſchließenden, Seiten, wie dad Rechteck aus 
dem Ueberſchuſſe eben diefer beiden Seiten über die dritte und dem Umfange des Dreiecks 
zum Quadrat von der Summe der beiden einfdhließenden Seiten. 

206. 

380. Wenn man in einem Dreied (ABC Fig. 80) drei Trandverfalen zieht, die 
einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct haben, die Zußpuncte (D, E) zweier derfels 
ben verbindet, und diefe Gerade fo weit verlängert, bis fie, wenn es möglid ift, die 
Dreiedöfeite (AB) , auf welcher diefe Zußpuncte nicht liegen, ſchneidet, fo wird diefe 
ganze ehe C Dur die Trandverfalen (in D und J) barmonifch getheilt. 

(2 5 — ’ 358. > 


m TTTTTTE . 
‘ 
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Zuſ. Auch AH wird den Puncten B und F harmoniſch getheilt. 

381. Berbindet man die Zußpuncte zweier von drei fi in Einem Punct ſchneiden⸗ 
den Tranöverfalen eines Dreiedd, fo wird die dritte Transverſale durch diefe Berbin- 
dende und den gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct mit den. beiden erftern harmoniſch 
getheilt. 

A. 380 — A. 335. 

382. Wenn man je zwei Fußpuncte von drei in Einem. Puncte ſich ſchneidenden 
Transverfalen eined Dreiecks verbindet, und dieſe Verbindenden, wenn ed möglich ift, 
bis zum Durchſchnitt mit der Berlängerung derjenigen Dreiedöfeite, auf der die Fußpun⸗ 
cte nicht liegen, verlängert, jo liegen die drei fo erhaltenen Durdfchnittöpunete ſtets in 
einer geraden Linie. 


383, Bleibt Alled, wie beim vorigen Satze und verführt man mit dem durch die 


Fußpuncte der Transverfalen beftimmten Dreied und feinen Zransverfalen eben fo wie 


vorber-im Urdreiede, fo geben aud die drei fo erhaltenen Geraden einzeln durch die 
drei in einer geraden Zinie liegenden und im vorigen Sage näher bezeichneten Durchſchnitts⸗ 
uncte, . 
⸗ Anmerkung. Man kann, wie man hieraus ſieht, eine beliebige Daenge von Dreie: 
den erhalten , von denen jedes in das ihm zunächſt vorhergehende befchrieben iſt, wo 
in jedem drei fich in Einem Puncte fchneidende Transverfalen fich finden, Deren Sußpuncte 
eine foiche Lage haben, dag wenn man,ie zwei derielben verbindet und fie bis zum 
Durchfchnitt mit den Dreiectgfeiten , auf denen dieſe Fußpuncte liegen ‚, verlängert, 
Aucde in einer geraden £inie liegenden drei Ducchfchnittspuncte für alte Dreiecke die: 

334. Wenn man auf zwei Seiten eines Dreieds von ihrem gemeinſchaftlichen End- 
puncte aus Stücke abfchneidet, welche gleich dem dritten Theile der eignen Länge der 
Seiten find, diefe Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden verbindet, und nun die dritte 
Transverfale zieht, welche mit den beiden erftern einen gemeinſchaftlichen Durchſchnitts⸗ 
punct bat, fo halbirt nicht nur diefe die dritte Seite, fondern wird auch felbit durch bie 
beiden andern Transverſalen balbirt. 

385. Allgemein, wenn man zwei Dreiedöfeiten von ihrem gemeinſchaftlichen End⸗ 
puncte aus in Stüde theilt, welche cin beliebiges gegebened Berhältnif m : n zu ein- 
ander haben, verbindet die Theilpuncte mit den Gegeneden und zieht nun die dritte 
Zranöverfale, welche mit den beiden erftern einen gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct 
bat, fo verhätt ſich der obere d. h. zwifchen Winkelſpitze und gemeinſchaftlichem Durch⸗ 
ſchnittspuncte enthaltene Abſchnitt dieſer dritten zum untern, wie?m : n; für bie bei⸗ 
den andern Transverſalen haben die obern und untern Abſchnitte zu einander das Ver⸗ 
hältniß m + n : m. - 

A. 368 — 196. 

Trage: Giebt ed nicht außer dem unmittelbar worbergebenden noch andere frühere 

Säge, welche der vorftehende als befondere Fälle in fi ſchließt? 


386. Schneidet man von jeder Spige eines Dreiecks aus auf jeder der von ihr 
audlaufenden Seiten Stüde ab, welche glei dem dritten Theile der eignen Länge der- 
feiben find, und verbindet jedes Paar diefer Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden, fo 
ift das durch die drei Durchſchnittspuncte biefer Linienpaare beftimmte Dreied dem Ur⸗ 
dreiecke ent und ſechszehnmal fo klein als letzteres. 


387. Allgemein, wenn man von jeder Spitze eines Dreiecks aus jede der beiden 
von ihr auölaufenden Seiten in zwei Stüde, die das Berhältniß m : n zu einander 
haben , und jedes Paar Durdfänittöpuncte mit den Gegeneden verbindet, fo ift dad 
durch die drei Durchſchnittspuncte dieſer Linienpaare beitimmte Dreieck dem Urdreicde 


a — ım\? 
äbnli und ( — 5) mal ſo groß als letzteres, oder wenn man den Inhalt des 


2 m 
Urdreieks, wie wir dieß künftig oͤfters thun werden, mit A bezeichnet, fo iſt des in 
— 2 
Rede ftehenden Dreieds Flächenraum — —) .A. 

388. Theilt man jede der Seiten eines —*— Dreiecks in eine beliebige un⸗ 
gerade Anzahl, wie 2m + 1, gleicher Theile, und verbindet auf je zwei Seiten die 
mıten Theilpuncte (vom gemeinfhaftlichen Endpuncte aus gerechnet) mit den Gegeneden, 
fo ift dad durch die drei Durchſchnittspuncte diefer Linienpaare gebildete Dreied dem Ur⸗ 


. . . 1 2 
dreieck ähnlich und fein Inhalt = () «A» 


—— — — —— — 
= 
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Zrage: Welcher von den beiden lehten Sägen ift der allgemeinere ? 
389. Schneidet man ouf den Seiten eined Dreied5 von ihren Enbpuncten aus . 
gleiymäfig Stüde ab, welche glei) dem dritten Theile ihrer eignen Länge find, fo find 
die diefe Burchſchnittspuncte die Ecken eines Dreiecks, welches aud dreimal fo Flein als 
das Urdreieck ift. 
202, Zuſ. 2. 
390. Allgemein, ſchneidet man auf den Seiten eines Dreiecks von den Spigen 


ans gleihmäßig Stüde ab, melde = von der eignen Länge der Seiten betragen, fo ift 


dad Dreieck, welches diefe Puncte zu Eden bat, an Flächeninhalt — 
n?2 — 3 mn 3m?, A 
n? 
202, Zuſ. 2. ” 

391. Wenn man auf zwei Seiten eines Dreieds von ihrem gemeinſchaftlichen 
Endpuncte Stüde abſchneidet, weldye beliebige (aber für beide Seiten diefelben) Theile 
ihrer eignen Länge ausmachen, dieſe Puncte mit den Gegenecken verbindet, und durch 
den gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct diefer beiden Transverfalen die dritte zieht, fo 
ift das Viereck, welches durch die Fußpuncte diefer Transverfalen und die Spige des 
Dreiedd beftimmt wird, von der aus man die proportionalen Stüde abſchnitt, feinem 
Inhalte nad der eben fo vielte Theil des Urdreiecks, den fo vielten Theil die Länge 
der abgefchnittenen Stüde von der Länge der ganzen Seiten ausmacht. 

202, Zuſ. 2. 

Zuf. Unfer Biered wird durch eine feiner Diagonalen halbirt, durd die andere 
in zwei Dreiede zerlegt, von denen das eine den eben fo vielten Theil vom Vierecke aus⸗ 
macht, ald dieſes com Urbreiede, 

392. Jedes Viereck ift gleichflähig einem Dreiede, das mit ihm eine Seite als 
Grundlinie gemein hat und deflen Höhe glei der vierten Proportionale zu den drei 
Senkrechten ift, welche man aus dem Durdfchnittspuncte der Diagonalen und deren End- 
puncte auf die genannte Seite oder deren Berlängerungen fällt, 

ig. 77a. — AN || BD — NO || DM. 

Zrage: Wie Fann man aus unferem Sage folgern, daß ein Dreied gleihflädig 
ift mit einem Parallelogramm, weldes mit ihm gleihe Grundlinie, aber nur halb fo 
große Höhe als das Dreied hat? 

393. Bezeihnet man die Eden eines beliebigen Vielecks als erfte, zweite, dritte 
..... . ne (indem man von einer beliebigen ald erften ausgeht, und gleihmäßig 
rund berum gehend fortzählt), fällt aus ſämmtlichen Ecken auf eine beliebige außerhalb 


. des Vielecks in deffen Ebene gezogene gerade Linie Perpendikel, und läßt unter diefen 


Linien diefelbe Reihenfolge Statt finden, wie unter den Eden, von denen fie auslaufen, 
(d. 5. nennt das erfte Perpendifel dasjenige, welches aus der erſten Ede gefällt ift 2c.) 
fo ift der Zlähenraum des Vielecks halb fo groß als die Summe der Redtede, von 
denen jedes zur Höhe eine der Senkrechten und zur Grundlinie die algebraifhe Summe 
der beiden Segmente der genannten Linie bat, melde zwifchen dem in Rede ftehenden 
Perpendikel und feinem nächſten Vorgänger und Nachfolger enthalten find, 

86 — 72 und 73. 

Frage: Erleidet unfer Sag weſentliche Modificationen, wenn die Gerade, auf melde 
die Senfredten gezogen werden, mit einer der Seiten des Vielecks zuſammen, oder zum 
Theil innerhalb deflelben fällt ? 

394. Wenn man von jeder Spige eined Dreiecks aus auf jeder der beiden von ihr 
audlaufenden Seiten Stüde abſchneidet, welche glei dem dritten Theile ihrer eignen 
Länge find, und jedes Paar diefer Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden verbindet, 
fo ift jedes der drei Vierecke, welche ein Paar der abgeſchnittenen Seitenftüde und die 
untern Abſchnitte der zugehörigen Transverfalen zu Seiten haben, ſechsmal fo Flein als 
das Urdreieck. 

A. 385 — 200. 
395. Allgemein, wenn man von jeder Spitze eines Dreiecks aus auf jeder der von 


ihr auslaufenden Seiten Stücke abſchneidet, welche von der eignen Länge derſelben 
ausmachen, und jedes Paar dieſer Durchſchnittspuncte mit den Gegenecken verbindet, ſo 


Anhang zum, vierten Buche. 151 
ift jedes der im norigen Satze näher bezeichneten Vierecke an Inhalt 
2 m? 


u n(m+ n) 
% 385 — 200. " 
396. Wenn man auf den Seiten eines Dreiedd von ihren Endpuncten aus gleich 


mäßig Stüde (AF,.BD, CE Fig. 83) abfchneidet, melde = der eignen Länge der 


zugehörigen. Seiten ausmachen, und dieſe Durchſchnittspuncte mit den Gegenecken vers 
bindet, fp. ift: 
1) jeder der obern Abſchnitte AJ, BG, CH 


mn 
m? — mn + n? 


von der eignen Länge der zugehörigen ganzen Zransverfalen. 
2) jeder der mittlern Abſchnitte GJ, GH, HJ, 
n(n — 2 m) 
m? — mn + n? 
von diefer Länge, 
3) jeder der untern Abſchnitte DG, EH, FJ, 
m? 


m? — mu + n? 
von eben diefer Länge, alfo 
4) die Länge jedes unteren Abſchnittes — von der Länge feines zugehörigen obern. 


397. Bleibt Alles wie beim vorigen Sate, ſo ift 
1) jedes der. Dreiede AFJ, BGD, CEH 


— m3 «K 
m?n — mn? - n3 

2) jedes der Vierecke AEHJ, BFJG, CHGD 
mn? — m?n — m? , 


3) das innere Dreisd GHI 
4m —Am-n?, A 
m? — ımn + n? u 
398. Berlängert man die Seiten eined Dreieds gleihmäßig um = isrer eignen 
Länge, verbindet die Endpuncte diejer Berlängerungen mit den Gegenecken des Dreiecks, 
und verlängert diefe Transverfalen bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo ift 


1) jeder obere Abſchnitt der Transverſalen d. h. jede der bis zum, genannten Durd- 
ſchnitt nöthigen Berlängerungen 


mn. 
Le — 
m? + mn + n? 


von der eignen Länge der zugehörigen Transverſale, 
2) jeder untere Abſchnitt d. h. jedes vom Fußpuncte einer. Transverfale aus auf ihr 
durch die andere abgef&hnittene Stüd 


m? 
m? mn n? 


von der eignen Zänge der zugehörigen Trandverfale , alfo 
3) jeder untere Abſchnitt = .von der Zänge feines obern, 


4) jeder mittlere Abſchnitt d. h. jedes Stüd einer Transverfale, weldes zwiſchen den 
heiden andern enthalten ift 
n(n + 2 m) 
m? mn — n? 
‚von ber eignen Länge der zugehörigen Transverſale. 
Zuſ. Berlängert man die Seiten eines Dreieds gleihmäßig um ihre ciguen Län⸗ 
gen, verbindet die Endpuncte diefer Berlängerungen mit den Gegeneden und verlängert 
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diefe Transverſalen bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo ift der obere Abſchnitt jeder 
Zransverfale gleich dem untern, 
399. Bleibt Alles wie beim vorigen Sage, fo ift der Flädenraum des Deeicds, 
deffen Eden die Durchſchnittspuncte unferer drei Zrandverfalen find: 
. 2 


m +4 mn + n®, A 


m? F mn n2 
400. Schneidet man von den Spien eines beliebigen Dreiecks aus fo wohl auf 
den Seiten felbft als auch auf ihren Berlängerungen gleihmäßig Stücke ab, welde 


= von der eignen Länge der Seiten ausmachen, verbindet ſowohl die eine als die andere 


Ternion der zufammengebörigen Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden, fo ift der Flä- 
chenunterſchied der beiden Dreiecke, die von der einen und anderh Ternion der fo erhal⸗ 
tenen Transverſalen gebildet werden 

6 mn? . A 


m®.-- m? n? n® 
Zuf. Berlängert man daher jede der Seiten eined Dreiedd gleichmäßig um ihre 
eigne Länge , zieht die diefen Endpuncten zugehörigen Transverfalen und verlängert fie 
bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo ift das von ihnen gebildete Dreied dreimal fo 
groß ald das Urdreieck. = 
401: Wenn man jede von zwei Dreiedöfeiten über ihren gemeinſchaftlichen End⸗ 
punct um den dritten Theil ihrer eignen Größe verlängert, die Endpuncte diefer Ver: 
längerungen mit den Gegeneden verbindet, die fo erhaltenen Trandverfalen bis zum 
Durchſchnitt verlängert und durch diefen Durchſchnittspunct die dritte Trandverfale zieht, 
jo ift dad Stüd derſelben, weldes außerhalb des Dreiecks liegt, gleih dem innerhalb 
deffelben liegenden. ' Ä 


462. Allgemein, werben zwei Seiten eined Dreiecks um = ihrer.eignen Länge über 


ihren gemeinf&haftlihen Endpunct hinaus verlängert, die Endpuncte diefer Berlängerun- 
gen mit den Gegeneden verbunden, diefe Tranöverfalen verlängert bis fie ſich ſchneiden, 
und wird nun durd ihren Durchſchnittspunct auch die dritte Transverſale gezogen, ſo 





verhält fid) das Äußere d. h. außerhalb des Dreiecks liegende Stüd derfelben zum innern - 


wie m:n —m. | 

403. Schneidet man von den Eden eines. gleidhfeitigen Dreiecks (ABC Fig. 81) 
aus auf deflen Seiten beliebige, aber glei große Stüde gleichmäßig ab, fällt von den 
Durchſchnittspuncten auf die Seiten gleiymäßig Perpendikel (DM, FN, EO) und ver- 
längert diefelben bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo it das jo erhaltene gleichfeitige 
Dreieck (GHJ) dreimal fo groß ald das ihm ähnliche Dreied (BFK), weldyes man erhält, 
indem man durch einen der Durchſchnittspuncte (F) eine Gerade parallel mit der Dreiecks⸗ 
feite (AC) zieht, auf weldde man aus jenen Puncte die Senkrechte gezogen bat. 

Fig. 83. — JW=-JD=-FH,LF=JH, FH =} KL. 

404. Zieht man In einem Paralleltrayezium zwifchen den beiden nicht parallelen 
Seiten eine Parallele mit den beiden andern, melde glei der mittlern Proportionale 
zwiſchen diefen Yegtern ijt, fo find die beiden Paralleltrapezia, in welde durch fie das 
Urviered zerlegt wird, einzeln den Dreiecken gleich, in welche das Urviereck durch eine 
feiner Diagonalen getheilt wird. - 

Fig. 75a. BH,EH — DH,HF; A BEH = A DHF. 

405. Wenn man auf einer der Seiten (BC Fig. 82) eines Dreiecks von ihren 
Endpuncten'aus eine beliebige Menge von Paaren gleiher Stüde (BD und CE, BF und 
CG 20.) abſchneidet, in jedem Paare zufammengehöriger Durchſchnittspuncte Senkrechte 
errichtet, fie fo weit verlängert, bis fie die an den abgefchnittenen Stüden anliegenden 
Dreieöfeiten ſchneiden, und endlich jedes Paar diefer Durchſchnittspuncte mit den Ges 
geneden verbindet, jo liegen die Durchſchnittspuncte aller der zulegt genannten Li⸗ 
nienpaare in einer geraden Linie, welche auch ſenkrecht auf der Dreiedöfeite ſteht, auf 
welcher die Stüde abgefhnitten worden find, und fie in einem Puncte ſchneidet, der 
eben fo weit von dem Halbirungspuncte entfernt ift, als diefer vom Zußpuncte des Hö⸗ 
henperpendikels. 

406. Wenn man aus dem Fußpuncte (E Fig. 70) eines der Höhenperpendikel ei⸗ 
nes fpigwinfeligen Dreiecks Senkrechte fällt fowohl auf die beiden andern Höhenperpen- 
dikel als aud auf die zu ihnen gehörigen Seiten, fo liegen die Zußpuncte (H, M, N, 
J) derfelben ſtets in einer geraden Linie. 


Aufgaben. 153 


Borbereitung zum Beweife, Fälle EH, EJ, ziehe HJ, EM und EN und zeige, 
daß die beiden letztern fenktredt auf AD und CF fthn. MHE = FKE= FEK — 
DAC ⁊c. 

Frage: Hört die Gültigkeit unſeres Satzes für recht⸗ und ſtumpfwinkelige Dreicde 
ganz auf? " 

uf. 1. Bleibt Alles wie beim vorigen Sage, fo ijt die Entfernung (HJ) der Fuß⸗ 
puncte der auf die Dreicdöfeiten gefällten Senkrechten jtets größer al& die Entfernung 
(LK) der Zußpuncte der beiden andern, und zwar um die Entfernung (DF) der Zuß- 
puncte der a Höhenperpendikel, auf denen diefe beiden legtern ſenkrecht ftehen. 

61 I u s 1. ö j 

Zuſ. . Wenn man daher aus jedem der Zußpuncte der Hoͤhenperpendikel eines 
fpigwinfeligen Dreieds Senkrechte ſowohl auf die beiden andern Seiten als aud auf. dic 
beiden andern Höhenperpendifel fällt, fo ift die Summe der Entfernungen der Fußpuncte 
je zweier zufammengehörigen Senkrechten der erften Glaffe dreimal fo groß ald die Summe 
eben diefer Entfernungen bei den Perpendifeln der zmeiten Glaffe. 

407. Schneidet man auf den Seiten eines Dreieds von deffen Spigen aus gleich⸗ 
mäßig Stüde ab, welde gleiche aliquote Theile von der eignen Länge der Seiten aus⸗ 
machen, verbindet diefe Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden, zieht noch durch den 
Halbirungspunct jeder Seite des Urdreieds eine Parallele mit der Trandverfalen, die 
nad eben diefer Seite gezogen ijt, und verlängert fie bid zum gegenfeitigen Durdfchnitt, 
jo fallen die Durchſchnittspuncte (O, P, Q) mit den Halbirungspuncten der Seiten des 
von ven Bransoerfalen gebildeten Dreieds (GHJ) zufammen. ig. 83. 

ı 396. 

408. Theilt man jede von zwei Gegenfeiten (AD, BC Fig. 83) eines Vierecks 
von den Endpuncten derfelben dritten Seite (AB) aus in zwei Stüude, die das Verbält: 
niß m: m zu einander haben, und darauf aud die beiden andern Gegenfeiten (AB, CD) 
auf gleiche Weiſe in Stüde, vie dab Verhältniß p : q haben , verbindet ſowohl das 
eine als das andere Paar diefer Theilpuncte unter einander, fo wird jede diefer Berbin- 
denden durch die andere nach demfelben Berhältniffe getheilt, nad welchem das Paar 
von Gegenfeiten getheilt iſt, deren Theilpuncte ſie nicht verbindet; (alſo GJ: IH = 
m:numdFJ: == 


: 9q) 
„Anmerkung. Der voriehende Lehrſatz gut nicht 6108 für die Umfangsſeiten eines 
Vierecks, fondern für je zwei Paare zugeordneter Seiten. 


Frage: Bon welchem Sage des erften Anhanges Fann dieſer ald Ermweiterung an- 
gejchen werden ? 

409. Schneidet man auf zwei Gegenfeiten und zwar von den Endpuncten aud, mit 
denen fie an derfeiben dritten Seite anliegen, Stüde ab, welche den mten, nten, rtenzc, 
Theil der eignen Länge diefer Seiten ausmachen, verbindet jedes Paar zufammengeböri- 
ger Durchſchnittspuncte und tbeilt alle diefe Berbindenden von den Endpuncten aus, mit 
denen fie quf derfelben Vielecksſeite Liegen, nad) einem beliebigen, aber für alle gleichen, 
Berbättniffe wie p : q, fo liegen alle dieſe Theilpuncte in einer geraden Linie, 

uf. heilt man jede von zwei Gegenfeiten in diefelbe, fonft beliebige, Anzahl 
gleicher Theile, verbindet je zwei gleichvielte Theilpuncte, und verfährt darauf mit dem 
andern Paare Gegenfeiten eben fo, fo wird jede Berbindungslinie der einen Glaffe durd 
die fämmtlihen Berbindungslinien der andern Claffe in gleiche Theile getheilt. 





Yufgaben 


‚ 410. Eine gegebene Gerade harmoniſch fo zu theilen, daß die beiden Theilpuncte 

gleiche Entfernungen von den Endpuncten haben, . . 

411. In ein Dreied ein Rechteck zu beſchreiben, in welchem die Seiten ein gege⸗ 
benes Berhältniß zu einander haben. \ J 

412. Durch einen zwiſchen den Schenkeln eines Winkels gegebenen Punct eine Ge⸗ 
— ſo zu ziehen, daß fie in dieſem Puncte nach einem gegebenen Verhältniſſe getheilt 
wir 
ſeit 413. Ein Dreieck zu halbiren durch eine Gerade, welche parallel einer der Dreiecks⸗ 
eiten iſt. 
‚ Fr Ein Dreied zu conftruiren, wenn fein Umfang und feine Winfel gege- 
en find. — 
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415. Innerhalb eines Dreiecks (ABC Fig. 85) den Punct (P) zu finden, deffen 
Entfernungen (PQ, PR, PS) von den Seiten fi) wie drei gegebene Linien (CD, CE, 
AF) verhalten. . 

Trage 1: Zaffen ſich nicht vielleicht außerhalb des Dreieds Puncte von derſelben 
Eigenſchaſt finden? IL 

Zrage 2: Würde es einen weſentlichen Unterſchied für unfere Aufgabe herbeifügren, 
wenn die Winkel, unter denen die Linien von dem zu findenden Puncte nad den Seiten 
gezogen werden, nicht rechte wären, fondern eine beliebige andere, aber für alle drei Li⸗ 
nien conftante Größe hätten ? 

416. Ein Dreied (ABC Fig. 86) zu conftruiren, wenn die nad) den Halbirungs⸗ 
vuncten ber Set gezogenen Trandverfalen (AD, BE, CF) gegeben find. 

HH = 


417. Ein Dreied (ABC Fig. 87) zu conftruiren, wenn die Summe (AE) der 
erften und dritten Seite, die Summe (AF) der zweiten und dritten Seite, und der von 
der erften umd zweiten Seite eingefchloffene Winkel (BAC) gegeben ift. 

EG = FH = HJ, JG || EF, JM || AE. 

418. in Dreied (ABC Fig. 88) zu conftruiren, wenn der Ueberſchuß (AE) der 
erften über die dritte Seite, eben fo der Ueberfhuß (AF) der zweiten über die dritte, 
und der von der erften und zweiten eingefhloffene Winfel (BAC) gegeben find, 

FH = EG = HJ, JGL || MEF, JM || AG. 

419. Ein Dreied (ABC Fig. 89) zu conftruiren, in weldem eine Seite (AB), 
und einer der anliegenden Winkel (GAB) vorgefdhriebene Größe, Summe und Unter- 
ſchied der beiden andern Seiten dagegen ein vorgeidhriebened Verhältniß (AD : AE) 


haben. 
DJ = JE = JH, JH || BC. 

430. Ueber einer gegebenen Geraden ald Hypotenuſe ein rechtwinkeliges Dreieck 
zu eonjtruiren, in weldyem die Seiten eine jtetige geometriſche Proportion bilden, 

421. Ein Quadrat (ABCD Fig. 90) in ein Dreied (AJH) zu verwandeln, in 
welchem die Winkel vorgefchriebene Größe haben, 

AB = BE; AG : AH = AH : AF. 

422. In ein gegebenes Dreied (ABC Fig. 91) ein anderes (DEF) zu beſchrei⸗ 
ben, das einem dritten (GHJ) aͤhnlich ift, und deflen eine Seite (FE) mit einer Seite 
(AB) des erftern einen Winkel von vorgefchriebener Größe bildet, 

W. ABK. von vorgefhriebener Größe. — A BLK® A GHI. 

423. In ein gegebenes Dreied (ABC Zig.92) über einer der Seiten ein Rechteck 

(DEFG) zu beſgrei en, das ſeinem Inhalte nach ein Maximum iſt. 
AJ= )JK. 

Zrage: Macht es für den Inhalt des Rechtecks einen Unterſchied, je nachdem man 
daffelbe über der einen, oder der andern Dreiedöfeite beſchreibt? 
hab 424. Ein Dreieck zu conſtruiren, deſſen Höhenperpendikel vorgeſchriebene Längen 
aben. 

Auflöſung 1. Suche zum kleinſten, mittlern und größten Hoͤhenperpendikel, die 
vierte Proportionale, aus ihr und den beiden größern Perpendikeln als Seiten beſchreibe 
ein Dreieck, ziehe in diefem dad zu der zuerft genannten Seite gehörige Höhenperpendi⸗ 
tel, verlängere es über feinen Fußpunct hinaus bis es dem Pleinften der gegebenen Hoͤ⸗ 
henperpendikel glei wird; durch diefen Endpunct ziehe eine Parallele mit eben jener 
Dreiedöfeite und verlängere fie bis fie die beiden andern verlängerten Seiten ſchneidet. 

Auflöfung 2. Gonftruire ein Dreied, da& die gegebenen Höhen zu Seiten bat, und 
darauf ein zweites, das die Höhen des erften zu Seiten hat; dieſes legtere ift dem ge: 
ſuchten Dreieiecke dhntich ‚ alfo ıc. 


— — — — — — 


155 


Fuͤnftes Bud. 
Boom Kreife. 


Einleitung. 


238. Erflärung. Sehne oder Ehorde eines Kreisbogens 
(BAE $ig. 112) nennt man eine Gerade (BE), welche innerhalb des 
Kreifes fo gezogen ift, daß fie durch die Endpuncte des Bogens geht, 
und mithin denfelben fpannt. Geht eine ſolche Schne CDCF) zugleich 
durch den Mittelpunct (C), fo führt fie den Namen Durchmeffer, 
Auch wohl Mittellinie; fie fpanntauf beiden Seiten. den halben Um⸗ 
freis(DAF, DGF) und theilt fowohlden Kreis (DAFGD) als die Kreide 
linie in zwei gleiche Theile. 

Eucl. I, Erkl. 17..— L. G. II, Erkl. 3. 

Anmerkung 1. Daß jeder Durchmeſſer den Kreis halbirt, iſt meines Bedünkens 
ein Axiom. Man Fann allerdings einen Beweis führen, indem man den einen Halbfreis 
um feinen Durchmeſſer herum dreht und über den andern legt. Beide müffen fid) alddann 
genau deden, weil fonft nicht, wie es die Erflärung des Kreifes fordert, die Halbmeſ⸗ 
fer gieic fein Fönnten. ’ 


eini Anmerkung 2. Eine Sehne nennt man wohl auch eine in den Kreis eingeſchriebene 
ZiNiE, 

. L.6. II, Erkl. 6. 

Zuf. Jede Sehne oder Chorde fpannt entweder auf jeder Seite 
den halben Umkreis, wenn fie durch den Mittelpunct gebt, alfo Durchs 
meſſer ift, oder auf der einen Seite einen Bogen (BAE) der Heiner, 
und auf der andern einen, (BGFE) der größer als der halbe Umkreis 
ift, und die beide zufammen den ganzen Umkreis ausmachen. 

Anmerfung 3. Sprit man von nur einem zu einer Sehne gehörigen Bogen, ſo 
verjteht man nad) einem feftftehenden Gebraude den Fleinern der beiden Bogen, die von 
ihr gefpannt werben. 

229. Erklärung. Machen zwei Bogen (DHG, GJF Fig. 112) 
.zufammen den halben Umkreis (DHGIF) aus, fo heißt der eine das 
Supplement des andern; beide zufammen aud wohl Supplemens 
tar s Bogen. 

Anmerfung. In dem VIII Buche wird weiter von Bogen diefer Art die Rede fein. 

2330. Erklärung. Ausfchnitt (sector) Heißt jedes Städ 
(DCG Fig. 112) des Kreifes, welches zwifchen ‚wei Haibmeſſern und dem 
Bogen enthalten ift, nach deffen Endpuncten jene Halbmeſſer gehen. 
VLucl. IIL, Erkl. 1, — L. G.II, Erkl. 5. 

Anmerkung. Ein Ausſchnitt ijt alfo eine völlig begränzte Fläche. 


*) Die Erflärungen von Kreid, Kreisbogen zc. fiehe oben 11. 


[\ 


— — — 
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931. Erklärung Abſchnitt (Kreisabfchnitt, segmentum) 
nennt man jedes Stuͤck (BAE Fig. 112) des Kreifes, welches zwiſchen 
einem Bogen und der zu ihm gehörigen Sehne enthalten ift. 

Eacl. I, Erki. 18,1. — L.G. II, Erki. 4.“ | 

Anmerdung 1. in Abſchnitt ift alfo, wie ein Ausſchnitt, volltommen begränzt, 

Anmerdung 2. Der Unterfdied zwilden Abſchnitt und Audfchnitt ift alfo der, daß 
jener von einem Bogen und einer Linie, nämlich der zugehörigen Sehne, diefer von ei- 
nem Bogen und zwei, und zwar durch den Mittelpunct gehenden, Linien gebildet wird, 
Demnach gebört der Halbfreid eben fo wohl zu den Abfchnitten, als zu den Ausfchnitten. 

232. Ertiärung. Bon einem Winkel fagt man, er ftehe in 
einem Rreisabfchnitte (BDE Fig. 113), wenn fein Scheitel (D) auf 
dem Bogen des Abfchnittes liegt und feine Schenkel (DB, DE) durd) 
die Endpuncte der zugehörigen Sehne (BE) gehen. 

Eucl. II, Erkl. 7. 

233. Ertiärung. Von einem Streisabfchnitte fagt man, er 
faffe einen gegebenen Winkel, wenn es möglich, iſt, diefen Winkel fo 
in ihn hinein zu legen, daß der Scheitel auf dem Bogen liegt, und 
die Schenkel durch die Endpuncte der zugehörigen Sehne gehen. 

934. Erklärung. Man fagt, ein Winkel ftehe auf einem Bos 
gen, wenn feine Schenkel durch defien Endpuncte gehen, und zwar 
führe ein folher Winkel den Namen Centriwinkel oder Peris 
pheriewinten, je nachdem fein Scheitel im Mittelpuncte oder im 
Umtreife liegt. Fig. 113. 

Eucl. III, Erf. 9. — L. G. II, Erkl. 6. 

zuf. 1. Ein Peripheriewintel (BDE), der alfo in einem Kreiss 
abfehnitte (BDE) ſteht, fteht immer auf einem Bogen (BIFGE), web 
cher mit dem zu dem genannten Kreisabfchnitte gehörigen, den ganzen 
Umkreis ausmadıt. 

Zuf. 2. Der Bogen (BIFGE), auf welchem ein Winkel fteht, 
ift daher Meiner, eben fo groß, oder größer als der halbe Umkreis, je 
nachdem der Kreisabfehnise, in welchem der Winkel fteht, größer, 
eben fo groß, oder Kleiner als der Halbkreis ift. 

235. Erkiärung Tangente (Berührende) eines Kreifes 
heißt diejenige Gerade (CATZ Fig. 121), welche der Kreislinie begegs 
net, ohne bei ihrer Verlängerung fie zu ſchneiden. Eine Schneis 
dende (ASH) dagegen ift eine folhe Gerade, welche beliebig von aus 
ßerhalb nach dem Umtreife fo gezogen ift, daß fie, über diefen Punct 
hinaus verlängert, innerhalb des Kreifes fällt,- alfo den Umkreis 
önebbet, Berührende ſowohl als Schneidende find daher unbegränzte 

inien. 
Eucl. IN, Erf. . — L. G. II, Erft. 8. 
Anmerkung. Sollte aus diefer Erflärung nicht geradezu folgen, daß eine Tangente 
den Kreis blos in einem Puncte berührt? Aber freilid man muß nachweiſen, daß ed 
überhaupt Linien geben kann, die der Kreislinie in einem Puncte begegnen, und doch, 


wie weit fie auch verlängert werben, dieſelbe nicht ſchneiden; was wir in 242, Zuf. 
tbun werden. 


236. Erklärung Man fagt, daß zwei Kreife (Fig. 134 und 
135) fich beräßren, wenn fie ſich begegnen, ohne fih zu fchneiden. 
Die Berührung erfolgt entweder von außen, wenn jeder Kreis ganz aus 
Berhalb des andern liegt, oder von innen, wenn der eine ganz inner⸗ 
halb des andern fällt. 

Eucl. I, Erkl. 2. — L. G. I, Erkl. 9. 


‘ 
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237. Srundfag. Kreife von gleichen Halbmeſſern find cons 

gruent. , 
Eucl. IH, Erft. 1. 

238. Srundfag. Der Durchmeffer iſt doppelt fo groß, ale 
der Halbmeſſer. 

239. Srundfaß. Zieht man vom Mittelpunste nach einem ans 
dern Puncte eine Gerade, welche Kleiner ift als der Halbmeſſer, fo 
liegt auch diefer ir Punct fo wie Die ganze Linie ganz innerhalb 
des Kreifes; 3. B .cM Fig. 112. 


* 


Erſter Abſchnitt. 


Von den Linien, die in und nach dem Kreiſe 
| gezogen werden, 





240. Lehrſatz. Verbindet man zwei beliebige Puncte (E, B 
Fig. 112) im Umtreife durch eine Gerade, fo liegt diefe ganz inner 
Halb des Kreifes. 

Eucl. IH, 2. 

. Vorbereitung. Ziehe nach unferer Geraden aus dem Mittelpun: 
cte eine beliebige andere CM, und die Radien CE, CB. 

Beweis. Aus 38, Zuf. 1; 51; 41; und 239. 

Anmerfung. ine foldye inie iſt alfo in der That eine Sehne, die den Umkreis 
in den zwei Puncten E, B ſchneidet. Mehr als zwei folder Durchſchnittspuncte kann 
ed aber niemals geben ; denn wäre died möglich, fo müßte ed auch möglidy fein, Yon eis 
nem Puncte außerhalb einer Geraden nad ihr mehr als zwei Gerade von gleicher Länge 
zu sieben, in polkm Widerfprude mit 29, uf. 2. 

3 


241. Lehrfatz. Drei Puncte (A, B, D $ig. 114), die nicht 
derfelben geraden Linte angehören, liegen ſtets im Umfange eines Kreis 
ſes, oder mit andern Worten man kann jederzeit eine Kreislinie be 
freiben, i die durch die drei Puncte hindurch geht. 

1,7. 


Vorbereitung. Nach Anleitung der Fig. 114. 

Beweis. Aus 45. 

Anmerkung. Aus dem Beweife unferes Satzes leuchtet zugleich hervor, daß es nur 
eine einzige Kreislinie giebt, welche durdy die drei Puncte A, B, D hindurchgeht. 

Zuſ. Der Beweis unferes Saßes lehrt noch folgende Eigenfchaft 
der Dreiecke kennen: Die Sentrechten, die man auf den Seiten ei: 
nes Dreiecks in ihren Halbirungspuncten errichtet, Haben bei hinrei—⸗ 
chender Verlängerung einen gemeinfchaftlichen Durchfchnittspunet, der 
innerhalb, oder im Umfange, oder außerhalb des Dreiecks liegen 
kann, und gleiche Entfernung von den drei Winkelfpisen dat, 

Hieraus folgt nun wiederum, daß, wenn das Dreieck gleichfeis 
tig iſt, die Senkrechten durch die Spisen der Gegenwinkel geben und 
‚diefe halbiren (51, Zuf. 4). Darum nennt man aud) in diefem Falle 
den Durchſchnitts punct Mittelpunct des Dreiecks; er iſt von den Wins 
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felfpigen um % der Länge der ganzen Perpendikel entfernt (208, Zuſ. 3 


und 207). Ä 

Anmerkung 1. Man fehe in der 10ten Aufgabe des Hten Buches das Verfahren, 
eine Kreislinie zu beſchreiben, die durd drei gegebene Puncte gebt. 

Anmerkung 2. Die Borbereitung zum Beweife unferes Sages und diefer ſelbſt bie- 
ten auch Mittel, um die beiden erften Aufgaben des 5ten und die Ste des Gten Buches zu 


Iöfen. 

242. Lehrſatz. Eine gerade Linie (BD Fig. 116), welche eis 
nen Durchmeffer in einem feiner Endpuncte unter rechten Winkeln 
fchneidet, liegt ganz außerhalb des Kreifes und trifft den Umkreis 
6108 in diefem einzigen Puncte CB), nämlich dem Endpuncte des Durch: . 


meflers. 
Eucl. II, 1 — L. 6. II, 9. 
Beweis. Indirect, nach Anleitung der Fig. 116, aus Al. 
Zuf. Jede Tangente berührt den zugehörigen Kreis nur in ei: - 


nem einzigen Puncte. i 

Anmerfung., Man Fann nun die Aufgaben 11, 12 (zweite Auflöfung) 15 und 16 
des 5ten Buches auflöfen, ’ 

243. Lehr ſatz. Der nach dem Berührungspuncte (B, Fig. 116) 
einer Tangente (ED) gezogene Halbmeſſer (CB) fteht auf der Tangente 
ſenkrecht; und umgekehrt. 

Beweis, Erfter Theil. Indirect aus 41. 

Zweiter Theil. Indirect aus dem erften Theile. 

Zuf. Von dem Berührungspuncte aus läßt ſich zwifchen dem 
Umtreife und der Tangente (BD) feine Gerade (BH) ziehen, die den 

‚Kreis nicht fehnitte. 

Beweis. Gewiß ift, daß die Einie den Kreis entweder berübs 
ven, oder fchneiden muß. Das erftere aber iſt nach dem Hauptſatze 
und 19, Zuf. 2 unmöglih, alfo muß das zweite Statt haben. 

Anmerfung 1. Wie klein alfo auch der Winfel HBD fein möge, den eine nicht 
ſenkrecht auf AB ftehende Zinie BH mit der Tangente BD im Berührungspuncte bildet, 
immer geht die Kreislinie zwiſchen feinen Schenfeln hindurch. 

Anmerfung 2. Fig. 116. Der Bogen BIH bat eine Neigung gegen die Tangente 
DB, und man Fann diefelbe auch einen Winfel nennen, deffen einer Schenkel die Tan⸗ 
gente , der andere der Kreisbogen ift, Aber die Neigung eines Kreisbogens gegen eine 
gerade Linie ift etwas ganz Anderes, als die Neigung zweier Geraden gegen einander, 
und darım Eönnen zwei folde Winfel, wenn man fi) an den einfachen und urfprüngli= 
den Begriff von Neigung hält, gar nicht mit einander verglihen werden. Sagt man, 
daß der Winkel zwijhen dem Bogen BJH und der Geraden BD Heiner ift, ald der Win- 
kel zwifchen BD und irgend einer andern von B auölaufenden Geraden, ſo vergleicht man 
nit die eigentliche Neigung, fondern ftilfchweigend die Räume, die diefe Winkel zwi⸗ 
ſchen ihre Schenkel fließen. So ift ed z.B. außer allem Zweifel, daß in Fig. 143 die 
frummlinigen Dreiede GIE, GJEL Feiner find, als die geradlinigen GJE, GJL. Aber 
wir haben ſchon früher (16, Anm. 2) bemerkt, daß das Merfmal des von den Schenkeln 
umſchloſſenen Raumes garnicht zu dem Begriffe des Winkels gehört. Man hat fehr viel 
über die Natur der von Geraden und Kreisbogen gebildeten Winkel geftritten, worüber 
man Glavius und Tacquet zu Eucl. II, 16 und Wallis opp. math. II, p. 605 nad)- 
ſehen Eann. 

Anmerkung 3. Fig. 138. Es ift meines Bedünkens eben fo wenig genau, wenn 
man geradlinige Winfel mit den von zwei Kreisbogen gebildeten vergleiht. Man jagt 

* zB. daß, wenn gleidhe Kreife BAFD und BKDEG fidy ſchneiden, und man in einem 
der Durchſchnittspuncte B an einen der Kreife eine Tangente BF zieht, darauf in dem- 
jelben den Bogen BKDEG gleidy nimmt dem Bogen BAF, den die Tangente vom an- 
dern Kreife abſchneidet, und endlid) die Sehne BD zieht — daß alddann der Frummlinige 
Winkel FABKD glei dem geradlinigen FBG ift. Denn, fast man, jener Winkel 
FABKD ift = FAB + FBKD, aber FAB = BKDEG, alfo FABKD = BKDEG 


Am. _ 
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4 FBKD = FRG. Allein es ift, wie ich glaube, einleuchtend, daß man bier nicht, 
wie man ſollte, die eigentlihe Neigung de Bogens FAB zum Bogen BKD vergleicht 
mit der Neigung der Geraden BF und BG gegen einander, jondern vielmehr ſtillſchwei⸗ 
gend die von den Bogen FAB und BKD umſchloſſenen Räume mit demjenigen, welden 
die Geraden BF, BG und die Bogen FD, DG umfdließen. Es ift zwar wahr, daß, 
wenn man an den Bogen BA die Tangente BJ zieht, der geradlinige W. IBF durch die bei- 
den Tangenten gebildet wird, allein die Neigung von JB zu BF ift mit der Neigung des 
Bogens FAB zum Bogen BKD gar nidt vergleichbar”). 
Vieta opp. p. 382. 


Zweiter Abfhnitt. 
Bon den Winfeln im Kreife, 





244. Lehrſatz. Ein Eentriwinfel (GCF Fig. 115 a, b) ift 
doppelt fo groß als ein Peripheriewinkel (GIF), mit welchem er auf 
demſeiben Bogen (GF) ſteht. 

Eucl. III, 20. 


Vorbereitung. Ziehe aus dem Scheitel J den Durchmeffer JCL. 

Beweis. Aus den S. S. 38, und5l, weldhe man auf die Dreier 
ce JCG und JCE anwendet ıc. 

Zuf. J. Alle Peripheriewsnkel, die auf demfelden Bogen fliehen, 
find gleich. | 

Eucl. III, 21. — L. G. II, 18, uf. 1. 

Zuſ. 2. Die Summe oder der Unterfchied zweier Peripherie: 
winkel ift gleich der halben Summe oder dem halben Unterfchiede der 
beiden Centriwinkel, die auf denfelben Bogen fliehen. 

Zuf. 3. Die Summe zweier Peripheriewintel (FJG, FLG 
ig. 115, b), die auf Bogen fiehen, welde zufammen den ganzen 
Umtreis ausmachen, iſt gleich zwei Rechten; und die Summe der 
Meripheriewintel, die auf Bogen ſtehen, weldhe zufammen den hals 
ben Umtreis bilden, ift gleich einem Rechten; und umgekehrt. 

Zuſ. 4. Damit alfo eine Kreislinie durch vier Puncte hindurch: 
gehe, muͤſſen fie eine folche gegenfeitige Lage haben, daf die Summe 
zweier Gegenwinkel (FJG und FLG, JFL und JGL) gleich zwei Rech» 
ten ift. Siehe 251, Anmerk. 4, 

245. Lehrſatz. In demfelden Kreife oder in gleichen Kreifen 
ftehen gleiche Winkel, fie feien fämmtlich Centriwinkel, oder fämmts 
lid Peripheriewintel, auf gleichen Bogen, und umgekehrt. Fig. 117. 

Eucl. IH, 26, 277. — L. G. II, 11. 

Vorbereitung. Ziehe die Sehnen DB, BA. 

Beweis. Erfter Theil. Nah ©. 45 ik DB=BA, aljo muß 
D auf A fallen, wenn BA auf BD gelegt wird, und folglich muß, we: 
gen der Öleichheit der Halbmeſſer, auch der Bogen AHB genau auf BID 
fallen ; und darum beide gleich fein. ‚ 

Zweiter Theil. Indirect aus dem erften. 

Zuf. 1. Sn demfelbden, oder in gleichen Kreifen ift ein Peri— 
pherie» oder Centriwinkel das Doppelte, Dreifache ıc. eines andern 


*) Man vergleiche die unten folgende Erklärung A. 5%. Anın. des Ueber! 
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Peripherie: oder Eentriwinfels, wenn er auf. einem zwei, dreis ıc. 
mal fo großen flieht als leßterer; und umgekehrt. 

Zuf. 2. Von zwei Peripherie: oder Centriwinkeln eines. Kreis 
ſes ſteht der größere auch auf einem größern Bogen. 

Zuſ. 3. Ein Eentriwintel, der gleich einem Rechten, fteht auf 
einem Bogen, der dem vierten Theile des ganzen Umtreifes gleich iſt. 

Zuſ. 4. Die zwifchen parallelen Sehnen enthaltenen Bogen find 
von gleicher Größe, und umgekehrt (25). 

L. G. II, 10. 

Zuf. 5. Aus dem Beweiſe unferes Satzes ergiebt fich, daß die 
Bogen, die im demfelben Kreife zu gleichen Sehnen gehören, ebenfalls 
gleich find; und umgekehrt. 

Eucl. IH, 29. — L. G. II, 4. 

Anmerkung 1. Auf diefem und dem Zten Zuf, beruht der Beweis für die Xuftöfung 
der 8ten und Yten Aufg, des fünften Buches. 

Zuf. 6. - Aus jenem Beweife folgt ferner, daß von zwei Sch 
nen diejenige bie größere, welche zu einem größern Bogen gehört... 

Eucl, III, 28. — L. G. II, 
Anmerkung 2. Man fann nun die 10te Aufgabe des 5ten Buches auflöfen. 


246. Lehrſatz. Jeder Peripheriewintel ift eben fo groß, grös 
Ber oder Eleiner als ein Rechter, je nachdem der Abfchnitt, in dem er 
fieht, eben fo groß, Heiner, oder größer als der Halbkreis ift. 

Euel. III, 31. — L. GC. II, 18 uff, 2, 3, 4. 

Vorbereitung. BCF (Fig. 118) fei ein Durchmeſſer; ziehe 
AG, AL. 
Beweis 1. - Aus 244 und 20 
2%. Weil ABG >ABD 
3. Weit ABL << AB). 

Anmerfung 1. Aus 234, Zuſ. 2 fiebt man, daß man unfern Sag aud fo aus- 
ſprechen könnte: ‚Ein Peripheriewintel iſt eben ſo groß, fleiner oder größer al& ein Ned: 
ter, je nachdem der Bogen, auf dem er fteht, eben fo groß, Fleiner oder größer ald 
der halbe Umfreis iſt. 

Anmerkung 2, Den erften heil unferes Satzes Fünnte man nod leichter daraus 
berleiten, daß ABD als Peripheriewinkel die Hälfte des Gentriwintels ACD, aljo die 
Hälfte von zwei Rechten it. 

Anmerkung 3. Durch Hülfe des eriten Theild unferes Sapes bringt man die Auf- 
löfung der Aufgabe I, 4 zu Stande. Man Fann dann noch folgende auflöfen: IT, 6, 7, 
9, 26, 27, und V, 1 (zweite Auflöfung), 12 und 135 die alle vorauöfegen, daß man 
wife, der Winkel im HalbEreife fei ein Rechter. 

Anmerfung 4. Diogenes Laertius ſchreibt die Erfindung des Satzes, dap der Win- 
kel im Halbfreife ein Rechter ijt, dem Shales zu. Unfer Sup giebt ein leichtes Mittel 
zur Prüfung eines Winkeihatend an die Hand, Man legt letztern fo, daß feine Ede 
im Umfreife liegt und die Kante des einen Arms durch den einen Endpunct des Durch⸗ 
meſſers gebt, alsdann muß, wenn der Winkelhaken nicht fehlerhaft ift, die Kante ſei⸗ 
nes andern Yıms genau durdy den andern Endpunct des Durdmeffers gehen, Diefe Art 
der Prüfung ‘ einfadyer, als die früher in 87, Anmerk. 3 angegebene. 

9247. Lehrſatz. Der Winkel (DAB oder DAF Fig. 119), wel 
‚chen eine Tangente (AB oder AF) mit einer vom Berährungspuncte 
(A) aus gezogenen Sehne (AD) macht, iſt gleich dem Winkel CAJD 
oder AHIN)) in dem nicht auf derfelben Seite der Sehne liegenden und 
von ihr gebildeten Kreisabfchnitte (DEJA oder DHA). 

Eucl. HT, 32. — L. G. II, 19. 

Vorbereitung. ECA fei ein Durchmeffer, und daber L aufFAB; 
ziehe ED, AH, DH. 
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Von den Linien, die fi innerhalb des Streifes fehneiden, ıc. 161 
Beweis, Aus 246, angewandt auf ®. ADE, .38, Zuf. 3, und 


943 angewandt auf W. EAB ıc. 


Anmerkung. Auf dieſem Sage beruht die Kuflöfung der Xufgaben: v, 5, 6 und 
1. 


’ 
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Von den Anien , die ſich innerhalb des Kreiſes ſchneiden, 
oder durch den Umkreis geſchnitten werden. 





248. Lehrſatz. Wenn ein Durchmeſſer (PK Sie. 122) eine 
Sehne (LH) halbirt, fo fchneidet er fie unter rechten Winkeln; und 
umgekehrt, fteht ein Durchmefler ſenkrecht auf einer Sehne, fo theilt 
er. ſowohl fie als ihren zugehörigen Bogen in zwei gleiche Theile: 
Aber zwei Sehnen (BE, AD) können einander nie fo ſchneiden, daß 
jede die andere halbirt. 

Eucl. II, 3, 4. — LG.II, 

Vorbereitung zum erften &peite. Ziehe LC, HC; — zum zweis 
ten; ziehe CE. 

Beweis. Erfter Theil. Aus 50; und die Umkehrung aus 51 

und 46, oder aus 25. 

Zweiter Theil. Indirect aus dem erften. 

Zuſ. 1. Jede Sehne, die eine andere unter rechten Winkeln 
halbire, ift ein Durchmeſſer. 

Anmerfung. Dur) Hülfe dieſes Satzes Iöft man die Aufgaben: V, 1 (erfte Auf: 
löſun 2, 10 

vs. 249. Lehrfſatz. zieht man von einem Puncte A (Fig. 120), 
innerhait eines Kreifes, der nicht der Mittelpunct (C) iſt, verfchie 
dene Gerade (AB, AG, AD, AE, AH) nach dem Umtreife, fo finden 
folgende Beziehungen Statt: 

4. Die größte unter allen ift diejenige (AD), welche durch den Mit: 
telpunct geht. 

2. Die Heinfte aber diejenige (AF), welche jene größte zum Durchs 
meſſer ergänzt. 

3. Die. Übrigen Linien (AG, AE) werden deſto Heiner, je weiter fie 
fi) vom Durchmeffer-oder vom Mittelpuncte entfernen. 

4. Bon demfelben Puncte (A) aus laflen fich zwei, und nie mehr, 
Linien (AG, AE) ziehen, die von gleicher Länge find; fie liegen 
auf verfchiedenen Seiten des Durchmeflers und bilden mit die: 
fem gleiche Winkel (DAG, DAE), oder find gleichweit vom Mit: 
telpunet entfernt. 

5. Alle diefe Beziehungen behalten ihre Gültigkeit, wenn der Punct 


im Umkreiſe ſelbſt liegt. 
Eucl. II, 7. 


Zu 1, und 2. Vorbereitung. Ziehe die Halbmeſſer CG, CB, 
CE, CH. 
Beweis. Aus 23%, und 47. 


v. Swinden Geometrie. | 11 
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Zu 3. Vorbereitung. Ziche CL_| auf AG und CO 1 auf AB. 
Beweis. Aus 47, angewandt auf die Dreiecfe ACG, und ACB 
folgt, daß AGT>AB; und aus 41, daß CN und um fo mehr atfo CO 
CL. \ 
> Zu 4. MBorbereitung. Es fei GJE L auf AD; ziehe AE und 
danı CM | auf AE. 

Beweis. Aus der Borausfeßung, aus 248, aus der Vorbereis 
tung und aus 45 folgt, dag in den Dreiecken AJE und AJG fein muß 
W.GAJI—=EAI, und AE=AG; in den Dreiecken ACM und ACL aber 
it CM —=CL. i 

Daß nur Eine Linie AE, die gleich AG iſt, gezogen werden kann, 
folgt aus 3. | 

Die Richtigkeit des 5ten Theiles von unſerm Saße leuchtet von 
ſelbſt ein. 

Zuſ. Können von einem Puncte innerhalb_des Kreifes nach den 
Umkreiſe mehr ale zwei Linien von gleicher Länge gezogen werden, fo 
ift diefer Punct der Meittelpunct. 

Eucl. III, 9. 

250. Lehrfag. Zieht man von einem Puncte (A Fig. 121) 
außerhalb eines Kreijes mehrere gerade Linien nach dem Umkreiſe, fo 
finden folgende Beziehungen Statt: ' 

j. Unter allen, die den Kreis fohneiden und zum Theil zwiichen 
den Umkreis fallen, ift die längfte diejenige (AD), welche durch den 
Mittelpunct geht; die Übrigen werden defto kleiner, , je größere 

Winkel fie mit diefer größten bilden, oder je weiter fie fih vom 

Mittelpuncte entfernen. 

2. Die Heinfte unter denen, die blos His an den Umkreis gehen 

(ganz außerhalb des Kreifes liegen) tft diejenige (AF), deren Ver: 

längerung durd den Mittelpunct geht, und die Übrigen werden 


defto größer, je größere Winkel fie mit diefer kleinſten bilden, - 


oder je weiter fie fihb vom Mittelpunete entfernen. 
3. Beide Gattungen von Linien fiimmen darın überein, daß von 
- demfelben Puncte aus immer nur zwei gezogen werden können, 
— die von gleicher Länge find; diefe liegen auf verfchiedenen Sei: 
ten des Mittelpunctes, find gleichweit von diefem entfernt, oder 
bilden gleihe Winkel mit dem Durchmeffer. 
Eucl. II, 8. 
Für 1und 2. DBorbereitung. Ziehe die Halbmeſſer CG, CQ, 
CB, CP, ferner CO | auf BA und CL | auf GA. 
Beweis. Nah 5 und 43 ift AD > AG. 
Nah 47, CGA>BA 
Mach 43, AQ > AF 
Nah 44, PA > AQ 
| Nah 4, CN > CL 
alfo CO > CL. . 
Fur 3. Worbereitung. Es fei GJE _L auf AD, ziehe EA, CE, 
und CM |} auf EA. 
Beweis. Esift EI=JG (248), daher AE=AG (45), W.EAD 
=DAG, und CM=CI, (46). 


ed 
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Zuf. 1. Unter allen Sehnen, die in einem Kreife gezogen wer: 
den können, ift der Durchmefler die größte. 
Eucl. II, 15. — L. G. II, 2. 
Anmerkung 1. Man kann dieſen Sag auch unmittelbar beweiſen aus 232 und 41. 
Anmerkung 2. Man kann nun die Aufgaben V, 3 und 4 loͤſen. 


Zuf. 2. Die gleihweit vom Mittelpuncte entfernten Schnen 
find gleich. . 
" -Eucl. III, 14. — L. G. I, 8. 

Zuf. 3. Unter allen denkinien, die ganz außerhalb dee Kreifes 
liegen, ift die Tangente die größte, unter denen hingegen, die zum 
Theil innerhalb des Kreifes fallen, tft fie die kleinſte. 

Zuf. 4. Bon einem Puncte außerhalb eines Kreifes laſſen ſich 
. zwei Tangenten (AT, AU) an denfelben ziehen; fie find ſtets von glei: 
cher Größe und die größten unter allen von eben dieſem Puncte nach 
dem Kreife gehenden Geraden, die ganz außerhalb deffelden liegen, 
die Eleinften dagegen unter denen, die zum Theil innerhalb fallen. 

Anmerkung 3. Diefer Sap foll fpäter (259, Zuf. 2) noch auf einem andern We⸗ 

ge besviefen werden. Er läßt fih auch unmittelbar beweijen aus 243, und 25. 
Zuſ. 5. Von einem Puncte außerhalb eines Kreifes laffen fich 
nach demfelben blos zwei Linien ziehen, die von gleicher Länge find. 
Anmerfung 4. Vergleicht man unfern Hauptfag mit dem vorhergehenden, fo ficht 


man leicht, daß beide in der That nur Einen Zehrjag ausmachen, und daß der Unter: 
ſchied nur in der Verſchiedenheit der Tage ned Punctes A beftcht. 


251. Lehrfag. Wenn zwei Sehnen (AD, BE $ia. 123) ſich 
beliebig fehneiden (in F), fo ift itets das Rechteck aus den Segmenten 
(AF, FD) der einen, gleich dem Rechteck aus den Segmenten (BF, 
KE) der ändern. 

Eucl. IT, 85. — L. G. II, 33, uf. 

Erfter Beweis. Aus den Eigenfchaften rechtwinteliger Dreiede 
entlehnt. Bu 

Vorbereitung. Ziehe durch F den Durchmefler NCFG, ferner CN, 
endiih CH. | auf AD. 

Beweis. Aus 243 und 87, Zuf. 4 folgt, daß 


CD, — CH, = DH, — FH, 
NF,FG = AF,ED (5 und8l), und auf eben. 
die Weife laͤßt fich zeigen, daß 
NF.FG = BF,FE. 


Zweiter Beweis. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke. 
Vorbereitung. Ziehe AB, DE. 
Deweis. AABFWV A DEE (244, Zuſ. Di 

Anmerkung 1. Diefer Sag, fo bewiefen, liefert zugleich au einen Beweis unfe- 
red frühern Satzes 204. 

Anmerkung 2. Unfer Sat ift ganz allgemein. Wenn inzwiſchen für die ſich ſchnei⸗ 
denden Sehnen noch befordere Umftände eintreten, fo laſſen fi auch noch befondere Fol⸗ 
gerungen daraus ziehen; 3. DB. wenn beide Sehnen ſich rechtwinkelig ſchneiden und eine 
ein Durchmeſſer ift — ein Fall, der im folgenden Lehrfage und feinen Zufägen näher 
betrachtet werden ſoll z. oder wenn zwar keine ein Durdpmeffer ift, aber fie fi) unter 
rechten Winkeln ſchneiden, welder Fall den Gegenftand unferes &. 2353 ausmacht. 

Zuſ. 1. Bei zwei ſich ſchneidenden Sehnen verhält ſich immer 
das eine Segmentenpaar (AF, BF aus zwei nicht zu derſelben Sehne 
gehörigen Segmenten aebilder) umgekehrt als das andere (FD, FE), 
alfo: AF : BF = FE: FD. 

11 * 


164 Zünftes Buch. Dritter Abſchnitt. 


Anmerkung 3. Bedient man fi Des erften Beweiſes unferes Hauptſatzes, fo leitet 
man diefen Zuſat aus ihm ber durch Hülfe.von 203, Zuf. 3. Zür den zweiten Bemeis 
ift unſer Zufag weniger eine Folgerung aus dem Hauptfage ald der woͤrtliche Ausdruck 
eines Theiles von dem Beweife felbit. 

Zuf. . Damit eine Kreislinie-fih befchreiben laſſe, welche durch 
vier gegebene Puncte (A, B, D, E) hindurchgehe, muͤſſen dieſe eine 
foiche gegenfeitige Lage haben, daß die fie verbindenden Linien fid in 
Segmente theilen, von denen das eine Paar ſich umgekehrt verhält, 
als das andere, oder daß AF : BF = FE: FD. 

Anmerkung 4 Man Fann alfo nicht immer eine SKreislinie beſchreiben, welde 
durch vier gegebene Punste bindurdgeht, während dieß für drei Puncte, fo fern fie 
nur nicht in einer geraden Linie liegen, nad dem, was in 196 gezeigt worden, ftets 
möglich iſt. Man vergleihe auch 232, Zuſ. 4. ' 

252. Lehrfasg. Fällt man aus einem Puncte (B Fig. 124) im 
Umtreife eine Sentrechte (BF) auf einen Durchmeffer, fo ift das Qua⸗ 
drat derfelden gleich dein Rechtecke aus den zugehörigen Abfıhnitten 
(AF, FD) des Durchmeſſers; iſt demnach die mittlere Proportionale 
zwifchen diefen Abſchnitten; alfo: 

BF, = AF,FD und (203, Zuf. 4) 
AF : BF == BF: FD. 

Vorbereitung. Ziehe BA, BD. 

Beweis. Aus 246 und 80. 

Anmerdung 1. Man Tann den Beweis unferes Satzes auch aus 246, und 86 
herleiten. . 

Anmerkung 2. Hierauf beruben die Auflöfungen der Aufgaben: TI, 3, 7, 8, 9, 
46 (3te Auflöſ.), und II, 29. 

Anmerkung 3. Iſt der eine Abſchnitt AF glei dem mfaden des andern FD, aljo 
AF—=m.FD, fo ft BE = m.FD, un BD, = FD, + BF, = FD, 
m. FD, = (m + 1) FD, d.h. das Quadrat der Sehne BD faßt den Flaͤchenraum 
des Quadrate von dem Abſchnitte FD fo vielmal in fih, fo vielmal der Durchmeffer 
AD den andern Abſchnitt AF in ſich ſchließt. 

Zuſ. 1. Dieſelbe Linie (BF), naͤmlich eine Senkrechte auf ei⸗ 
nen Durchmeſſer iſt auch immer ſo beſchaffen, daß ihr Quadrat gleich 
iſt dem Ueberſchuß des Quadrates vom Halbmeſſer uͤber das Quadrat 
des Stuͤcks vom Durchmeſſer, das zwiſchen dem Mittelpuncte und der 
Senkrechten ſelbſt enthalten if. — Entweder aus dem Hauptſatze 
und 85, oder unmittelbar aus 87, Zuf. 2. 

Zuſ. 2. Der Hauptfaß fowohl als der vorhergehende Zufag lafs 
fen ſich umkehren. Iſt nämlich eine krumme Linie ABD fo befchaffen, 
daß für jeden beliebigen Punct derfelben ift BF, = AF,FD oder = 
BC,—CF,, fo ift diefe Linie der Umfang eines Kreifes, deſſen Durch: 
mefler AD if. 

Pappus mathem. 8. VII, 168. 

Anmerfung 4. Diefer Bufag bietet uns das dar, was die Geometer neuerer Zeit 
Gleihungd ed Kreifes nennen. Die Linie (AD), deren Lage gegeben ift, führt 
den Namen Axez der Punct A, oder C, von welchem aus man die Stüde AF oder 
CF, welde Abfciffen beißen, nimmt oder abſchneidet, ift der Anfangspunct 
der Abfciffenz die Linien BF nennt man Ordinaten. 

. Die krumme Linie ift beftimmt, fobald man die Beziehung Fennt, die. zwifchen 
je zwei zufammengehörigen Abfciffen und Ordinaten Statt findet. 

Zür den Kreis wird die Beziehung auögedrüdt durch 

BF, = AFıFD oder 
bezeichnet fo BF mit FD mit 2 AD mt oe d erwägt 
ezeichnet man alfo BF mit y; mit x, mit 2a, und erwägt was wir frü 
209, uf. 5 und Anmerk. 5 erinnert haben, fo ift s iv früher 
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| j en Cie x — 2 ax — x? 
Bie Gleichung, welche die Natur und Eigenthümlichkeit des Kreiſes darſtellt. Sie vers 
wandelt ſich, wenn man die Abſciſſen nicht vom Endpuncte des Durchmeſſers fondern vom 
Mittelpuncte aus nimmt, in | 
| P=a—nt=(atr)a—n) 

Anmerkung 5. Wir haben oben in 203, Zuf. 1, Anm. 2-angegeben,, was die 
Alten unter ebenen Dertern oder ebenen Aufgaben verftanden, diejenigen näm⸗ 
li , in denen die geſuchte Zahl ſowohl in-.der zweiten Potenz, als auch durdy eine an- 
dere., aber befannte, Zahl multiplicirt erſcheint; und es ift unfer Say, durch welchen 
fie diefelben geometriſch auflöften., Alle Probleme diefer Art, oder,. wie die Geometer 


” fie jest ausdruͤcken, alle Gleichungen des zweiten Grades Fünnen:unf eine biefer- beiden 


Zormen gebracht werden : 
I,x? + ax = b?..- U, x? tax — — b®, 

Erfter Fall. Nimm (Zig. 125) GC = } a,-erriäte darauf ſenkrecht GI = b, 
und beſchreibe mit CI als Halbmeffer aus C einen Kreis, welcher die verlängerte CH in 
den Puncten D und F fchneidet. Alsdann ift DG die Zählx,. melde der Gleichung 
x? 4 ax = be, GF dagegen der Werth für x, weldyer der. Gleichung x — ax — b? 
Genüge leiftet, oder diefe Gleichung auflöft. 

Denn nimmt man HF =.DG, fo it DG = HF = GF — GH = GEF — a, 


und DF=a-2DG, alo GF=a-&DG 


Mit Berüdfihtigung von 203, uf. 5, haben wir 
— 2 2 . — 
BE =b = D6.CF=D6E a + DC) = a... DE + DE" 
d. i. »2 + ax = b? und 
TE — p =DC.CF =GE(GE—- J=GCF — a. 6CE 


d. i. x? — ax = b?, 


Zweiter Fall. Nimm (%ig. 126) AC — 35 befärelde ans C mit CA als Halb⸗ 
meffer den Kreis ADB; errihte AE = b fenfredt auf BA, ziehe ED | AB und DEF 


auf AB; alsdann ft B= — #,DF=EA= b, alfo F - 5 _Mr 


vo? — b?, woraus folgt 
1) — Va? — b? = BF #5, mithin 
p _p°— 22 4a. BF + BF, ober 
BF" + a.BF = — b? 
BF ftellt demnach den Werth für x dar, welder die Gleichung 
x? + ax — — b? 
auflöſt. 


DAF=AC—F=3 Ver pe 
af VR— =: — An, , 
und 2 _p— 3” —a.AF+AF- 


oder ÄAF — a. AF= —b2 

AF vrüdt alfo den. Werth für x: aus, welcher der Gleichung 
x2 — ax—= — b2 

Genüge leiftet, . 

Man fieht alfo, daß zur Auflöſung der quadratiſchen Gleichungen durch Hülfe der 
Geometrie nichts weiter erfordert wird, als daß eine Linie eine Zahl z darftele und eine 
zweite die Wurzel b aus einer b?, die man als ein Quadrat, es fei nun commenfura- 
bel, oder incommenfurabel, betrachtet. Es fällt aber von felbft in die Augen, daß das 
erftere ftetö möglich fei, und nicyt minder das zweite, wenn 5? eine wirflihe Quadrat 
zahl iſt. Findet letzteres nicht Statt, fo kann man b? als ein Produkt aus zwei Zah⸗ 
(en m und I betrachten, von denen eine nöthigenfals als Einheit angefehen werden ann, 
diefe Zahlen m und J koͤnnen durch Linien dargeſtellt werden ; die mittlere Proportionale 
zwifchen ihnen ift die geſuchte Zinie b. 

353. Lehrſatz. Schneiden fidy zwei Sehnen (AD, BE Fig. 127) 


166 Fünfte Bud. Dritter Abſchnitt. 


rechtwinkelig, fo ift die Summe der Quadrate ihrer Segmente. (AF, 
BF, DE, EF) gleidy dem Quadrate des Durchmeflers. 
"Anmerkung. Der Beweis diefes Satzes läßt ſich auf verſchiedene Weife führen. 
MWorbereitung. Es fei der Mittelpunct C; ziehe den Durchmef⸗ 
fer BCJ, dann BD, BE, BA, AJ, JD. 
Erſter Beweis. AK: BF FE: DE (251) 
AF, : BE, = FE, : DE, (155, Buf. 1) 


AR, hBE HEN, „Dr, : EE at ED, BE, + FDg: FD, (120), 


abet FE, - ED, = Di, Big + FD, — 
und, weil A DEE ev A 230 (196) 
DE, = ED, : DE, €. 

Zweiter Beweis, Dur Haͤf⸗ des Pythagoraͤiſchen Lehrſahes. 
Man ziehe dann die Huͤlfslinien CB, CD, CE, CA und die Senk⸗ 
rechten CL, CM, wende dann ©. 87 auf die Dreiecke BCL, ECL, ACM 
und MCD an, um Werthe für die Quadrate von BC, CD, CE, CA 
zu erhalten; deren Summe it = 4 BC, = Bla; die Summe ihrer 
Werthe nad) 87 und 75 entwickelt giebt 

- AR, + Be, + FE, + FD. 

Dritter Beweis. Da ®. BAD + ABE gleich einem Rechten, 
alſo die Bogen Ak und BD zuſammen den halben Umkreis bilden 
(244, Zuf, 3}, und eben fo aud) die Bogen Ab und ED, fo it AA= 
ED; aber BJ, = BA, + Al, = Ba, + Ei, | Ä 


Aumerkung 1. Diefer dritte Beweis ift der hürzefte und einfadfe, 
Anmerkung 2. Dieſer Sag ift der 11te in der Ardhimzdeifhen Schrift: „Lem- 


wata.‘* 

951. Lehrſatz. Die Quadrate der Sehnen (AB, AE Fig. 124), 
weiche von dem Endpuncte eines Durchmeſſers auslaufen, verhalten ſich 
wie die Segmente (AF, AP) des Durchmeſſers, welche durch die aus 
den Endpuncten der Sehnen nad ihm gezogenen Senkrechten (BF, 
EP) abgefchnitten werden. 


Viviani divinatio de locis sulidis pr. 9. 
Beweis. Aus 246 und 89. 
Zuf. AB, : Bl, = Al: ID. | 
Anmerfung * Diefe Eigenfhaft des Kreiſes giebt ein leichtes Mittel an die Hand, 
zwei Quadrate zu een die ſich wie zmei gegebene Linien zu einander verhalten. 
Te z. B. AF=1FD, fo ift au AB— IBDq. 
Siehe Papp. “coll. mathem. V, 3 und vi, 6. 


Anmerkung 2. Hierdurch ift man nun aud in den Stand gefegt, den Zufag zur 
ersten Aufg. des ten Buches aufzulöfen. 


255. Lehrfag. Zieht man aus den Endpuncten A und B 
(Fig. 132) eines Durameffers nad) zwei oder mehrern Puncten (D, 
E) im Umtreife gerade Linien, fo find fietd die Quadratfummen der 
nad) demfelben Puncte gezogenen Linien unter einander gleich. 

Daffelbe finder auch noch dann Statt, wenn es nicht die Ends 


puncte felbft des Durchmeſſers, fondern gleich weit von diefen ents 


fernte (J, K) find, von denen aus man die Linien zieht. 
Simpson Elem. of Geom. IIT, 20. ' 
Beweis. Für den erften Theil leicht. Für den zweiten ziebe 
DO und EP .| auf AB. Alsdann iſt: 


DI, = AD, — Al, — 2 AO], 
DK, — BD, — BK, — 2 BK,Kof (90) 
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alfo DJ ‚tr DK= AD, + BD, —AJ,— BK, — 2 AJ JO — 2 BK,KO 
AB, — 2 "Al,(al, + Jo + KO) 
— AB, — 2 AJ,AK 
Auf gleihe Weife: 
El, + EK, = AB, — 2 BK.BJ ꝛec. 

256. Ledrfag. "Zieht man von einem Puncte (F Fig. 128) 
außerhalb eines Kreifes gerade Linien (FA, FE) nach dem Umtreife, 
welche verlängert den Kreis fchneiden, fo find die Rechtecke, die man 
einzeln aus den ganzen verlängerten Linien (FE, FA) und ihren aus 
ßerhalb des Kreifes liegenden Segmenten (FB, FD) bilder, alfo die 


Rechtecke FA,FD und FE,FB unter einander gleichflächig. 


L. G. III, 29. 

Erfter Beweis. Aus den Eigenfhaften rechtwinkeliger Dreiede. 

Vorbereitung. Ziehe die Halbmeller CA, CE, die Sentrechten 
CM auf AD, und CQ auf BE, und den Durchmeſſer FCN. 

Beweis. Sin den rechtwinteligen Dreiecken CFQ, CEQ, CFM, 
und CAM ift (87, Zuf. 4). FQ, — QEg = FM, — MA, woraus 
unfer Saß durch Anwentung von S. 81 und ©. ads hergeleitet wird. 

Zweiter Beweis. Durch Huͤlfe der ähnlichen Dreiede, 

Vorbereitung. Ziehe EA, BD. 

"Beweis. AAFE WA BED, denn W. FBD — FAE (244, 
Zuf. 3) ıc. alfo FA:FE=FB:FD * 

Anmerfung 1. Man fieht deutlich, daß unfer Sag einer und derfelbe mit dem frü- 
bern S. 251 ift, und daß man beide allgemeiner fo ausbrüden kann: Zieht man zwei 
Gerade , die ſich innerhalb oder außerhalb des Kreifes fehneiden, fo find die Rechtecke, 
die man aus denjenigen Segmenten einer jeden derfelben bildet, welche zwiſchen dem ges 
meinſchaftlichen Durchſchnittspuncte und den Durdfenittspuncten mit dem Umkreiſe ent- 
halten find, fets gleichflaͤchig. 

Zuſ. 1. Die Schneidenden werden durch den Umkreis im umge: 
kehrten Verhättniffe gefchnitten, fo den ift | 

AF: EF=BF:DF. . 

Anmerkung 2. Zür den erften Beweis folgt diefer unfer Zufag aus dem Hauptfage 
in Berbindung mit 202, Zuſ. 55 für den zweiten Beweis ift es weniger ein Folgefag 
aus dem Hanptfage, als der Ausdrud in Worten von einem Sheile des Beweifes felbit. 


Zuf. 2. Iſt der äußere Abfchnitt (BF) der einen Linie (EF) die 
mittlere Proportionale zwifchen den beiden Abfchnitten (DE, DA) eis 


ner andern (FA), fo ift auch ſtets der aͤußere Abfchnitt (FA) dieſer 


letztern die mittlere Proportionale zwiſchen den Abſchnitten der erſtern. 
Denn DF : BF— BF : AD (Vorausſetzung) 
DF: BF = FE: FA (Hauptijaß) 
alfo au) BF: FE = AD: FA 
FE — BF: RBF FA — AD: AD 
EB : BF = DF : AD 
EB : DE = BF: AD. 
alſo EB: DE = DE: BF. | 
Vieta Opp. p 
Zuf. 3. Dgerben (Big. 199) die beiden Linien 0 gezogen, daß 
der Äußere Abfchnite der einen fich zu ihrem innern verhält, wie der 
innere der zweiten zum äußern derfeiben, fo find die aͤußern Abſchnitte 
der eriten und zweiten zwei mittlere Proportionaten zwifchen den in: 
nern Abfchnitten der zweiten und erften. 
Deweis. Aus 153 und dem Hauptfage. 


. 
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Anmerfung 3. Könnte man alfo in einem Kreife zwei Linien fo ziehen, daß KD 
:AK = AP: HP, fo würde die Aufgabe, zwei mittlere Proportionalen zu finden, 
geometriſch gelöft fein. Allein ftreng geometrifdy dieß auszuführen iſt unmoͤglich; aber 
vereinfadhen Tat y die Sache auf folgende Weile: Wan befchreibe (Fig. 129) mit der 
größern der beiden gegebenen Linien als Durchmeffer einen Kreis; trage in ihn die 
Fleinere ald Sehne (HP), verlängere diefelbe fo, daß HL = HP, ziehe alödann LC 
und JPY LC, und endlid dur den Mittelpunct C die ginie DCKA fo, daß AG = 
CK pird, fo it PH : AP=AP:AK= AK: 
Denn AL: A — AC: AG 
AL + AP: AC + AG = AL — AP: AC— AG — AP: AG 
2AH:AD=2PH:CG = AP: AG 
‚ AH: Fre AK = AP:KDi««., 

Vieta Opp. p. 2 

Zuf. 4. Een der Winkel ABC (Fig. 130) ein Rechter ift, und 
man vollendet das Rechteck ABCD, verlängert DA und DC und zieht 
dur B die GBOF fo, daß BG—FO (alfo auch OG==BF), fo find AF 
und GC zwei mittlere Proportionalen zwifchen AB und BC. 

Denn: FD,AF = BF,FO = 06,BG = DG,GC, alfo 

DG : FD = AF : GC, aber 
DG : FD.= AB: AF' (196), mithin 
AB: AF=AF: GC. 
Ferner DG — AB : DG = FD — AF : : FD 
GC: BE =DG: FD=AF:GCı«. 

Anmerfung 4. Philo von Byzanz bediente ſich dieſes Sages zur Auffindung zweier 
mittlern Proportionalen, Siebe Tacquet zu Eucl. VI, 

257. Lehrfas. Wenn ein Durchmeffer (GCD $ig. 131) einer 
den Kreis Schneidenden (ABD) fo begegnet (in D), daß das außer» 
halb des Kreifes liegende Stück (BD) der leßtern gleich ift dem Halb⸗ 
mefler des Kreifes, fo ift der eine CAG) der beiden Bogen, welche 
zwifchen diefen- Linien liegen, das Dreifache des andern (BF). 

Archimedes, Lemma 8. 

Beweis. Ziehe GE || AB, und die Halbmeffer CE, CB, fo ift: 
W. BDC—=BCD—=CGE==CEG,. aber W. PCEM2 CGE—= 2BCEF, 
daher W. GCA—=BCE=DCE + BCF ꝛc. 

Anmerkung. Koͤnnte man für einen gegebenen Bogen AG aus einem feiner End⸗ 
puncte einen Durchmeffer und aus dem andern eine Sehne fo ziehen, daß der Theil der 
Berlängerung der Sehne, welcher von dem verlängerten Durchmeffer abgeſchnitten wird, 
glei dem Radius des Kreiſes wäre, fo hätte man die berühmte Aufgabe , einen gege- 
benen Bogen oder Winkel in drei gleiche Theile zu theilen, gelöſt. 

258. Le her ſatz. Nimmt man auf dem Halbmeffer (CH $ig. 155) 
eines Kreifes einen Punct (I) und auf deffen Verlängerung einen zweis 
ten (A) fo, daß der Halbmefler die mittlere Proportionale zwifchen 
den Entfernungen (CJ, CA) diefer Puncte vom WMittelpuncte ift, und 
zieht ferner aus dem Puncte (A) auf der Verlängerung eine beliebige 
Schneidende (AG) nach dem Kreife, fo ift ſtets: 

:GA = HJ: HA = gJ : gA. 

L. G. III, 34. 


Vorbereitung. Ziehe CG, Cg. 

Beweis. CJ : CH — CH: CA 
CI: CG = (CG: CA 
A CIG mv A CGA 
GJ :GA=CJ: CH , 
Cl’: cH=cCH— Cl: CA — CH = HJ: HA 
GJ : GA = HJ: HA. . 





————— — —— 


Bon den Linien, die ſich innerhalb des Kreiſes ſchneiden, ıc. 169 


259. Lehrſatz. Zieht man von einem beliebigen Puncte CF 
Fig. 128) außerhalb eines Kreifes eine Tangente (FI) und eine ber 
liedige Schneidende (FA) nach dem Kreife, fo ift das Quadrat der 
Tangente gleich dem Rechtecke aus der ganzen Schneidenden und ih: 
rem äußern Abfchnitte; und umgekehrt. 

Eucl. III, 36, 37°. — L. G. III, 30. 

Anmerkung 1. .Wir Fönnen diefen Sag ald einen unmittelbaren Folgeſatz aus 
&. 256 betrachten; denn wird die Schneidende FE zur Tangente, fo fallen offenbar B 
und E zufammen, und zwar beide auf T, e& wird alfo FE = FB FT, und daher 
FE,FB=FT,. Andere, wie z. B. Guclides leiten aus diefem unfern Sage als Haupt: 
ſatz den genannten &. 256 als Zuſatz ber, und dann wird fein Beweis durd Hülfe 
der Eigenſchaften entweder rechtwinkeliger oder ähnlicher Dreiecke geführt. 

Anmerkung 2. Hierauf gründet fi) die Auflöfung der Aufgabe I, 115 und auf 
der Beweis für die erjte Auflöfung der Aufgabe II, 11. 

Zuſ. 1. Die Tangente ift die mittlere Proportionale zwifchen 
der Schneidenden und dem außerhalb des Kreifes liegenden Abfchnitte 
derfelben. 

Beweis. Aus 202, Zuf. 6. 

Zuf. 2. Die zwei Tangenten, die man von einem Puncte aus 
ßerhalb nach einem Kreife ziehen kann, find von gleicher Länge. 

Anmerkung 3. Wir hatten dieß ſchon rüber in 250, Zuſ. 4 erwiefen. 

260. Lehrſatz. Verbinder man die Berührungspuncte (T, J) 
zweier von einem Puncte CF) aus an einen Kreis gezogener Tangen⸗ 
ten durch eine Gerade (TI) und zieht von eben jenem Puncte außer» 
halb eine beliebige Schneidende (FE), die dem Umtreife in B und 
der Berührungsfehne inO begegnet, fo wird fie in eben diefen beiden 
Puncten harmoniſch getheitt. Fig. 128. 

Krafft geom. sublim. $.7 

Beweis. Es fei EN 1 auf TI, und gehe alfo durch den Mit 


telpunct C, ſo iſt 
FJ, = FO, + 0), — 2 0J,0P (90) 
— FO, 03.03 — 2 OP) 
— FO, 0J,(JP — OP) 
—= FO, 4 OJ(TP — OP) 
= Fo" + 01,0T 
+ 


FE,FB = FO OB,OE (259 und 251) 
BF, -+ BF,BE = BF, + 2BF ‚BO-+BO,-+BO, OE (75 und 76) 
BF. BE = BF" ‚BO + BO,EF 
BF,EO -+ BF,BO = BF,BO + BO,EF 
BF.EO — BO,EF 
BF : EF = BO: EO 
BF: EF=FO— BF: EF — FO 
alfo (174) BF, FO, EF in harmanifcher Proportion. 


alſo 


170 Zünftes Bud. Bierter Abfanitt. 


Vierter Abfchnitt. 
Bon Kreifen, weldye ſich entweder berühren oder fchneiden. 





361. Lehrſatzz. Kreife, .die ſich entweder fchneiden oder be: 
rühren, haben nie einen gemeinfchaftlichen Mittelpunet. 

Eucl. III, 5, 6. Ze 

Allgemeine Anmerkung. Dieſem ſowohl als den drei folgenden Sägen liegt die An⸗ 
nahme zum Grunde, daß ſich berührende oder ſchneidende Kreife fo viel Puncte mit ein⸗ 
ander gemein haben, ald Berührungd= oder Durchſchnittspuncte zwifchen ihnen vorban- 
den find, daß mithin die Linien, die man aus diefen Puncten nad dem Mittelpuncte 
jedes Kreiſes zieht, unter einander gleid find, 

Beweis. Berühren die Kreife einander von außen (Fig. 135), 
fo leuchtet die Richtigkeit unferer Behauptung von felbft ein, weil 
dann jeder Kreis ganz außerhalb des andern fällt. Schneiden ſich 
die beiden Kreife (Fig. 133) oder berühren fie fi von innen (Fig. 134), 
fo wird der Beweis leicht indirect geführt, indem die Annahme dee 
Gegentheils auf die Ungercimtheit CE — CA=CB führen würde. 

262. Lehrſatz. Wenn zwei Kreife fi von innen oder von 
augen berühren, fo acht die ihre beiden Mittelpuncte verbindende Ges 
trade ſtets dur den Beruͤhrungspunct. \ 

Eucl. II, 11, 12- . 

Beweis. Für beide Fälle indirect. Denn könnte im erflern 
Falle (Fig. 134) der Mittelpuner I des Kreifes ADE außerhalb der 
Geraden FA liegen, fo ließe ſich durch Hülfe von ©. 43 leicht zeigen, 
daß auch die Ungereimtheit DF >>BF wahr fein müßte. Auf ähnlis 
che Weife könnte man im zweiten Falle (Fig. 135) darthun, dag wenn 
die Linie cf die beiden Mittelpuncte verbände, ohne durch den Beruͤh⸗ 
rungepunct zu gehen, cD 4 fB > cf fein muͤßte, was offenbar un: 
möglich iſt. | 

Anmerfung. Man Fann nun die Aufgaben V, 17, 18, 19 auflöfen. 

263. Lehrſatz. Ein Kreis berührt einen andern nur in einem 
einzigen Puncte. 

Eucl. III, 13. j 

Beweis. Indirect. Wären, wenn beide Kreife ſich von innen 
berührten, A-und B zwei Berührungspuncte, F und C aber die bei: 
den Mittelpuncte, fo wäre FB — FC +4 CB, im Widerſpruche mit 
S. 43, und auf ähnliche Weife für die Berührung von außen. 

Anmerkung. Man fieht, daß zwei Kreife fih berühren, wenn ihre Mittelpuncte 
um die algebraifhe Summe ihrer Halbmeffer von einander entfernt find, und zwar von 
außen, wenn diefe Entfernung gleidy der wirfliden Summe, und von innen, wenn fie 
dem Unterſchiede der Halbmeffer gleich ift. 

L. G. II, 13, 14. - . 

254. Lehrſatz. Wenn zwei Kreife fich fchneiden, fo find der 
Durchſchnittspuncte allezeit zwei und von folder Lage, daß die fie vers 
bindende Gerade fenkrecht auf der Are, d. h. der geraden Linie ſteht, 
welche die Mittelpuncte beider Kreife verbindet, und durch diefe hal» 
birt wird, aber mehr als zwei Durchfchnittspunete kann es nie geben. 

Eucl. III, 10. — L. G. II, 11. 

Beweis. Erfter Theil. Hätten die beiden Kreife nur einen 
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Punct mit einander gemein, fo würden fie ſich blos berühren; da fie 


fich aber fchneiden, fo muͤſſen es alfo wenigftene zwei Puncte fein, 
die beiden gemeinfchaftlich find. 

Diefe Puncte können nicht auf derfelben Seite der Are (CDG 
Fig. 137) liegen, weil fonft ein Widerfpruch mit 249 entſtehen wär: 
de; fie liegen alfo auf verfehiedenen Seiten diefer Are und ihre Ver; 
bindende wird durch diefe unter rechten Winkeln halbirt, nach 51, 


uf. 4. 


Zweiter Theil, Indirect. Beide Kreiſe haͤtten dann einen ges 
meinfhaftlichen Mittelpunct, was (261) unmoͤglich ift. 

Anmerfung. Ein flühtiger Bli auf die Figur lehrt, 

1) daß die Entfernung der Mittelpuncte unſrer beiden Kreife fleiner ift ald die Summe 
ihrer Halbmeffer, CH, DG aber 
2) größer als der uͤnterſchied derſelben. 
a beiven Beziehungen finden, wenn Kreife ſich ſchneiden, allezeit Statt, 
12. 

265. g chrfag. Wenn zwei Kreife fih von innen oder außen 
(Sig. 134 und 135) berühren, und man zieht durd den Beruͤhrungs⸗ 
punct (A) eine ®erade (LAM), welche beide Kreife ſchneidet, fo find 
beide Centriwinkel (AFM, ACL), welche die nad) dem Berührungs» 
puncte und den Durdfchnittspuncten (L, M) gezogenen Halbmeſſer mit 
einander bilden, von gleicher Dröde 

Papp. Coll. math. lemma 4 ad prop. 

Vorbereitung. Man verbinde bie Mittelpuncte durch die Gerade 
FC, welche (nöthigenfallg verlängert) durch den Beruͤhrungspunct 
geht (262). 

Beweis. A ACLwv A AFM ꝛc. 

_ Xumerkung. Es fol jpäter (316, 3.2) gezeigt werden, daß wenn Winfel ACL = 
AFM ift, die Bogen AL und ABM daffelbe Berhältniß zu den Umfreifen haben, von denen 
fie Theile ausmachen d. b. daß fie ähnliche Bogen find. Daher lautet unfer Sus bei Pap⸗ 
pus alſo: „Berühren ſich zwei Kreiſe von innen oder außen, ſo ſchneidet jede durch den 
Berührungspunct gehende Gerade (bei hinreichender Verlängerung) ähnliche Bogen von 
den Umkreiſen ab.“ 
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Einleitung. 


266. Erklärung. Man fagt eine Figur ftehe in einer andern, 
oder fei in leßtere befchrieben, wenn ihre Ecken auf den Seiten diefer 
zweiten Figur liegen. | \ 

Demgemäß nennt man eine Figur eine im Kreife ftehende oder 
in den Kreis befchriebene, wenn ihre Ecken im Umfange des Kreifes 
liegen. Ein Kreis heißt in eine Figur befchrieben, wenn fein Um⸗ 
fang alle Seiten derſelben berührt. 

Eucl. IV, Erkl. 1, 3, 5. 

Anmerkung. Dem zufolge, was wir oben (116) bewieſen haben, kann man in 
jedes regelmäßige Vieleck (Fig. 82) ſo viel andere ähnliche Vielecke beſchreiben, als man 
will, die aber alle von verſchiedener Größe ſind. Da es gleichwohl nöthig iſt, wenn 
man allgemein von Vielecken ſpricht, die in Vielecke beſchrieben ſind, an ſolche dabei 
zu denken, die eine beſtimmte Größe haben, und dieſer Fall, wie wir aus 222, Zuſ. 
wiſſen, dann eintritt, wenn die Ecken E, F, G, J, L mit den Halbirungspuncten der 
Seiten AD, DC, CB, BQ, QA zufammenfallen, jo Fann man ein ſolches Vieleck vor: 
zugsweiſe das in ein anderes befhriebene nennen. Siehe 282. 

267. Erklärung. Eine Figur heißt um eine andere befchries 
ben, wenn alle ihre Seiten durch die Ecken der letztern hindurch⸗ 
geben. Ä 
. Ein Kreis ift daher um eine Figur befchrieben, wenn die Kreis» 
linie durch deren Ecken geht... 

Eine Figur ift dagegen um einen Kreis befchrieben, wenn alle 
ihre Seiten den Kreis berühren. | 

Eucl.: IV, Erkl. 2, 4, 6. 

Anmerkung 1. Wir werden in 283, Zuſ. 2 fehen, wie ein regelmäßiges Vieleck 
um ein regelmäßiges bejhrieben wird. ' 

Anmerkung 2. Zuweilen werden wir der Kürze halber anftatt Bielede in und um 
den Kreis blos jagen das Vieleck in und das Bieled um; (oder auh innere und 
äußere Bielede, Ueberſ.) 


268. Erklärung Wenn ein regelmäßiges Vieleck in oder 
um einen Kreis befchrieben ift, und eben fo ein zweites von doppelt 
fo großer Seitenzahl, fo wollen wir jenes das frühere, diefes das 
fpätere Miele nennen, 

269. Srundfag. Ein Vieleck kann weder in noch um ein ans 
deres befchrieben werden, wenn nicht beide gleich viel Seiten haben. 
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Allgemeine Eigenfchaften der in und um den Kreis befchrie- 
| | | benen Vielecke. 





270. Lehrſatz. Keine Figur (Figg. 141, 139) kann in einen 
Kreis befchrieben werden, wenn nicht innerhalb oder außerhalb der: 
ſelben fih ein Punct (C) von ſolcher Befhaffenheit findet, dag alle 
Linien, die man von ihm nad) den Eden der Figur zieht, alle unter 
einander gleich find. 

Ehen fo wenig kann eine Figur um einen Kreis befchrieben wer: 
den, wenn nicht innerhalb derfelben ein Punct (C Fig. 139) ſich fin: 
det, der fo befchaffen ift, daß alle Senkrechten, von ihm auf die Sei» 
ten gezogen, von gleicher Länge find. 

- Beweis. Erfter Theil. Aus der Befchaffenheit des Kreifes 
und 266. | 

Zweiter Theil. Aus 267 und 243. 

271. Lehrſatz. Keine Figur läßt fich um einen Kreis befchreis 
ben, wenn nicht, bei gerader Seitenzahl, die Summe der erften, 
dritten, fünften 2c. Seite, fo groß ift als die Summe der zweiten, 
vierten, fechften zc.,. und, bei ungerader Seitenzahl, die Summe der 
erften,, dritten, fünften zc., gleich der Summe der zweiten, vierten, 
fechften ıc., wenn man dieſe leßtere Summe noch vermehrt um die 
doppelte Länge des Stücks der letzten Seite, welches zwifchen der ers 
ften und dem Berährungspunete liegt. 

Pitot Mem. de Y’Acad. de Paris. A. 1725 p- 45. 

Beweis. Aus 267, und 205, Zuf. 4. Ä 

Zuf. Ein Parallelogramm läßt fih alfo nur dann um einen Kreis 
befchreiden, wenn es gleichfeitig iſt. 

272. Lehrſatz. Es giebt kein Dreieck, welches nicht in und 
um einen Kreis befchrichen werden könnte, und mithin auch feines 
um und in welches fi nicht ein Kreis befchreiben ließe. u 

Beweis. Erfter Theil. Die Möglichkeit, unter allen Umftäns 
"den ein Dreied in einen Kreis, und umgekehrt einen Kreis um ein 
Dreieck zu befchreiden,, ift aus 241 einleuchtend. 

Zweiter Theil. Befchreiben eines Dreiecks um den Kreis. 

Vorbereitung. Es mögen ſich die Linien BC und CD (Fig. 139), 
welche die Winkel ABD und ADB halbiren, ſich in C fchneiden; ziche 
CA, und die Senkrechten CJ, CK, CL, fo ift zu beweifen (270), daß 
CI = CK = Cl. 

Beweis. Aus A6. 

Anmerkung 1. Borbereitung und Beweis des zweiten Theild unferes Satzes Ich: 
ren uns folgende Eigenſchaften der Dreiede Fennen : 

Zuſ. 1. Die wintelhalbirenden Linien eines Dreiecks haben ins 
nerhalb deſſelben einen gemeinfchaftlichen Ducchfchnittspunct, der gleich 
weit von den Seiten entfernt if. 

L. C. $. 502. 


- An “ 


u Bene ——— 


— — — — - — — 2— 
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Anmerkung 2. Das Dreieck iſt die einzige Figur, in und um welche in allen Faͤl— 
ion ein Kreis * beſchreiben laͤßt, und welches jederzeit ſowohl in als um einen Kreis 


beſchrieben werben kann. Ba 
Anmerkung 3. Man ann nun die Aufgaben VI, 2, 4 auflöfen. 


Zuf. Der Inhalt eines Dreiecks wird dargeftellt durch das 
Produkt aus feinem Umfange in den halben Radius des eingefchries 
benen Kreifes. 

L. G. II ‚32 Anmerk. 

Beweis. Aus der Betrachtung der Dreiecke ACD, ACB, BCD, 
auf welche man 203, Zuf. 6 anwendet. | 

Zuf. 3. Halbirt eine Linie (AC) einen Winkel (BAD), fo kann 
jeder Punct auf ihr Mittelpunct eines Kreifes werden, der die beiden 
Schenkel berührt. Der Halbmeſſer deffelben ift die Senkrechte, die 
man aus dem angenommenen Puncte auf einen der Schenkel fällt. 


Die Stuͤcke der Schenkel zwifhen den Berährungspuncten und dem 


Scheitel find von gleicher Länge. 


273. Lehrfag. Sit ein Dreieck (ABD Sig. 127) in einen Kreis 
bejchrieben, fo ift das Rechteck aus zwei feiner Seiten (AB, BD) gleich: 
flähig mit dem Rechtecke aus dem zur dritten Seite (AD) gehörigen 
Höhenperpenditel CBF) und dem Durchmeſſer des Kreifes. — 

L. G. III, 32. 

Beweis. AABIW ABEND. 

Zuf. 1. Der Ftächeninhalt eines Dreiecke wird dargeftellt durch 
das Produkt feiner drei Seiten, dividirt durch den doppelten Durchs 
mefler des umichriebenen Kreifes. 

Beweis. Aus dem Hauptfaße und 203, Zuf. 6. 

L. G. II, 32, 3uf. 

Zuſ. . Wenn verfchiedene Dreiede in denfelben oder in gleis 
he Rreife befchrieben werden, fo verhalten fi ihre Flächenräume, 
wie die Produkte aus ihren Seiten. 

Anmerfung. Die beiden, in dem erften Zufage dicfes und dem zweiten Zufate des 
vorhergehenden Hauptfages mitgethrilten Ausdrüde für den Flaͤcheninhalt eines Dreiecks, 
wie fehr fie au von den frühern Austrüden in 203, Zuſ. 6, und 84, Zuſ. 1 ſchein⸗ 
bar verfchieden find, find dennoch unmittelbar auf dicfe gegründet. Wir wollen ſpäter 
(399 und 400) noch zwei andere Ausdrüde für den Inhalt eines Dreiecks angeben. Alle 
diefe Ausdrüde fommen bei vielen Unterfuhungen fehr zu Statten. 

274. Lehrſatz. Nicht alle unregelmäßigen, aber wohl alle res 
gelmäßigen Vielecke laffen fich in und um den Kreis befchreiben. 

L. €. $. 530. 

Beweis. Erfter Theil. Aus 270 und 271. 

Zweiter Theil. Aus 270, 271 und 107. 

Anmerfung 1. Die beiden erften Säge Diefes Buches, verbunden mit 108, zeigen 
deutlich genug, wie man verfahren müffe, um einen Kreis in oder um ein gegebene: 
regelmäßiges Vieleck zu beſchreiben. Man Fann daher die Aufgaben VII, 13, 14 auf: 
löfen. ’ ‚ 
Anmerkung 2. Wir fpreden bier und in den folgenden Sägen von 277 an von 


- regelmäßigen Bieleden, die in und um den Kreis beſchrieben find. Doch bemerft Gla= 


vius (zu Eucl. IV, 16) mit Recht, daß zwar ein in den Kreis befihrictenes gleichfei= 
tiged Vieleck ftet3 auch gleihwinfelig und mithin regeimäßig fein müffe, aber nicht fo 
ein umfchriebenes Viele ; bei ihm hat die Gleichheit der Seiten nur dann zur nothwen⸗ 
digen Folge Gleichheit der Winfel, wenn entweder die Seitenzahl ungerade, oder, falls 
fie gerade ift, wenn zwei an derfeiben Seite anliegende Winkel gleich find, oder allge= 
mein zwei folde Winfel, von denen, wenn man den eimen ald den erften bezeichnet, der 
andere eine gerade Stellenzahl erhält, alfo der Ate, oder 6te zc. ift. Glavins bemerkt 


— * 


— — — — — 


— 


— ·— — — *** 
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ferner, daß ein gleichwinkeliges Vieleck zwar ſtets gleichſeitig ſein müſſe, wenn es um 
den Kreis, aber nit, wenn eö in denfelben beſchrieben fei; fondern im legtern Zalle 
nur dann, wenn entweder dir Seitenzahl ungerade oder bei gerader Seitenzahl entweder 
zwei an einander gränzende Seiten gleidy feien, oder allgemeiner zwei ſolche, von denen, 
wenn die eine er erite betrachtet werde, die andere als vierte, ſechſte ec. erſcheint. 
275. Lehrſatz. In ‚allen Kreisvierecken d. h. in allen Viere⸗ 


Een (ABCD Fig. 140), die in den Kreis beſchrieben find, beträgt die 


Summe zweier Gegenwintel (ABC und ADC; BAD und BED) zwei 


Rechte. 
Eucl. III, 22. 
Beweis. Aus 944, auf. 2. 


Anmerkung. Es kann alſo Fein Viereck in den Kreis befehrieben werden, welches 


. nit diefe Eigenſchaft befistz alfo Fein ſchiefwinkeliges Parallelogramm. 


276. Lehrſatz. In allen dem Kreije eingefchriebenen Viere: 
den (ABCD Fig. 140) iſt die Summe der beiden Rechtecke aus je 
zwei gegenuͤberliegenden Seiten (BA und DC, AD und CB) gleich dem 
Rechtecke aus den beiden Diagonalen (AC und BD). 

L. G. II, 36. — Tacquet in feiner Anm. zu Eucl. VI, 26. 

Vorbereitung. ziehe BG fo, daß W. ABG DBC, woraus 
in Verbindung mit 44, Zuf. 1, folgt, daß A ABGw A DBC und 
AGBCw AABD. 

Beweis. Aus der Aehntichkeit der A ABG v A DBEC, und 
A GBCwAABD. 

Anmerkung 1. Diefen Sag nennt man den Ptolemäiſchen Lehrfas, weil 
Ptolemäus ihn erfunden, oder doch zuerft vorgetragen und gebraudt bat, um die Seh⸗ 
nen gegebener Bogen zu berechnen. Diefe Berechnung fol ſpäter 857 näher angegeben 
werden. 

"Siehe Ptolemaei Almagestam T, cap. 9. 

Anmerfung 2. Vergleicht man diefen unfern Sad mit dem vorhergehenden, mit 
244, uf. 4, und mit 251, Anm. 4, fo fiebt man, daß ein Viereck, um in einen 
Kreis befchrieben werden zu Fönnen, drei Eigenſchaften beſitzen muß, die aber in einem 
ſo engen Zuſammenhange ſtehen, daß keine von ihnen an einem Vierecke vorhanden ſein 
kann, ohne daß auch zugleich die beiden andern Statt haben. 

zuſ 1. Ein Quadrat kann in und um den Kreis beſchrieben 
werden. s 

Anmerfung 3. Man kann nun (öfen die Aufgaben: VI, 6, 7, 8, 9, 10, 

Zuſ. 2. Die Diagonalen eines Kreisvierecks verhalten ſich zu 
einander wie die Summen der Nechrecke, aus den Vierecksſeiten ges 


bitdet, die in den Endpuncten eben diefer Diagonalen zuſammen— 


treffen. 
- L. G. IM, 33, Anm. 

Vorbereitung. Zuvoͤrderſt diefelbe wie für den Beweis des Haupt: 
ſatzes; verlängere atödann BG bis O, wodurch AOC = AD; ziehe 
OC, nimm -BP=_- AD, und ziehe CP. 

Beweis. BG,BD — BC,AB weil A ABD v A BGC 

OGBD = C0O,DC weil A GCO w A DEC 
= AD, DC 
alfo 06, BD + BG,BD = AD,DC + BC.AB 
BO,BD —= AD,DC —+ BC,AB. 
Auf gleihe Weife ift: 
PC.CA —= AB,AD + BC,CD 
Aber, weil - DB + A BC = CO + - BC 
d. i. m PBC = - BCO 
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fo it BO = PC, alfo 
BO,BD : PC,CA = BD : CA x. 

Zuf. 3. Der Flaͤchenraum eines Kreisvierecks wird ausgedrückt 
durch das Produkt aus einer feiner Diagonalen in die Summe ber 
beiden Rechtecke, die man aus je zwei auf derfelben Seite eben dies 
fer Diagonale liegenden Seiten bildet, dividirt durch den doppelten 
Kreisdurchmeſſer. Big. 127. 

Bew. OABED = A ABE + A BED 
‚B.AE.BE BD.DE.BE 
= +5 0830 


_BE[AB. AE + BD. DE) 





2B 
Zuf. 4. Sind die vier Seiten des Biereds gegeben, fo kann 
man deſſen Diagonalen finden. 
Beweis. Vezeichnen wir der gatze halber die Seiten mit a, b, 
ce, d, die Diagonalen mit x, y, fo if 
)x.y=act ba 
a 
ye-tt gun 


Aus diefen beiden Gleichungen — man: 
— (ee + bd) (ad + be) 


ab + cd 
— (+ ba) ( 2a) (ab + ed) 
de 
Inmerfung 4. Fe bat (Mem. "de YAcad. de Berlin 1766 p. 357) gezeigt, 
daß v Pythagoraiſche Lehrſat (87) und feine Erweiterung (90) aus dem Ptoiemäifgen 
Lehrſade hergeleitet werden Fönnen, 
E fei (Hig. 140) das in diede ftehende Dreied ABC; man befäreibe einen Kreis 
um daffelbe, nefme BD=AC und ziefe AD, DC ft nun 
1. 3a8 Drei in B — To ift AC ein Durchmeſſer, alfo auch BD, mit- 
hin DC = AB, und Br BC, und darum 
= ABg + BC. 
2. Iſt A ABC niht rebtmintelig,, jo vun, damit 8. BDC — ABD werde, DC 
1a; man ziehe ferner AE || BC, alövann ift EC= AB, BC=AE = AD, alfo 
.D,BC = BC, und der Fioimäfge @ehrfag giebt in unferm Falle :' 


3. Man ziehe jegt AH | auf DO; weil AE — AD, it DE — 2 HE; ferner 
AF | auf CBF, fo ift, weil W. AED—=BCD— FBA, A AHE w AAFB, 


alſo 
AB-HE = BF,AE — FB,BC — FB.AD. 


Aber es iſt 
AB,DC = AB,(DE-HEC) = AB-DE + AB;EC = 2 AB,HE + Al 
„Sahfitirt man kn Ben, f& FL a he ram 
= 2 
d unfer früherer Gap (00) für ben Zal, 100 W. ABC ftumpf if. Für den 
Fall, mo W. ABC fpig ift, und AF innerhatb des Dreiecks fäut, erhält man auf 


demſelben Wege: 
ACq — BC + ABg — 2 FBBC. 

Anmerkung 5. Man fieht hier wieberum ein Beifpiel, wie man zu derfelben Wahre 
heit auf verfehledenen Wegen -gelangen Tann. mar verdient der aus dem Gage des 
Pappus (91) hergeleitete Beweis [yon darum den Worzug vor dem hier gegebenen und 
ya Ptotemäifcpen Lehrfag ſich ftügenden, weil zu Iegterm Kenntniß der Gigenfhaf: 

‚geb Kreifes erfordert wird, die man bei jenem entbehren kann z und noch beffer als 
beide ift, fowoht für den Pptäagoräifgen Lehrfas felbft, ald für deflen Erweiterung, der 


x? 
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nach Euclives Borgang und Art geführte Beweis, weil in ibm Alles eben fo einfach als 
einleuchtend und aus den eriten Grundbegriffen hergeleitet iſt; nichts deſto weniger 
ift e& von großem Nutzen, bei jeder Gelegenheit darauf aufmerffam zu machen und zu zei⸗ 
gen, wie genau die verfhiedenen Grundbegriffe der Geometrie unter einander zufammen 
bängen, und zu denfelben Wahrheiten führen. 


_ 


Zweiter Abſchnitt. 


Bon den in und um ben Kreis beſchriebenen regelmaͤßi— 


gen Vielecken. | 





277. Lehrſatz. Iſt ein regelmäßiges Vieleck (Zigg. 141 und 


142) in. den Kreis_befchrieben, fo 


1) theilen feine Seiten den Umkreis in fo viele gleiche Bogen, als 
das Vieleck Seiten enthält. Ä 

2) Die Seiten find die zugehörigen Sehnen diefer Bogen. 

3) Der Mittelpunct des Kreifes ift auch der des Vielecks. 

2 der Halbmefler des Kreifes iſt zugleich Halbmeſſer des 

ielede. 

5) Die Sehne, welche die Endpuncte zweier an einander grängens 

. den Seiten verbindet, ift die Seite des regelmäßigen Vielecks 
in eben diefen Kreis, das halb fo viel Seiten hat, als das ges 
gebene, wenn die Seitenzahl. diefes leßtern gerade ift. 
Beweis. Aus den Erklärungen und 107 von feldft einleuchtend. 


Anmerkung 1. Gerade muß natürlich die Seitenzahl des Urvieledö fein, damit ber 
unter 5. mitgetheilte Sag Statt finden Fönne, weil nur in diefem Falle alle Seiten fi 


. zu halb fo viel Paaren, als ihre eigne Menge beträgt, verbinden laffen (Zig. 142). 


Zuf. 1. Die Seite eines in den Kreis befchriebenen re gelmaͤßt⸗ 
gen Vielecks iſt die Sehne eines Centriwinkels, der — iſt, 


wenn n die Seitenzahl bezeichnet. 


(85, Zuf. 1). u | 

Zuſ. 2. Die Seite des in den Kreis befchriebenen Sechsecks ift 
gleich dem Halbmeſſer des Kreifes (82, Zuf. D. 

Anmerkung 2. Hierdurch Tann man Idfen die Aufgaben : VI, 3, 15: 

278. Lehrfag. Die Seiten und Umfänge ähnlicher vegelmäs 
ßiger Vielecke, die in oder um Kreife von verfchiedenen Durchmeflern 
befchrieben find, verhalten ſich wie diefe Durchmeſſer, ihre Tlächen: 
räume aber wie die Quadrate derfelben. 

Eucl. XII, 1. 

Beweis. Aus 274, 107 und 222. 

Anmerkung 1. Auf diefem Sage und dem frühern 196 beruht ver Gebraudy der 
Linien des Proportionalzirkeld, welche fi unter der Benennung ‚„‚Polygones‘ auf dem- 
felben finden; und dazu dienen Polygone oder regelmäßige Vielecke in gegebene Kreife 
oder über gegebenen Linien zu beſchreiben. A ft nämlich der Kreis gegeben,. jo it Deffen 
Halbmeffer gegeben ; der Halbmefler des Kreiſes aber, auf welchen ſich die auf dem Pro⸗ 
portionalzirfel verzeichneten Seiten der Polygone beziehen, iſt die darunter befindliche 
Seite des regulären Sechsecks 277, Zuſ. 1. 5 Ba , 

Iſt dagegen die Linie gegeben, über welcher das Bieledt zu beſchreiben ift, fo köͤmmt 
ed darauf an, den Halbmefler. des Kreifed zu finden, in welchen dad Bieled fie beſchrei⸗ 

v. Swinden Geomeirie. 12 
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ben laͤßt d. h. den Halbmeſſer des Vielecks ſelbſt finden, Man erlangt dieß unmittelbar 
duch die Schhöedts-Beite des Proportionalzirkels. Darauf beſchreibt man über der ge⸗ 
gebenen Linie als Grundlinie ein gleichſchenkeliges Dreied, in welhem jeder Schenkel _ 
gleich dem gefundenen Halbmefler iftz die Spige deffelben ift derMittelpunct des zu bes 
(&reibenven Kreiſes. , . . « 

Anmertung 2. Weber die Gonftruction von Vielecken über gegebenen Linien oder 
in den Kreis fiehe in den Aufgaben VI, 18. 

279. Lehrfag. Wenn man aus den Endpuncten (F, E Fig. 141) 
eines regelmäßigen Vieles von ungerader Seitenzahl (n) nach der 
Spitze des Gegenwinkels (ABD) gerade Linien zieht, fo bilden diefe 
mit der genannten Seite ein gleichfchenkeliges Dreiek, in welchem 
jeder Winkel äber der Grundlinie fih zu dem an der Spige verhält wie 
n — 1 


— —: 1, 


2 
Sacquet zu Eucl. IV, 11, Anm.. 


Beweis. A FBE gleichſchenkelig nach 244, Zuf. 1. Ferner 


W. FPE=34FUE—=% d_2f, alſo W. BFE — 


. n 


2 (38, Zuf. 2) ꝛc. 


Anmerkung 1. Unſer Sag gilt auch noch dann, wenn das Vieleck nicht in den Kreis 
beſchrieben ift, und ſtellt daher cine allgemeine Eigenfhaft aller regelmäßigen Vielecke 
von ungerader Seitenzahl dar. 

Zuf. 1. Die Winkel über der Grundlinie in unfern gleichfchens 
keligen Dreiecken find alfo Vtelfache von dem Winkel au der Spiße, 
und zwar iſt diefe Beziehung | 


im (regelmäßigen) Dreieck . . .. .=1:1 
— — — Fuͤnfeck .. .—231 
— — — Siebeneck. 13:1 
— — — Neauneck . 04:1 


Anmerkung 2. Man Tann nun die Aufgaben: VI, 11, 12 Iöfen. 

280. Lehrfag Wein man aus dem Mittelpunete eines Krei: 
fes eine Senkrechte (CK) auf die Seite eines in den Kreis befchrie 
benen regelmäßigen Vielecks von gerader Seitenzahl. (n) fällt, dies 
felbe nach beiden Seiten hin fo weit verlängert, daß fie ein Durchmeſ⸗ 
fee CHJ) wird, fo wird die genannte Vielecksſeite ſtets halbirt, und 
die Geraden, die man aus ihren Endpuncten nach dem (entferntern) 
Ende (H) des Durchmeſſers zieht, bilden mit ihr ein gleichfchentelis 
ges Dreieck, in welchem jeder Winkel über der Srundlinie fih zu dem 


an der Spiße verhält wie . — :1. 


Tacquet zu Eucl. IV, 141, Anm. 
Beweis. Wie beim vorhergehenden Sage. 
Zuf. Die Winkel über der Grundlinie find alfo Vielfache von. 
dem zugehörigen Winkel an der Spike; und zwar 
verhält füch jeder von jenen zu diefem beim Viereck wie 331 
— — — — — S“”e)chseck — 3:1 
:1 
1 





— — 


— 


— — — — — — — — Achteck —4 
— — — — — — — Zehneck — 3— 
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Anmerfung. Aus dieſem und dem vorhergehenden Sage gebt hervor, daß menn 
man die Aufgabe: ein gleihfchenfeliges Dreicd zu conftruiren, in welchem jeder Winkel 
über der Grundlinic, ein=, anderthalb, zwei⸗, drittehalb =, dreismal u. f. w. fo groß 
“als der Winfel an der Spige iſt, mit geometrifher Strenge löfen könnte, man aud 
im Stande wäre, in einen Kreis ein regelmäßiges Vieleck von beliebiger Seitenzahl zu 
befchreiben. Und die Zöfung diefer Aufgabe hinſichtlich des gleichſchenkeligen Dreieds 
bängt, wie man von felbft fieht, und wie ſchon Pappus fehr richtig bemerkt hat, wieder 
von der Löſung der Aufgabe ab : einen gegebenen Kreisbogen in zwei Stüde zu theilen, 
die ein vorgefhriebenes Verhältniß zu einander haben. Allein diefe legtere Aufgabe läßt 
fi) nidht allgemein auf elementars geometrifhem Wege d. h. durch Hülfe von Lingal und 

Zirkel auflöfen. : 
j Die Vielecke, welche fich in den Kreis beſchreiben laſſen, find folgende: Dreieck, 
Viereck, Fünfeck, Sechseck, mit allen denen, die durch wiederhohlte Halbirung der zu 
ihren Seiten gehörigen Bogen erhalten werden koönnen. 

Man gebraudt das gleichſchenkelige Dreied, nad der in den beiden legten Sägen 
angegebenen Weife nicht wirklich bei der Gonftruction, des Dreiecks, Vierecks urd Sechs⸗ 
eb, ni man noch einfacher. erhalten Fann, aber wohl für das Fünfeck. Siebe die Aufs 
gabe VI, 11. 


281. Lehrfas. Zieht man von dem Puncte F (Fig. 141) im 
Umfange eines Kreifes die Sehne FE, welche die Seite eines Viel⸗ 
ecks von N Seiten ift, und die Sehne FM, welche als Seite zu eis 
. nem Bielecfe von n Seiten gehört, fo ift der Winkel CECM), welcher 
gleid, dem Unterfchiede der Sentriwinkel der beiden genannten Viele 





deift, gleich —®.4R : 
Beweis. W. ECM = FCM — FCE = a2 — 2210, 
auf ) | N — ı 
— Nn 4 R 


Zuf. Iſt alfo Nn theifhar durch N— n, fo ift EM bie Seite 
eines Vielecks in den Kreis von N _ - Seiten. Iſt zwar Nun fein 
Vielfaches von N — n, aber diefe leßtere Zahl gleich 2, oder einer 
Potenz von 2, fo läßt fich das Viele ebenfalls conſtruiren; indem 
der Bogen EM alsdann fo viele Seiten deffelben umichließt, als dieſe 
Potenz von 2 Einheiten hat; fo daß man durch fortgefeßtes Halbiren, 
welches immer mit geometrifcher Strenge ausführbar, den zu jeder eins 
zelnen Seite: gehörigen Bogen finden fannz was nicht ‚möglich if, 
wenn N — n == 3, oder 5, oder 6 ıc. ift. Iſt z. B. MF die Seite 
des gleichfeitigen Dreiecks, und FE die Fünfedsfeite, fo umſchließt 
der Bogen EM zwei Seiten.des Funfzehnecks in den Kreis. 

Man kann nun die Aufgabe VI, 16 löfen. 

282. Lehrſatz. Wenn man zwei an einander gräugende Sei: 
ten (DE, FE $ig. 143) eines regelmäßigen Vieles halbirt CinK und 
R), diefe Balbirungspuncte verbindet, fo finden folgende Beziehun: 
gen Statt: 

1) Diefe Berbindende (KR) ift die Seite eines neuen regelmäßigen 

Vielecks, welches dem gegebenen ähnlich, und in daſſelbe befchrie: 
ben ift. ' 
2) Diefe Seite verhäft fih zu der des gegebenen wie das Pers 





B 
” Du 
— —— — —— — — . . — 
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pendikel (CK) des letztern zum Radius feines umſchriebenen 
Kreiſes. 
3) Die Umfaͤnge beider Vielecke ſtehen in eben dieſem Verhaͤltniſſe; 
4) Die Flaͤchenraͤume in dem zweifach Hohen des genannten Ver⸗ 
haͤltniſſes oder 
5) Die Flaͤchenraͤume verhalten ſich wie das Perpendikel (CO) des 
neuen Vielecks zum Radius (CE) des um das gegebene befchrier 
benen Kreifes. 
Beweis. Erfter Theil. Aus 116 und 266. 
Zweiter und dritter Theil. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 
KOE, CKE und CKQ. | | 
-  Bierter Theil. Aus 22%. | 
Fünfter Theil. Aus der Betrachtung, daß die Vielecke fich ver 
halten wie A CKQ: A CKE verbunden mit 200. | 
Zuf. Beſchreibt man mit dem Perpenditel CK des gegebenen 
Vieles FEDBA aus demfelben Mittelpunct C einen Kreis, fo if, 
wie man leicht fieht, das neue Vieleck, deſſen Seite KR, nicht nur 
in das gegebene Viele, fondern auch im diefen Kreis befchrieben, 
um weichen dag gegebene Vielecd Hefchrieben ift. Fährt man auf diefe 
Weiſe fort mit der Conftruction von Kreifen, fo erhält man eine Reihe 
von regelmäßigen Vielecken, alle von gleicher Seitenzahl, welche hin⸗ 
fihtlich fowohl ihrer Seiten als Flächenräume in einem beftimmten 
Berhältniffe zu einander ftehen. 


Anmerkung. Man Pönnte ſolche Bielede, indem man von dem gegebenen anfing, 
dad erfte D zweite, dritte ꝛc. nennen. 


283. Lehrſatz. Verlaͤngert man die Halbmeſſer (CF, CE 
Fig. 143) eines in den Kreis befchriebenen Vielecks (FEDBAF) his 
fie der Tangente (NG) begegnen (in N und G), weldhe man an den 
Punct (J) gezogen hat, wo das verlängerte Perpendikel (CK) dem Um: 
freife begegnet, fo ift dieſes Stuͤck (NG) diefer Tangente die Seite 
des dem gegebenen ähnlichen und um den Kreis befchriebenen Vielecks; 
oder wenn man aus. dem Mittelpuncte nach den Kalbirungspuncten 
(CK und R) zweier an-einander ftoßenden Seiten gerade Linien zieht, 
und diefelben verlängert bis fie der Tangente (VU) begegnen, die an 
den gemeinfchaftlichen Endpunct (CE) diefer beiden Seiten gezogen ift, 
fo ift das fo erhaltene Stuͤck diefer Tangente gleichfalls die Seite 
des dem gegebenen ähnlichen und um den Kreis befchriebenen Vielecks. 

Außerdem verhalten fih die Seiten (NG, VU) des äußern Viel⸗ 
eds zu denen (FE, JL) des innern wie der Kreishalbmefler (CI) zum 
Derpendikel (CK) bes innern; ihre Umfänge ftehen in eben diefem 
Verhältniffe; ihre Flaͤchenraͤume in dem zweifach Hohen deſſelben; 
oder auch in dem Verhältniffe des Kreishalbmeflers zum Perpenditel 
(CO) ai das gegebene (FEDBAF) befchriebenen Vieles. 

eweis. 

Erfter und zweiter Theil. Aus 46. 

Dritter Theil. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke CKE und CJG, 
verbunden mit 223 und 2232. Endlich aus der Betrachtung, daß die 
ähnlichen Vielecke fih verhalten wie A CJG : A CKE=IJG : KQ 
(200) = CJ : CQ. 





Bon den in und um ben Kreis beferiebenen regelmäßigen Bieleden. 181. 


Zuf. 1. Offenbar ift das Vieleck NGampN, welches um den 
Kreis FFELBAF befihrieben ift, auch zugleich um das Viele (FEDBAF) 


beſchrieben, welches in dem Kreife ſteht; und befchreibt man mit CG 


als Radius einen Kreis, ſo ift das Viele, welches um den gege: 
benen Kreis befchrieben war, zugleich eingefchriebenes Vieleck für den 

neuen Kreis. Es ift daher einleuchtend: | 
1) daß das umfchriebene Viele in Beziehung auf das eingefchries 
bene und alle die folgenden fucceffiv eingefchriebenen in die 

Elafle der Vielecke gehört, von denen in 282, Zuf. die Rede 

war; Ä | | 

2) daß die Conſtruction eines Vielecks um ein anderes zuſammen⸗ 
fälle mit der Sonftruction eines Vieles um einen Kreis. 

Zuſ. 2. Aus unferm Sage ergiebt fih, wie man um ein regel» 
mäßiges Vieleck oder um einen Kreis ein jenem ähnliches Vieleck bes 
fhreiben kann, und dag nur diejenigen Vielecke fih um den Kreis bes 
fchreiden laffen, die auch in denfelben befchrieben werden können; wos. 
durch man in den Stand geſetzt iſt, die Aufgabe VI, 12 zu loͤſen. 

Zuf. 3. Iſt die Seite eines in den Kreis befchriebenen Vielecks 
gegeben, fo tennt man auch die Seite des ihm Ähnlichen umfchrie: 
Zuſ. 4. Die Seite eines Vieles, das um ein anderes oder 


um. den Kreis befchrieben if, verhält fih zur Seite des. gegebenen 


oder in den Kreis eingefchriebenen Vielecks, wie fich eben diefe letztere 

Seite zur Seite des Vielecks verhält, das man in das gegebene be: 

ſchreibt d. h. es ift, den beiden legten Hauptfäßen zufolge 

VU:IL=JL:KR 

und ift mithin die Seite jedes Vieles die mittlere Proportionale _ 

zwifchen den Seiten der in und um dafielbe befchriebenen Vielecke; 

und eben fo verhält es fich mit den Slächenräumen. diefer drei Vielecke, 

da NO: = IL: KR, 

ift. : | . 

' Zuf. 5. Zieht man die Gerade FD, fo ift fie || KR, und darum 

—=QKR; unfer vorhergehender Zufaß kann daher auch fo ausgedrückt 

werden: | 
VD: IL IL: J FD. 

d.h. die Seite jedes in den Kreis befchriebenen Vielecks iſt die mittlere 

Proportionale zwifchen der Seite des ihm ähnlichen umfchriebenen 

Vieles, und der halben Seite desjenigen eingefchriebenen Vieles, 

welches halb fo viel Seiten, als das gegebene hat. 

Huygens de circuli magnitudine pr. 13. 

Zuſ. 6. Aus dem vierten Zufaße ergiebt fich ferner, daß ber 
Unterfchied der Flächenräume eines um den Kreis und eines ihm aͤhn⸗ 
lichen in denfelben befchriebenen Vielecks fich zum Flächenraume des 
äußern verhalte, wie das Quadrat der Seite des innern Vielecks zum 
Quadrate des Kreisdurchmeflers. VBezeichnen wir das Vieleck über 
FE oder JL mit V ; das über VU mit Ve und das über KR mit V’', 


fo. iſt 
alfo auch 


v.VavV:vu 
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V— V’:V=V — V".V 


aber EQ: ER=ER : CE 

alfo EQ: CE=ER, : CE, 

mithin V‘ — V:V'= ER, : CE, 
= EE, : ET, 

Zuf. 7. Daher ift der genannte Flächenunterfchied gleich dem 
Inhalte eines jenen beiden ähnlichen Vieles, das um einen Kreis 
befchrieben ift, deſſen Durchmeſſer gleich der Seite (FE) des einge⸗ 
fhriebenen (gegebenen) Vieles ift. 

Du Fay Mem. de l’Acad. 1729 p. 297. — 

Zuſ. 8. Der erwaͤhnte Flaͤchenunterſchied iſt darum auch gleich 
dem Vieleck, deſſen Ecken die Durchſchnittspuncte der Linien ſind, 
welche, bei gerader Seitenzahl des gegebenen Vielecks, die Endpun⸗ 
cte je zweier Gegenſeiten verbinden, oder bei ungerader Seitenzahl 
als Senkrechte auf den Seiten in ihren Endpuncten errichtet werden. 
(Zuſ. 7, 113, und 115). Denn in ſolchen Vielecken iſt das Perpen⸗ 
dikel halb ſo groß, als die Seite des gegebenen Vielecks, alſo dieſe 
Seite gleich dem Durchmeſſer des in das neue Vieleck beſchriebenen 
Kreiſes. | . 

Du Fay ibid. p. 299. ' F | 

284. Lehrſatz. Beſchreibt man in einen Kreis (Fig. 144) ein 
regelmaͤßiges Vieleck von gerader Seitenzahl, zieht einen durch zwei 
Gegenecken gehenden Durchmeffer CAE) und von einem feiner Enden 
(E) eine Sehne (EB) nach dem Endpuncte einer von den an dem ans 
dern Ende (A) des Durchmeffers anliegenden Seiten (AB), und vers 
bindet die Endpuncte je zweier, gleich weit von eben diefem zweiten 
Ende (A) des Durchmeffers entfernter Seiten, (AB und AH, BC und 
HG, CD und GF) unter einander (dur) BH, CG, DF), fo ift das 
Rechteck aus dem Kreisdurchmefler und der genannten Sehne (EB) 
gleihflächig mit dem Rechtecke aus der Seite (AB) des gegebenen 
Vieles und der Summe aller jener die Seiten verbindenden Geraden. _ 

Archim. de sphaera et cylindro pr. 2.  _ 

. Vorbereitung. Ziehe CH, DH, DG, welche den Durchmefler in 
L, M, N fchneiden. . 

Beweis, AABKmALKHVALCMVvAMGNvV ANDO 

A OFE; alfo _ | | 

Mo BEE HKA CM COM DO FON RAR RL CMEIM 
affo BKE+ HK CM --GM-+-DO--FO : KA+-KL-ML-+- MN 
ON DER Kae wor TEL+MEH 

Anmerkung 1. Die Seitenzahl des Vielecks muß gerade fein, weil fonft AE Fein 
Kreisdurhmeſſer, und BH, CG, DEF nidt unter einander parallel find, worauf die 
Aehnlichkeit der Dreiede beruht, Ä 


Anmerfung 2. Gilt, wie wir gezeigt haben, unfer Gag allgemein für Bielede 
von gerader Seitenzahl, fo gilt er natuͤrlich auch für ſolche, deren Seitenzahl doppelt 
gerade oder ein Vielfaches von 4 ijt. Und auf diefen befondern Fall befhränkt Tacquet 
diefen Sag des Archimedes, in feiner Schrift: Theoremata selecta ex Archimede 
pr. 16, weil es diefer Fall allein ift, den Archimedes zur Beftimmung des cubifhen In⸗ 
haltes der Kugel gebraucht hat; wie wir näher im 12ten Bude zeigen wollen. 
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285. Lehrfſatz. Beſchreibt man in einen Kreisabſchnitt (DAF 
Fig. 144) ein Vieleck, in welchem alle Seiten, außer der den Ab⸗ 
ſchnitt begraͤnzenden DF, unter einander gleich und von gerader Zahl 
find, zieht aus der der Grundlinie (DF) gegenüberliegenden Ede (A) 
den Durchmeffer CAE), verbindet deffen Scheitel CE) mit dem Ende 
(B) der dem andern Scheitel anfiegenden Seite (AB), fo tft das 

echte aus diefer Sehne (BE) und dem Theil des Durchmeſſers 
(AO), welcher durch die Srundlinie (DF) abgefchnitten wird, Jleich⸗ 
flächig mit dem Rechtecke aus einer der gleichen Seiten des Vieles 
(BA) und der um die halbe Srundlinie vermehrten Summe der ki: 
nien (BH, CG), welche die Seiten des Vielecks wie im vorigen Sage 
verbinden. ’ 
Archim. de. sphaera et oylindro pr. 23. 

Vorbereitung. Wie beim vorigen Sape. 

Beweis. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke ABE, ABK, HKL, 
LCM, MGN, NDO, erhäft man: 

AB: BE—AK: BK-LK: HK=LM: CM==MN: MG—=ND: OD 


alſo auch 163). 


; BE = AO: BE+ cH + Do. 
Anmerfung. . beiden Anmerfungen zum vorigen Sag gelten auch bier. 


Dritter Abſchnitt. 


Von den Eigenſchaften einiger beſondern in den Kreis 
beſchriebenen Vielecke. 





286. geh vfaß. Das Perpenditel (cx Fig. 142) eines in den 
Kreis befchriebenen gleichfeitigen Dreiecks ift gleich der Hälfte des 
Radius; das Höhenperpendikel des. Dreiecks iſt anderthalb mal ſo 
groß als der Holb weſſer. 

Euel. XIV, 1, Z3uſ. für den. erſten Theil, 

Beweis. "eher Theil. Aus der Betrachtung der gleichfeitigen 
Dreiecke FCE und CED. 

Zweiter Theil. Aus dem erften. 


287. Lehrſatz. Das Quadrat der Seite des in den Kreis bes 


ſchriebenen gleichfeitigen Dreiecks (Fig. 142) iſt dreimal fo groß als 


das Quadrat des Halbmeſſers, oder gleich dem Rechteck aus dem Durchs 
meffer und dem Hoͤhenperpendike des Dreiecks. 
Eucl. XII, 12. — L. 6. IV, 4, Anm. 
Beweis. 4 ED, — DX, = CD, — (87, Zuf. 9 
aber CX, = 4 CD, alfo- 
ı FD, —=2C0, 
mithin rı — — 3 CD, 


ser FD, — Ch,.. 3c00 2 D. 3 CD AE.. AX (086). 


Anmerkung. Siehe Stedman Philos. Transact. LXVI, p. 299, wobei Hors⸗ 
1 fehr richtig bemerkt, daß diefer Say eine unmittelbare Zolgerung aus dem algemei— 
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nen für alle Dreiecke gültigen Sage iſt, den wir oben in 273 bewieſen baben ; - da 
für das gleichſeitige Dreie das Rechteck aus zwei Seiten, das Quadrat einer Seite it, 

Zuſ. Die Seite des Dreiecks ift alfo zum Radius incommen« . 
urabel. | 
j 288. Lehrſatz. Das in den Kreis, befchriebene Quadrat ift 
doppelt fo groß als das Quadrat des Halbmeſſers und bald fo groß als 
das Quadrat des Durchmeflers. . 

Zuf. 1. Daher verhält fih die Seite des Quadrates zum Ras 
dius. wie v2 : 1. | . nn 

Anmerkung. Dieſes Verhältniß ift dad der Diagonale eines Quadrates zur Seite; 
auch ift wirklich die Seite des in Kreis beſchriebenen Quadrates die Diagonale in dem 
Quadrate des Halbmeſſers. 

L. G. IV, 3, Anm. | 

Zuſ. 2. Das Quadrat Über den Ducchmeffer ift das um den Kreis 
und folglich auc das um das innere Quadrat befchriebene Auadrat. - 

Zuf. 3. Beſchreibt man daher in ein Quadrat ein anderes, in 
dieſes ein drittes u. f. f., fo bilden die Ftächenräume diefer Quadrate 
die fallende geometriſche Reihes 1,4, 4, 4x. . 

289. Lehrſatz. Das Quadrat des Perpendifels bei dem in 
den Kreis befchriebenen Sechseck verhält fih zum Auadrat des Radius 
oder der Seite des Sechsecks wie Zzud -  _ ZZ 

Beweis. CK, — CH, — FE, = CH, — ICE, 3 r. 

Zuf. Bezeichnet r den Radins oder die Seite des Sechsecks, fo 


kann man das Perpenditel des leßtern ausdrücken durch — v3. Es 


| 2 
tft alfo zum Halbmeſſer incommenfurabel. : 

290. Lehrfag.. Theilt man den Halbmeſſe (CI Sig. 143) 
nad) dem Außern und mittlern Verhältniß in Z, fo ift dag: größere 
Stuͤck die Seite des in den Kreis eingefchriebenen Zehnecks. | 

Pappus V, 47. — L.G.W,5. - 

Vorbereitung. Nimm JE = CZ; ziehe CE, EZ. 

Beweis. W. CJE = CEJ —= 2 CE (97), alfo 

5ICE = 2R | 
IE=23R=R 
alfo JE, oder CZ die Seite des Zehnecks. | | 
’ —— 1. Die Seite des Zehnecks iſt alſo zum Radius incommen⸗ 
urabel. 

Anmerkung 1. Bezeichnet x den Radius, ſo kann man bie Seite des Zehnecks aus: 
drücken durch rv5—h 
wie aus 213, Anm. 2 hervorgeht. | 

Zuf. 2. Das Perpenditel (CK) des Fuͤnfecks if halb fo groß 
als der Radius (oder Sechsecks⸗Seite) und die Seite des Zehneckẽ 
zufammen genommen. | 

Encl. X]V, 1. | | 

Beweis. Wenn JE=IF—=CZ der Seite des Zehnecks if, fo 
ift FE die Seite des Fuͤnfecks und CK deffen Perpenditel. Nun ift: 

CK—=CZ+ZK=CZ-+ 1} 2], weil EZ = E, 


—= (CZ +} (c} — c2) 
0 =40U+J}cz 
 LUO+LIE 


——— — a 
1X 
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Anmerkung 2, ..Die Größe dieſes Perpendikels kann alſo ausgedruͤckt werden durch 
rtrW5—-D 2rtryv5—D 14Vs 
— — —— — — —— — — r 
Anmerkung 3. Dad ganze Perpendikel BK aus einer Winkelſpite auf die Gegen⸗ 
fette wird daher ausgedrückt durch | 
r + 1+vV5,_5+V5 
| — — r = — — Tr, 


4 
—Zuſ. 3. Nimmt man die Summe des Radius und der Zehnecks⸗ 
feite,. fo ift die ganze Linie nach dem dußern und mittlern Veyhaͤlt⸗ 
niſſe getheilt, und der Radius iſt der größere Abſchnitt (211). 
.“ Eucl. XIII, 9. 
291. Lehrſatz. Das Quadrat der Fuͤnfecksſeite iſt gleich der 
Summe der Auadrate des Radius und der Zehnecksſeite. Fig. 143. 
Eucl. XIII, 10. . Br 
Vorbereitung. Ziehe Ch fentrecht auf. die Zehnerfsfeite JE, . wo⸗ 
durch alfo Jo—=bE; den Punct O, wo diefe Sentrechte die Fuͤnfecks⸗ 
feite fchneidet, verbinde mit J; fo. it OJ=OE. 
Beweis. W. ECO = % ECI=JFE (232); aber W. IJFC—= 
2 ICE (weil FJ die Zehnedsfeite) = FCE, alfo auh W. FCE — 
ECO = JEC — JFE d. i. W. FCO = CFO, daher CO= FO, und 
A OCF vw A:CEE; alfo FE : FC = FC : FO, und, weil auch 
A OJE vw A EIE, FE : JE = JE : OE, alfo JE, + FC, 
== FE,OE + FE,FO = FE,FE=FE Ä 
Anmerkung 1. Diefer Beweis ift von Euclides, Einen merklich Fürzern bat Gas - 
ftilon mitgetheilt (Mem. de l’Acad. de Berlin 1766 p. 358) nämlid) 
re ar eh +4IKR=ER +2 
und mithin EF} = CJ- 4 Pe —— a 
Zuf. 1. Die Seite des Fuͤnfecks iſt ſowohl zum Radius als zur 
Zehneesfeite incommenfurabel; fie wird ausgedrückt durch 
2 v5—v5 
| v2 
Beweis. Bezeichnen wir die Fuͤnfecksſeite mit v, fo ift nad 
unserm Hauptfaße und 90, Anm. 1 1 
"=er4r5— Werli+wW5— 1% 


= r? — 
6-Vs) 


r. 


alſo v — 7 Vs 7 

Anmerkung 2. Eine Größe wie 5 — VS, d. h. den Unterſchied zweier blos in 
Potenz commenſurabler Linien, die überdieß fo beſchaffen find, daß ber Unterfhied (20) 
ihrer Quadrate (25 und 5) auch wiederum blos in Potenz und nicht in Länge gegen die 
größere (5) commenfurabel ift, nennt Euclides (X, 85) vierte Apotome Eine 


. FR T 
Linie, deren Quadrat gleich ift dem. Rechteck aus einer commenfurablen Linie (2) und 


einer vierten Apotome (r[5 — W5]) führt bei Euclives (X, 77) den Namen der Elci- - 
nern Srrationale, 

Zuſ. 2. Das Duadrat der Fuͤnfecksſeite CFE) und das Quadrat 
der Schne (FD), welche die Endpunete zweier an einander grängens 


U 
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ben Geiten des Fuͤnfecks verbindet, find zufammengenommen dem 
fünffachen Quadrate des Radius gleich. 
Beweis. En + Fl, = zn = 4 C, 
alfo FB, Fi. + F—=46 br, + Ch, 
oder FB FE, —5 CJ.. 
Eucl. xıv, 2 re 


Zuf. 3. Gem man auf dem Durchmeſſer AB ($ig. 145) im 


Mittelpuncte eine Sentrechte CD errichtet, den Endpunct D mit E. 


dem Kalbirungspuncte von CB verbindet, und von E mit EN den Bo; 
gen DE beſchreibt, fo ift die Sehne DF die Seite des Fanfecks in 
den Kreis, und FC die Seite des Zehneckks. 
Beweis. BF,EC-+ CE, = FE, (80) = DE, = DC, +CE,, 
alfo BF,FC —= DC, = BC, 
und darum BF : BC = BC : FC 
alſo auh BF — BC: BC = BC — FC: FC 153) 
FC : AC=AF: FC 
oder AC : FC = FC: AF. 
Der Radius AC ift mirhin nach dem dußern und mittiern Veehalt⸗ 
niſſe getheilt, daher FC die Seite des Zehnecks (290) und, weil 
FC, + CD, = FD,, FD die Seite des Fuͤnfecks nach dem Haupt 


Anmerfung 3. Diefer Zufag giebt ein leichtes Berfahren an die Hand, fowohl das 
 Zünfed als das Sehned in einen Kreis zu befchreiben, was fi fchon beim Dtolemäus 
findet, Almag. I, 9. Siehe der Aufgabe VI, 11 2te Auflöfung. 


292. Lehr fag. De Släheninhalt des Fuͤnfecks iſt gleich dem 
Rechteck aus zwei kinien, von demen die eine anderthalb mal fo groß 
als der Halbmeffer, und die andere £& von der Sehne ift, welche zwei 
an einander grängente Seiten des Fuͤnfecks verbindet. 

‘ Eucl. XIV, 4, Lehnſ. 
Beweis. Da FD Lauf CE (fig. 143), fo ift 


| CE 3CE FS 3CE FD 
| FcE— |. FS -——- „oo . — 

A 2 2 3 2 6 
mithin FEDBAF — 5 . A FCE IE. , > 


— — — — e 


Vierter Abſchnitt. 


Von den Eigenſchaften der fpätern *) Vielecke in Beziehung 
auf ihre frübern, 





293. Lehrfab. Halbirt man die zu den Seiten eines in den 
Kreis befepriebenen regelmäßigen Vielecks (Fig. 143) gehörigen Yo: 


gen 
1) bilden die Sehnen diefer Hälften die Seiten eines neuen tes 
* Siehe 38. 








2 
4 
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getmäßigen Vielecks von doppelt fo viel Seiten, als das geges 

bene hat. “ 

2) Sjede Seite (JE) des fpätern Vielecks ſteht zu der hatben Seite 
(KE) des frühern in dem zweifach niedern Verhaͤltniß des Durchs 
meflers (BJ) zu dem Stuͤcke (BK) von ihm, welches Durch die 
Seite deg frühern Vieles abgefchnitten wird, 

3) Daſſelbe Verhättniß haben die Umfänge beider Vielede. 

4) Der Flächenraum des fpätern Vieles verhält fih zu dem des 

fruͤhern, wie der Halbmefler zum Perpenditel (CK) des frühern; 

oder 

5) wie die Seite (FE) des frühern zu der Senkrechten (FS) aus 

_ ihrem Endpuncte auf den: Radius, oder 

6) diefe Flähenräume ftehen In dem zweifach niedern Verhältniß 
des Durchmeſſers (TE) und des Stuͤcks (TS) von ihm, welches 
durch die vorhin genannte Senkrechte (FS) von ihm abgeſchnit⸗ 
ten wird. 5 
Beweis. Erfter Theil. Iſt von felbft Klar. 

Zweiter und dritter Theil. Nachdem FE in K halbirt und der 
Durchmeſſer BCKJ gezogen, aus 245 und der Achnlichteit der Dreies 
de JKE, JBE und KBE. | | 

Vierter Theil. Aus der Betrachtung, dag, wenn n die Anzahl 
der Seiten des gegebenen Vielecks bezeichnet, der Inhalt deſſelben 
ausgedrädt wird, durch 

" 2n. A KCHE 

und das zugehörige fpätere Viele? durch 

2n.A IJCE 

alfo, wenn man jenes durch V, diefes durch V’ beyeichnet, ift: 
V.:V”’=%n. AKCE:2n.AJCE 
—= A KCE: AJCE = CK: CC. 

Fünfter und fechfter Theil. Aus der Aehnlichkeit der Dreiede 

FSE und CEK ift BE | 
CK : CE oder CI =FS: EF= VTS: VTE,(209, uf. 3) 
affoV:V’—=FS: EF— VTS:V'E. 

Anmerkung. Der legte Theil unferes Sages ift das ſchoͤne Theorem, welches zuerit 
Hennert in dem 5ten Theile der Verhandlungen der Haarlemmer Geſellſchaft der Wil: 
ſenſchaften bekannt machte. 

Zuſ. 1. Der Umfang eines in den Kreis beſchriebenen Vielecks 
ift Heiner als der Umfang des zu ihm gehörigen fpätern Vielecks. 

Zuf. 2. Daſſelbe gilt von den Flaͤchenraͤumen zweier ſolchen 
Vielecke. 

Zuſ. 3. &EiEV:V”’=CK:CJ =CK: CE = FT: TE, 
d.h. ein in den Kreis befchriebenes Vieleck verhält fich zu feinem ſpaͤ⸗ 
tern, wie die Sehne des zur Seite des erftern gehörigen Supplemen⸗ 
tarbogens zum Kreisdurchmefler. 

Vieta opp. pag. 398. 

Zuf. 4. Aus unferm vorigen Zufag folgt wiederum, daß wenn 
man in einen Kreis ein beliebiges regelmäßiges Viele befchreibt, 
darauf fein fpäteres, zu diefem le&tern wieder das fpätere und auf 
dieſe Weife fortfährt, fo daß man z. B. mVielecke erhält, fo ver⸗ 
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haͤlt ſich der Flaͤchenraum des erſten zu dem des letzten (nten), wie 


das Produkt aller zu den Supplementarbogen der Seiten gehörigen 
Sehnen zur (n— Uten Potenz des Durchmeſſers. 

Diefer Sag iſt von Vieta (Opp. p. 399) und kann zur Beftim: 
mung des Blächenraumes vom Kreife mit großem Nusen gebraucht 
werden. | 

Zuf. 5. Nach dem vierten Theile unferes Sages kann man den 
Ftaͤchenraum eines Vieles durch Hälfe eines andern, das halb fo 
viel Seiten hat, alfo den Inhalt eines fpätern Vielecks durch Huͤlfe 
bes zugehörigen frähern berechnen. 


Da alsdann der Gebrauch der Zahlen nöthig wird, fo muß man . 


auf das achten, was wir früher (203, Anmerkung 5) darüber gefagt 
haben. 

Bedient man fich der früher angegebenen Ausdräde, fo ift die 
Zahl, weiche den Inhalt des frühern Vieles darfiellt = 2n. 
ACKE =n.CK.KE, alfo, bezeichnet man das fpätere Viele! mit 
V’, fo if | 
V’:n.CcK.KE=cCl: ck 


mithin | 
V = n.CK.KE.C) — I = (wenn J=1) = we 





woraus der bemerfenswerthe Satz Ludolf's van Ceulen (in ſeiner. 
Schrift uͤber den Kreis), der auch bei Snellius prop. 3 ſich findet, 


folge, naͤmlich: Multiplicirt man die Seite eines in den Kreis, deſ⸗ 
fen Halbmeſſer der Einheit gleich gefegt wird, befchriebenen Vielecks, 
mit der halben Anzahl feiner Seiten, fo erhält man den Inhalt des 
in eben diefen Kreis befchriebenen Vielecks von doppelt fo großer Sei; 
tenzahl. 

Siehe hierüber L. G. IV, 13. 

Zuf. 6 Da der Inhalt des ſpaͤtern Vielecks — 


ift, fo iſt alfo ein Vieleck gleichflächig einem Dreiecke, defien Höhe 


n.FE.cC) 


gleich dem Radius und deſſen Srundlinie gleich dem Umfange des _ 


Vieles ift, das halb fo viel Seiten als das gegebene hat. 


Diefer wichtige Satz findet fi bei Huygens im Beweife des 
Tten Saßes feiner Schrift: de vera circuli magnitudine. 
Zuſ. 7. Daher verhält fih der Inhalt des Sechsecks zu dem 
des Dreiecks wie CF : CX (Fig. 142) = 2: 1 (286) d. h. das Sechs⸗ 
eck ift doppelt fo groß als das Dreieck, Dieß ift der 5te Satz bei 
Snellius. 

Zuſ. 8. Der Flaͤchenraum eines Zwoͤlfecks wird daher dargeſtellt 
durch das Produkt aus dem Sechsfachen des halben Radius in den 
ganzen Radius d. h. durch das dreifache Quadrat deſſelben; das Zwoͤlf⸗ 
ect ift alfo fo groß als das Quadrat der Dreiedsfeite (287). 

Der erſte Theil unferes Satzes ift bei Snellius der Gte, der 
zweite dagegen fein Ater. 


Zuf. 9. Aussdem vorigen Zufag verbunden mit-258 ergiebt fih 


ln 
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wiederum, daß das Zwoͤlfeck fi zum Quadrate in dem Kreis verhält 
wie 3:2, und zum Quadrat des Durchmeflers wie 3:4. 

294. Lehrfag. Das Quadrat der Seite (FE Fig. 141) eines 
in den Kreis befchriebenen Vielecks verhält fih zum Mittelpunctsdreiedt 
(FCJ) des in eben diefen Kreis befchriebenen Vielecks von doppelt fo 
großer Seitenzahl, wie die halbe Seite (KE) des erftern zum achten 
Theile des Radius. 

Beweis. A JE: A CKE =CJ: CK 

A CIE: CKKE CI: CK 
ACE:L KE=(C:1 
A CHE:KE,—=(CJ:2KE (155, duf. 9) 
alfo FE, : ACIEE—=KE:} C. 

Anmerkung. Dieß ift der artige Sas, den Hennert an dem vorbin angeführten 
Drte p- 245 mittheilt, und den wir bier Pürzer bewiefen haben, 

Zuſ. A CIE: C, = 4 KE: CJ 


d. h. das Mittelpunctsdreied eines Vielecks verhält fich zum Quadrat 


des Radius, wie der vierte Theil der Seite des Vielecks von halb 


fo großer Seitenzahl zum Radius. 
Hennert p. 255. 


295. Lehr ſatz. Beſchreibt man in einen Kreis ein belichiges 


"regelmäßiges Vieleck (EFABDE Fig. 143) und auch das zu ihm gehoͤ⸗ 


rige fpätere (EJFtA ıc.), fo ift die Seite des letztern die mittlere Pros 
portionale zwifchen dem Radius und dem Ueberſchuß (QE) des Durch: 


meſſers (TE) über die Sehne (FT), die zum Supplementarbogen 


(FtaT der Seite (FE) des andern Vielecks gehört. 

Vorbereitung. Ziehe Cb L auf JE, welche KE in O ſchneidet; 

dann JOP nach CE, und befchreibe aus T mit TF den Bogen FQ, fo 
daß TQO=TF, und daher QE = TE — TF. 
Beweis. 1) JO=OE (51, rZuſ. 5). 2 A CJIO®DA CEO, 
alfo W. CIO— CEO, daher 3) A KIOD A OEB, alfo ®. OPE 
ein Rechter; und JOP | auf CE; daher 4) ACKOD A CPO, 
und. CK — CP, und daraus endlih 5) weil A CKE v AEFT if, 
CK —=14 FT = CP. 


Dieß vorausgeſchickt, if nun, weil A TEI vw A JPE, 
JE P 


== TE, 
— TE,(CE — CP) 
‚, = TE.(CE — 3 FT) 


— TE, en 
$ TE.(TE — FT) 
CE,QE. 


Anmerkung. Man findet dieſen Sas bei Snelius (pr. 1) und ſchon bei Ptolc- 
mäus (Almag. I, 9), aber auf feigende Weile audgedrüdt : 


1 


= JE ı 


:E = E 
allein PE = 4 (TE — TF) = $QE. 
Zuſ. Man hat daher auch 
- JE) = 4 TEXTE — TF), 
alfo, weil 
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IT, = — TEN — 4 TE.(TE — TF) 
= TE,TE — 41 TEATE — TF) 
— 4 TE.(TE TF). 

Diefe Erweiterung unferes Satzes, welche bei der Beſtimmung des 
Flaͤchenraums der Vielecke fo wefentlichen Mugen leiftet, fand Snel⸗ 
lius; man kann fie in Worten fo ausfprehen: Das Quadrat der 
Sehne, welche zu dem Supplementarbogen der Seite eines beliebis 
gen Vielecks gehört, ift gleich dem Rechter aus dem Halbmeſſer und 
der Summe des Durchmeſſers und der Schne des Supplementarbos 
gens, der zu der Seite des Vieles von halb fo großer Seitenzahl 
ehoͤrt. 

9 Berk Anmerkung 2. Diefer unfer Sat und fein Zufag leiften weſentliche Dienfte, um 
mit Leichtigkeit die Umfänge von Bieleden zu berechnen, die man dadurch erhält, daß 
man die Anzahl der Seiten des zuleßt berechneten verdoppelt, Iſt 3. B. das Schöed 
gegeben, fo berechnet man zuerft durch Hülfe des Hauptſatzes die Seite des Zwölfecks; 
elödann dur Hülfe des Zufages die Sehne des Supplementarbogens, der zur Seite deö 
Zwoͤlfecks gehört; alsdann wiederum durch Anwendung des Hauptfages die Seite des 
Vierundzwanzigecks u. |. m. Die audzuführenden Rechnungen kehren immer in unun- 
terbrochener Ordnung wieder; wie man dieß bei Snelius und au bei Montucla de la 
— du cercle p. 52 ſehen Tann. 


296. Lehrfag. Fällt man aus dem Mittelpuncte (C $ig. 143) 
eines Kreifes Senkrechte (CI, CL) auf zwei an einander grängende 
®eiten (NG, Ga) eines um denfelben befchriebenen regelmäßigen Viel⸗ 
ecks (NGa ⁊c.), zieht darauf einen Halbmeſſer (CEG) nad; dem Durchs 
ſchnittspuncte (G) eben jener beiden Seiten, und halbirt endlich die 
Winkel (ECI und ECL), welche derfelbe mit den genannten beiden 
Senkrechten bildet, durdy die Geraden CX und CY, welche die Vielecks⸗ 
feiten (in X, undY) fchneiden, fo finden folgende "Beziehungen Statt: 

1) Die Gerade XY, welche die Durchfchnittspuncte der Winkelhal⸗ 
birenden mit den Vielecksſeiten verbindet, ift die Seite des um 
den Kreis befchriebenen regelmäßigen Vieles , welches doppelt 
ſo viel Seiten hat, als das gegebene. 


2) Die Seite des neuen Vielecks verhaͤlt ſich zu der des gegebenen, 
wie der Halbmeſſer (CI) des innern Kreifes für das leßtere Viels 
et zur Summe der Halbmeffer (CI + c6) des innern und dus 
Bern Kreifes. 

3) Die Umfänge beider Vielecke verhalten fi & wie der Durchmef; 
fer des innern Kreifes für das gegebene Viele zue Summe der 
Halbmeſſer des innern und aͤußern Kreifes. 


4) Die Flächenräume beider Vielecke ſtehen in eben dieſem Br 
hältniffe. 
Beweis, 
Erfier Theil. ACIXKM ACLY, daher CX = CY, IX=LY, 


daher auch GX = GY, mithin CG L auf XY, und —* weil 


CE — CI, herähtt XY den Kreis in E; und iſt XESE XS, fo wie 
YE = YL. 
Zweiter Theil. VX :XE=CV:CE (206) 
| | VE:XE=c(V 4 CE: CE 
VU:XY=cV-+CE:CE 


v 


26 
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Dritter Theil. Bezeichnet U den Umfang des gegebenen, U’ 
ven des neuen Vielecks, fo ift 
U:U'=n.VU:%2n.XY 
— VU: 2 XY 
=(CV-+CE:?2CE. 

Vierter Theil. Aus 224 verbunden damit, daß Hier die Der 
pendikel beider Vielecke gleich dem Halbmeſſer des innern Kreifes find. 

Zuf. 1. Die Seite eines um den Kreis befchriebenen Vieles 
ift Heiner als die Seite des gleichfalls umfchriebenen Vielecks von 
halb fo großer Seitenzahl. 

Zuſ. 2. Sowohl die Umfänge. als die Stächenräume find gleichs 
falls kleiner als die Umfänge und Slähenräume der umfchriebenen 
Vielecke von halb fo großer Seitenzahl. 

Zuſ. 3. Die Seite eines um den Kreis Hefchriebenen Vieles 
verhält fih zur Seite des Vieles, das in den Kreis befchrieben und 
Halb fo viel Seiten als das erftere hat, wie der Rreishalbmeiler zur 
u des Halbmeflers und Perpenditels v von dem eingeſchriebenen 

iele 


Beweis. 
xX:JG=(C):CI 06 =CK:CK-+ CE 
aber IG : KE == CI : CK 


IX: KE=cCJ: CK 4 CE (155) = XV: FE. 
Siche hierüber L. G. IV, 14. 


Zuſ. 4. Daher verhält fich die Seite des um den Kreis beſchrie⸗ | 


benen Sechsecks zur Seite des eingefchriebenen Dreiecks wier: +7 


(286) d. i. wie 2:3. 
Snellius pr. 7. 

297. Lehrf ab. Jedes Vieleck in den Kreis die mittlere 
Proportionatflähe zwifchen dem innern und äußern Vieleck eben dies 
fes Kreifes von halb fo großer Seitenzahl; und jedes Vieleck um 
den Kreis iſt die harmonifche Mittelfläche zwifchen dem ihm ähnlichen 
eingefchriebenen Viele und dem umfchriebenen Vieleck von halb fo 
viel Seiten. 

Snellius pr. 9 für den erften Theil. 
'Saurin Mem. de l’Acad. 1723 p. 10. für den zweiten Theil, 

Erfter Theil. Worbereitung. Iſt JE (Fig. 143) die Seite des 
gegebenen Vielecks, fo find FE und NG die Seiten des innern und 
äußern Vielecks von halb fo großer Seitenzahl; diefe drei Vielece 


- verhalten fih daher wie 2 A ICE: A FCE : A NCG = A JCE: 


A KCE : A JCG. 


Beweis. AKCE: A CE = KQ : JP 
== CK: CJ 
= CE: (CG 
A JCE: AJCG = KE: JG = CE: CG 
afo AKCE: AJICE= A ICE: A JCG x. 
Zweiter Theil. Vorbereitung. Sind NG und FE die Seiten 


ABER: 
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der beiden aͤhnlichen Vielecke um und in den Kreis, ſo if tL =FD 
die Seite des innern Vieles von halb fo viel Seiten, und, vers 
längert man CL bis zum Durchſchnitt mit der verlängerten Tangente 
NIG, fo ift JH die halbe Seite des äußern Vielecks von der halben 
Seitenzahl; daher verhalten ſich die Vielecke über NG, FE und dem 
Doppelten von JH, 
wie ACNG:: AFCE: AJCH, oder weil A: ION — ALCG, und 
AJCZ = A FOE 
JCLG : A JCL:: A JCH. 
Da nun (174) drei Größen harmoniſch proportionirt find, wenn. fich 
die erfte zur dritten wie der Unterfchied der beiden eriten zum Unter: 
fchiede der beiden Iebten verhält, fo ift zu beweifen, daß 
A JCL: A JCH = JCLG — A JCL: A JCH — JCLG 
A JCL: A JCH = A JGL : A GLH ift. 
Beweitl. AJCL: AJCH=CL:CH=CJ: CH 
AJGL: AGHL=JG: GH = CJ: CH (417) x. 
Anmerfung. So ift alfo 3, B. das Sechseck in den Kreid die mittlere Proportio- 
nalflaͤche zwiſchen dem äußern und innern Dreiedz und das Sechseck um den Kreis bie 
harmoniſche Mittelflaͤche zwiſchen dem Schöed in und dem Dreied um den Kreis. 
298. Lehrfag. Beſchreibt man in einen beliebigen Kreisab⸗ 
ſchnitt (FIELD Fig. 143) ein gleichſchenkeliges Dreieck (FED) und in 
die durch deſſen Schenkel gebildeten Kreisabfchnitte wiederum. gleich 
fchentelige Dreiede (FJE, ELD), fo ift die vierfahe Summe diefer 
beiden letztern ſtets größer als das erftere. 
Huygens de vera circuli magnitud. pr. 1. 
Vorbereitung: ZieheJL, und dann EC | aufJL, woraus folgt, 
daß FE = ED — JL und N JEL= AELD=A FJE. 
Beweis. FE, : JE, = ES: EP (254), 
aber FJ = JE, und FJ + JE FE, alfo 2JE > FE 
und darım FE, : IE. < 4: 1, alſo auch 


ES : EP<4: 
Ehen fo FD: JL < 2:1 
alfo ES. FD: EP.JL <8:1 


- Beil nun 


AFED: AJEL=ES.FD:EP. IL, 
fo ift au | | 
A FED: "A JEL <8: 
AFED: AJEF+A ID. : 1. 

999. Lehrſatz. Beſchreibt man in einen Kreisabfchnitt (JEL 
Fig. 143), welcher kleiner als der Halbkreis ift, ein gleichſchenkeli⸗ 
ges Dreieck (JEL) und über derſelben Grundlinie (IL) ein zweites 
(IGL), deflen Schenkel Tangenten an den Kreis find, fo ſchneidet 
die Tangente (XEY), welde man durch die Spige (E) des erſt 
Dreiecks zieht, von dem zweiten (IGL) ſtets ein Dreieck (XGY) ab, 
welches größer ift, als die Hälfte jenes erſtern JJEL). 

Huygens de v. c. m. pr. 2. 

Vorbereitung. Ziehe den Halbmefler CE, der verlängert durch 
G gehen und ſenkrecht auf 11 ſtehen muß (51, Zuſ. 5). 


- org 


n.(n — 


1 
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Beweis, A JGL:: A JEL = PG : EP (201) 
j —J6:JX 


A XGY :: AJGL = 6X, : JG, (205) 
A XGY : AJEL = 6X, : JG JX 
aber GX > JX und > 4-GJ (296, Zuf. 1) 
alfo GX, > 4 IX,JG, 
und darum A GXY > 4 A JEL. 


Fuͤnfter Abſchnitt. 


Von den Vielecken, welche durch Diagonalen gegebener 
Vielecke gebildet werden. 





300. Lehrſatz. In jedem Vieleck (Fig. 161) laſſen ſich fo viel 


Diagonalen d. h. gerade Linien, die zwei Ecken der Figur verbinden, 


ohne mit einer feiner Seiten zufammen zu fallen, ziehen als die Zahl 
3) Einheiten Hat, wenn n die Anzahl der Ecken der Fi⸗ 


gur bezeichnet. 


Lexell Novi Commentarii Acad. Petr. XIX, p. 231. 
Beweis. Giebt es, wie wir angenommen haben, in der Figur 
n Eden, alfo außer der einen A noch n — 1, fo laffen ſich von die 


fer nach den Übrigen offenbar n — 1 verfchiedene Linien ziehen, wie 


AB, AE, AF:c.; von der zweiten Ede B aus laffen fih nurn —2 
von einander und von den vorigen verfchiedene Linien ziehen, denn 
außer der Ecke B feldft fällt auch die Ecke A, als fhon mit B verbuns 
den, weg. „Auf Ähnliche Weife überzeugt man fich, daß aus der drit; 
ten Ecke n — 3, aus der vierten n — 4 verfchiedene Linien gezogen 
werden können, und fo fort bis man zur vorlesten Ecke gelangt, aus 
der fh nurnoch eine einzige Linie ziehen läßt. Die Summe aller 
Linien ift alfo: 


n—1-+n—?2?-+n—3 +... +?2+41= aD (173) 


Aber unter diefer Zahl find auch die n Seiten begriffen, alfo die Men: 


ge der Diagonalen iſt 


.n.0m— 1) _ n.(n—41)—2n n.(n —3)*) 


n peu — — —— — —— — — — — — ——— — — — 


2 2 | {2 
Zuf. 1. Man kann daher die von derfelben Ecke (A) auslaufen: 


den Diagonalen, als erfte, zweite, dritte ꝛc. von einander unterfchel: 


— — 


KU 


r 
nach den — n—1 verfchiedene Linien aiehen % atfo zwiſchen alten Eden Überhaupt 
e 





y 


ganz zufammen, wirklich verfchiedener Linien find alſo nur a. ——, aiſd Diago⸗ 
nalen — -ı= — . Anm. des Ueberſ. 
. 9. Swinden Geometrie. | 13 
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den, je nachdem fie nach der zweiten CD), britten (E), vierten CF) 
ıc. fpätern Ecke in Beziehung auf die gemeinfchaftliche gezogen find. 

Zuf. 2. IR das Vieleck regelmäßig und in einen Kreis befchries 
ben, fo bildet jede Seite mit der erften, zweiten, dritten ıc. der von 
ihrem Ende auslaufenden Diagonaten Winkel, die als Peripherie: 
winkel auf dem Einfahen, Doppelten, Dreifachen ꝛc. des zur Viels 
ecksſeite gehörigen Bogens ftehen, mithin einzeln gleich einem, zwei, 
drei ıc. halben Eentriwinteln find d. h. jede Seite bilder mit ihrer 
mten Diagonale einen Winkel = | 


nr (1 10, Zuſ. 


Dieſer Winkel iſt alſo ein Rechter, wenn 2 — 1, oder m; 


Zuſ. 3. Die Winkel, weldhe zwei auf einanderfolgende Diagos 
nalen (z. V. AD und AE) mit einander bilden, find immer der Größe 


nach Halbe Eentriwintel, alfo = 2, Da nun der Winkel, den 


n — 2 
- . 2R 





zwei an einander graͤnzende Seiten mit einander bilden, 


iſt (110, Zuſ. 1), ſo wird der Winkel, welchen zwei von derſelben 


Ede auslaufende Diagonalen, von denen die eine die mte, die andere, 
von der andern Seite aus gerechnet, die rte iſt, bilden 


PZ2 Ze, gr IetrtD. on 
Damit alfo ein folcher Winkel ein echter fei, muß -err-tD 
= 4, oder 


n — 4 | 
— =m-Htr 





fein. 

Zuf. 4. Iſt eine Diagonale die rte unter den von einer Ede 
auslaufenden, fo umfpannt fie auf der Seite, von der aus man zählt 
und auf welcher die Wielecksfeite liegt, von deren Endpuncte fie auss 
läuft, rt 1 Vielecksſeiten, — die erfte Diagonale naͤmlich umfpannt 


zwei, die zweite drei u. fr fe, — alfo auf der andern Seite umfpannt 


fin — r — 1 Seiten. 
- Zuf. 5. Wenn daber n eine gerade Zahl und 
n—r—1l1=r 1 


oder — 21 +2 


n — 2 
* 7 


iſt, ſo geht die rte Diagonale durch den Mittelpunct, man kann zwi⸗ 
ſchen dieſer Seite und dem Mittelpuncte feine Diagonale von boͤhe⸗ 
vem Range ziehen und alle von den einzelnen Ecken auslaufenden rten 
Diagonaten fchueiden fid) im Mittelpuncte. | 

Iſt dagegen, wenn n, wie vorher, eine. gerade Zahl, r < 
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— 2, ſo ſind die rten Diagonalen von einem niederern Range als 





die durch den Mittelpunet gehenden, fchneiden fich daher außerhalb 


des Mittelpunctes und bilden dadurch perſcht dene Vielecke. 
n— 








Die Diagonalen von dem Range — 2_ 1 oder —4 find 


die höchften, die fich außerhalb des Mittelpunctes fchneiden. 
Zuſ. 6. Sf n eine ungerade Zaht, fo kann feine Diagonale 
durch den Mittelpunet gehen (114) alfo auch nicht die rte, die, wie 
wir wiffen, auf der einen Seite r 4 1 und auf der andeenn —r 
— 1 Vielecksſeiten umſpannt. Iſt nun diefe rte Diagonale die hoͤchſte, 
| - fo wird ihre nächfie Nachfolgerinn, die alfo von ihr blos durch eine 
| Vielecksſeite getrennt ift, nach der entgegengefegten Richtung Hin 
| gleichfalls r + 1 Seiten umfpannen; die Anzahl aller Vielecksfeiten 
| wird alſo 1 + r + 1 +12. 2Qr + 3 fen; und mit 


bin iſt die _ > Ste Diagonale die hoͤchſte unter denen, die ſich zwi⸗ 


fchen einer Seite und dem Mittelpuncte ziehen laflen, wenn n unge 
rade ift. 
301. Lehrfas. Zieht man in einem regelmäßigen ned alle 
Diagonalen, fo finden folgende Beziehungen Statt: 
1) bilden diefe durch ihre gegenfeitigen Durchfchnitte innerhalb def; 
felben fo viele neue dem gegebenen ähnliche Vielecke, als die 


Zahl _ 


| — Einheiten hat, wenn n gerade iſt. 








> 3 Einheiten hat, wenn n ungerade, oder fo viel 


2) Die neuen Vielecke alle Haben mit dem Urvieleck einen gemeins 
ſchaftlichen Mittelpunct; nicht dieſelbe völlige Webereinftimmung 
finder aber in Hinficht ihrer Lage Start. Das erfte derfelben 
fteht nämlich in Beziehung auf das Urvieleck verkehrt, das zweite 
dagegen gerade, das dritte wiederum verkehrt, dag vierte gerade 
ıc., fo daß, wenn n gerade iſt, jede zwei Gegenecken des Ur⸗ 
vielecds verbindende Gerade abwechfelnd entweder zwei Gegen⸗ 
feiten des neuen Vielecks unter rechten Winkeln halbirt, oder 
gleichfalls durch zwei Gegenecken deſſelben hindurchgeht, und 


wenn n ungerade iſt, jede Gerade, welche eine Ecke des Urviel⸗ 


es mit dem Halbirungspuncte der Segenfeite verbindet, auch 
ftets durch eine Ede und den Halbirungspunct ihrer Gegenfeite 
im neuen Vielecke hindurchgeht. 

3) Die erfien Vielecke werden durch die erften von den Eden auss 


laufenden Diagonalen gebildet, die zweiten durch die zweiten ıc. 
Beiſpiele. Kür dag Sechseck (Fig. 80) iſt n — 4 = 1, 6 


wird ein Sechseck PORSTU innerhalb des gegebenen ABDEFG ges 
bilder. 





13 * 


. 
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Fuͤr das Fuͤnfeck (Fig. 79) ift _ 78 == 1; es wird ein Fünfs 
ed ONVXY innerhalb des gegebenen gebildet. 

Für das Zehneck (Fig. 161) iſt _ — = 3; innerhalb des 
Zehneds ABDEFHIKLG entftehen drei neue Zehnede, nämlich: 
PQRSTVXYZU, abcdefghik, und Imnopgrstu. . 

Ferner geht in Fig. 161 der Durchmeſſer BCJ, ‚durch die Ecken 
c und lb des zweiten ‚der neuen Zehnecke, während er unter rechten 
Winkeln zwei Gegenfeiten halbirt, ſowohl in dem erften Viele, naͤm⸗ 
lich die Seiten PQ und XV, als auch in dem dritten, die Seiten mn 
und ıs. Aber in dem Fuͤnfeck (Fig. 80) geht derfelbe Durchmeſſer, 
der eine Ecke mit dem Halbirungspuncte der Gegenfeite in dem Ur⸗ 
vielecke verbindet, auch durch eine Ecke und den Halbirungspunct ih» 








ver Begenfeite in dem neuen Vieleck. 
Beweis. Erfter Theil. Der Rangordnungen für die hier in 


n—3 


Betracht kommenden Diagonalen find fo viele als die Zahl 2 oder 





— Einheiten Hat, je nachdem m ungerade oder gerade iſt (300, 
Zuf. 6 und 5). 
Aber jede zu derfelden Nangordnung ‚gehörige Diagonalenreihe 


bildet ein Viele, und zwar von fo viel Seiten als diefe Diagonas 


lenreihe Glieder zähle d. h. von fo viel als das Urvieleck Seiten Hat, 


da von jeder Ede eine folhe Diagonale ausläuft. 


Demnach werben > oder. — 5 


hen.je nachdem n ungerade oder gerade ift. 
Alte diefe Vielecde find regelmäßig, da, wie von ſelbſt einleuchs 
tet (Fig. 80 und 161) A ABQD ANDE, AABPD ADRE«. 
Zweiter Theil. Da A BQD (Fig. 80) gleichfchentelig ift, fo 


4 ſolcher Vielecke entftes 





liegt der Punct Q auf der Senkrechten, die man auf BD im Halbi⸗ 
rungspuncte errichtet, und folglich durch den Mittelpunct geht, alfo 


W. POC =RRC, und A PCQ DD COR, mithin PC = CQ = CR 
ꝛc. d. h. C ift der Mittelpunet diefes Vieles; und fo für die Übris 
‚gen; woraus das Übrige des zweiten Theites folgt. 

‚Dritter Theil. Der dritte Theil unferes Sages iſt für füch ar. 
| Zuf. 1. Iſt die Anzahl der Seiten des Vielecks ungerade, fo tras 
gen alle Diagonalen zur Bildung der neuen Vielecke bei; bei gerader 
Seitenzahl dagegen nur diejenigen, die nicht durch den Mittelpunct ges 
hen, die alfo nicht zwei Gegenecken verbinden. Die Zahl der durch 


den Mittelpunct gehenden ift 5. alfo im Sechseck (Fig. 80) drei, 
AE, BF, DG, im Zehneck (Fig. 161) fünf, AH, BJ, DK, EL, FG. 


Zuſ. 2. Es ift nicht möglich, die-Beiten und Perpendikel für 
alle Die neuen Vielecke unter einander und gegen das Urvieleck zu bes 


u 








ST Tg hen, — 
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fimmen, wenn man nicht das zu Huͤlfe nimmt, was wir im VIII. 
Buche über die Sinuffe beibringen werden. 

Es ift nämlich (Fig. 161), wenn die Anzahl der Seiten gerade 
ift, und der Mittelpunctswinfel mit w bezeichnet wird, die Senkrechte 
Cz ber Sinus des Winkels EGF =} w; die Senkrechte Ca der Sinus 
des Winkels DGF = 2 w; die Sentrechte CB der Sinus des Wins 
kels BGF —= 3 w, und Cy ift der Eofinus von W. GCy=Lw 

Detrachten wir nun das innerfte Vieleck als das erfte, und die 
übrigen der Reihe nach von innen nach außen fich folgenden, als das 
zweite, dritte, vierte 2c. ; bezeichnen die Höhenperpendikel derfelben 
der Reihe nad) mit p,, Pa» Ps Pa- % das Höhenperpendikel des Ur⸗ 
vieeg⸗ mit ſo haben wir: 

:p=sin} w:sinw:sin$: sindw....:coskw. 


Rn Dagegen ve Seitenzapt ungerade, fo ift 
EGE=JECH=}ECH= 7 


alſo BGF = 3 EGF = en ſ. f., alfo 


W 3w . Aw w 
Pı:Pa:Ps:: ep=änz:sin 7* sin T—...: 0082 


Die Seiten und Umfänge unferer Vielece ftehen in eben diefem Vers 


bältniffe (278 und 223). 
Zuf. 3. Iſt die Anzahl der Seiten gerade, fo wird das innerfte 
d. h. das dem Mittelpunete nächfte Vieleck durch die Diagonalen von 


dem Range — gebildet (300, Zuſ. 5). Die Diagonale (AF) 
bildet alfo mit der Seite (AB), aus deren Endpuncte fie ausläuft, eis 
nen Winkel von der Größe 
a—-% — 4) 2R 2 R — n — 4 
aan nm 
Da nun zwei an einander gränzende Seiten (AB, AG) einen Wintel 


mit einander bilden, der = 2 . 2 R (110, Zuf. 1), fo ift die 


Größe des Winkels, welche die Diagonale mit der andern Seite (AG) 
bildet, offenbar 


2-2 oRr— —. R=R 





. R 








n 
d. h. die Diagonalen, welche das innerſte Vieleck bilden, ftehen fent- 


vecht auf den Segenfeiten, deren Endpuncte fie verbinden; dieſes 
Vieleck ift alfo kein’ anderes als dasjenige, von welchem oben in 113 
und in 283, Zuf. 7 die Rede war, und welches, wie Du Fay zuerft “ 
gezeigt hat, dem Ueberſchuß des umfchriebenen über das eingefchries 
bene Vieleck gleich ift. 

Diefelde Folgerung kann man auch aus dem vorigen Zufage her 
leiten. Denn ihm zufolge iſt das Perpendikel des innerjten Vielecks 
gleich. dem Sinus des halben Mittelpunctswintels, alſo gleich der 


— 
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halben Schne des ganzen Eentriwintels d. 5. gleich der halben Seite 
des Urvielecks. 

302. Lehrſatz. Kat ein regelmäßiges Vieleck (Fig. SO und 
161) eine gerade Seitenzahl, und man verbindet je zwei an einander 
grängende Seiten durch Diagonalen, oder mit andern Worten, zieht 
nıan alle Diagonalen des niedrigften Ranges, fo entfiehen dadurch 
zwei regelmäßige und congruente Vielecke, von denen jedes halb fo 
viel Seiten hat als das gegebene. _ no. 


Beifpiele. Im Sechseck (Fig. 80) entfiehen die beiden gleichs 
feitigen Dreiede AUF, BEG. 

Sm Zehneck (Fig. 161) die beiden Fuͤnfecke ADFILA und 
GBEHKG. 

Beweis. Betrachtet man eine Ede 3. B. B als die erfte, fo 
entfteht offenbar ein Vieleck von der angegebenen Befchaffenheit, ins 
dem man diefe erfte Ecke mit der dritten E, diefe mit der fünften H 
u. f. f. und endlich. die vorlegte mit der erften verbindet. Um das 
zweite der genannten Vielecke zn erhalten, verbinder man die zweite 
Ecke D mit der vierten F, diefe mit der fechiten J u. ſ. f. endlich die 
legte mit der zweiten. 


Aber mehr als zwei folher Vielecke zu erhalten, ift auch nicht 
möglich. Denn wollte man 3. B. die dritte Ecke mit der fünften, 
diefe mit der fiebenten ꝛtc. verbinden, fo erhielt man nichts anders ale 
Seiten des erften Vieles, fo wie die Verbindungen zwifchen der 
vierten und fechfien, zwifchen diefer und der achten ıc. Seiten des 
zweiten Vielecks geben. 

Anmerfung 1. Der Grund für die Zolgerung, daß das Vieleck eine gerade Sei⸗ 
tenzaht haben müffe, ift von felbft Far. 

Zuf. 1. Die Seiten unferer beiden Vielecke fallen in ihrer 
Richtung zufammen mit den Seiten des erflen innern Vielecks 
PORSTVXYZU, von weldhem in 301 die Rede war, fo nämlich, daß 
die erfte, dritte, fühfte ꝛe. Seite deffelben zu den Seiten des crften, 
die zweite, vierte, fechfte 20. Seite dagegen zu den Seiten des zweis 
ten Vielecks gehören. 

Zuf. . Die Seiten unferer beiden Vielecke kann man daher 
als bloße Nerlängerungen der Seiten des innern Vieles, und ihre 
Winkel dadurch entflanden betrachten, daß man abwecfelnd alle Seis 
ten von gerader Stellenzahl und alle von ungerader bis zum gegenfeis 
tigen Durchſchnitt verlängert hat. 

Zuſ. 3. Man kann aus jedem der innern Vielecke, die auf die 
in (301) angegebene Weife entftanden find, durch Verlängerung feiner 
Seiten zwei regelmäßige und congruente Vielecke von halb fo großer 
Seitenzahl, als die des Urvielecks erhatten. Die Seiten aller diefer fo 
entflandenen Bielecfe fallen alfo in ihrer Richtung mit Diagonalen zus 
fammen und zwar mit Diagonalen der fo vielten Rangordnung, das 
jo vielte in der Reihe der innern Wielecfe dasjenige iſt, deffen Sei⸗ 
ten man verlängert bat. | 

Auf. 4. Der Winkel, welchen die erfte Diagonale mit der rien 
von derſelben Winkelfpige auslaufenden bilder, iſt 
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I or 
n 


Damit alfo diefer Winkel ein rechter ift, muß 
2cr—N- 
nn 


—=1 
oder r „42 fein. Die erfie Diagonale iſt aber in unferm 
Falle die Seite des neuen Vieles, auf diefer ſteht alſo die * 
Diagonale ſenkrecht; oder fuͤr ſie iſt dieſe Diagonale als ein in ihrem 
Endpuncte errichtetes Perpendikel zu betrachten. 

Zuſ. 5. Iſt die Anzahl der Seiten des Urvielecks keine doppelt 
gerade Zahl, das neue Vieleck alſo von ungerader Seitenzahl, wie 


te 





5 ©. in Fig. 161 das Sünfe.GBEHK, fo wird die "tr, (für 
das Zehneck alfo die 6te GI) Diagonale des Urvieleds die Senkrechte 


auf der Seite des neuen Vieles fein, welche zur Bildung des innern 
Vieles (OESIAP) beiträgt, von dem wir früher in 113 und 283, 


Zuf. 7 gehandelt haben, und welches dem Flaͤchenunterſchled zwifchen 


dem um und dem in den Kreis befchriebenen Vieleck von ungerader 
Seitenzahl gleich if. U 

Dag aber aus einer Ede ſich n — 3 Diagonalen ziehen laſſen, 
ſo ſind von der ien bis zur letzten nd n — 3 — 22 


| 2 
= übrig. Zaͤhlt man alfo, wie wir dieß bisher gethan has 


ben, nach der andern Seite (von G nad L, K x.) bin, fo ift uns 
fere in Rede ftehende Diagonale die (Z- + 1), dv. i. die 


_ 7 —* Beſchreibt man demnach um ein regelmaͤßiges Vieleck 
von ungerader Seitenzahl einen Kreis, und darauf durch Halbis 
rung der zu feinen Seiten gehörigen Bogen ein zweites von doppelt _ 


jo viel Seiten, fo bilden die N 


neuen Vieleck ein demfelben ähnliches, deflen Seiten verlängert zwei 
Vielecke erzeugen, die dem Urvieleck ähnlich, unter einander con: 
gruent, und an Inhalt gleich dem Unterfchiede zwifchen dem Urvieleck 
und dem ihm ähnlichen um den Kreis befchriebenen, wie wir oben 
nach dem Vorgange von Du Fay gezeigt haben. 
Anmerfung 2. Man fieht hieraus, wie das Du Fay'ſche Theorem für die unge 
geraden Bielede d. i. für die Bielede von ungerader Seitenzahl in der That nur ein 
Zuſatz zu feinem Sage für Vielecke von gerader Seitenzahl iftz und daß es blos darauf 
ankömmt, innerhalb des gegebenen Vielecks nicht, wie bei geraden, blos ein neues Biete 
zu bilden, fondern zwei, von denen jedes die angegebenen Eigenjchaften bat, Ja da in 
Bieleden von gerader Seitenzahl die Geraden, welche ihre (parallelen) Gegenfeiten ver: 
binden, auf denfelben ftets ſenkrecht fteben, fo Tann man beide Säße in einen einzigen 
zufammen ziehen und diefen allgemeinen Sas fo ausſprechen: Errichtet man auf jeder 








6 ten Diagonalen in biefem 








| 200 Echtes Bud. Zünfter Abſchnitt. 


Seite eined regelmäßigen Vielecks in ihren Endpuncten Perpendifel, fo bilden die Durch⸗ 
ſchnittspuncte derfeiben die Eden eined neuen dem gegebenen ähnlichen Vielecks wenn 
dad Urvieleck von gerader Seitenzahl ift, zwei folder, einander congruenter , Bielede 
entftchen wenn die Seitenzahl ungerade ift. 


Anmerkung 3. 5 verfteht fi von felbft, daß man jedes der neuen Vielecke durch 
Diagonalen wicderum zerlegen kann. 

303. Lehrſatz. Verlaͤngert man jede Seite eines regelmäfis 
gen Vielecks über beide Endpuncte hinaus und verbindet fämmtliche 
Duchfchnittspuncte diefer Verlängerungen unter einander , fo entfte: 
ben neue regelmäßige, dem gegebenen Ähnliche und mit ihm um den⸗ 
felben Mittelpunet befchriebene Vielecke und zwar beträgt die Anzahl 


derfelben n — 4 für eine gerade, und — für eine ungerade 
Seitenzahl des Vielecks. 


Beifpiele. Für das Fuͤnfeck ONVXY (Fig. 79) erhält man durch 
Verlängerung der Seiten die Puncte CBEHK, welche die Ecken eines 
regelmäßigen Fuͤnfecks bilden. - | 

Für das Sechseck POESTU (Fig. 80) entftehen die Durchfchnittss 
punete ABDEFGH, die Eden eines regelmäßigen Sechsecks. 

Für das Zehneck emnopgrstu (Fig. 162) erhält man durch Vers 


längerung der Seiten drei neue Zehnecke, nämlich durch Verlänges 


rung von cın und no, mn und op, no und pq u. f.f. d. h. durch Vers 
längerung je zweier Seiten, die um eine getrennt find, das Zehneck 
“ aNbvexdylo; ferner durd, Verlängerung der Seiten em und op und 
fo je zweier, die durch zwei Seiten getrennt find, bas Zehneck 
MSTVUXPYRQ; endlich durch Verlängerung von je zwei Seiten, bie 
durch drei andere getrennt find, alfo durch Verlängerung von mn und 
qr ıc. das Zehneck ABDEFHJKLG. | | 
Beweis. Erfter Theil. Die zwei Gegenfeiten eines vegelmäs 
ßigen Vielecks von gerader Seitenzahl können, weil fie parallel find, 
verlängert einander nicht fehneiden; zwei folhe Seiten find durch 


> Zwifchenfeiten getrennt; jede Seite eines folchen Vielecks 


kann alſo, wenn man ſie uͤber beide Endpuncte hinaus verlaͤngert, nur 
n — 9 ‚,n— 


— — 1d. i. —⸗ Seiten. auf jeder Seite begegnen, da 


natürlich die an fie zunächft angrängenden Seiten hierbei nicht in Rech: 
nung kommen können, es find darum 7 verfchiedene Vielecke 
moͤglich. | oo. Ä 

Zweiter Theil. In einem Viele von ungerader Seitenzahl lies 
gen zwifchen jeder Seite und ihrer Gegenecke Zwifchenfeiten; 


n—1 


2 
‚312% _ 7 I der übrigen Vielecksſeiten, jeder Durchſchnitts⸗ 


jede Seite begegnet daher, auf jeder Seite ihrer Verlängerung, 











} 
| 


„an 
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punct bildet eine Ecke zu einem der in Rede ſtehenden Vielecke, 


ſolcher Vielecke ſind daher moͤglich, die, wie von ſelbſt einleuchtet, 
in dieſem ſo wie in dem vorigen Falle, alle regelmaͤßig und mit dem 
Urvieleck denſelben Mittelpunct haben. 

Anmerkung 1. Unſer Urvieleck bildet mit feinen auf die angegebene Weiſe ent⸗ 
ftandenen äußern Bieleden nicht, wie man vielleiht zu glauben geneigt fein möchte, ge⸗ 
nau diefelbe Bieledöreihe, nur in umgefehrter Ordnung, als diejenige war, von Wels 
her wir im vorigen Sage handelten. Zwar ftehen dad Urvieled emnopgrstu und das 


‚äußerfte ABCDEFHJKLG (Fig. 162) in derfelben gegenfeitigen Beziehung, wie die 


mit eben diefen Bucftaben in Zig. 161 bezeichneten Bielede, aber nicht fo ift ed mit 
den beiden andern Ichneden, 
Anmerfung 2. Berbindet man die Durchſchnittspuncte der verlängerten Seiten 
nit durch Gerade unter einander, fo bilden fie die Spigen von fternähnlihen, um 
das Urvieled beſchriebenen Ziguren, deren Seiten die verlängerten Bielcdöfeiten find, 
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Bon dem Umfange und Inhalte des Kreifes, 


Erfter Abſchmitt. 
Ueber die Graͤnzen der Groͤßen und der Verhaͤltniſſe. 





304. Ich halte fuͤr noͤthig, zur beſſern wiſſenſchaftlichen Be⸗ 
gruͤndung des Hauptgegenſtandes, dem dieſes Buch gewidmet iſt, ehe 
ich mich zu ihm ſelbſt wende, Einiges uͤber gewiſſe hierher gehoͤrige 
Grundbegriffe, namentlich uͤber die Graͤnzen veraͤnderlicher Groͤ⸗ 
Ben vorauszuſchicken, wäre es auch nur, um den unrichtigen Begrif⸗ 
fen und den in jeder Hinfiht ungenauen und ungenägenden Beweis 
fen, wie fie fih in manchen neuern Schriften finden, nachdruͤcklich zu 
begegnen. Newton hat von den Sränzen, unter der Benennung ra- 
tiones primae et ultimae in der eriten Abtheilung des erften Buches 
feiner principia gehandelt. Maclaurin bat denfelben Gegenftand 
ganz im Geifte der Alten, befonders des Archimedes, in der Einleis 
tung zu feinem Werte: Treatise of Fluxions vortrefflich behandelt. 
Ihm folgte Hierin fein Landsmann Nobert Simfon, von dem wir 
eine Abhandlung: de limitibus quantitatum et rationum fragmentum 
befigen, welche fid) in dem nad) feinem Tode herausgelommenen felts 
nen Werke: Roberti Simson opera quaedam reliqua eic. Glasguae 
1776 befindet. Auch verdient nachgelefen zu werden, was darüber 
gefagt haben: La Chapelle institutions de geom. Tom. II, $.433 sqgq. 
und d'Alembert fowohl in der Encyclopädie in dem Artikel „Limite“ 
al8 auch in feinen Melanges de philosophie Tom. V p. 239. Aber 
Triemand hat in neuerer Zeit diefen Gegenſtand grändlicher und volls 
ftändiger abgehandelt als l'Huilier in feiner: Exposition des princi- 
pes des calcul3 superieurs. chap. 1; und fpäter in der: Principio- 
rum calculi differentialis et integralis expositio. 

Ich werde aus diefen Schriften das Wenige entlehnen, was uns 


‚mittelbar zu meinem Zwecke gehört, und auf die erforderliche Weife 


ordiien. Beifpiele möchten wohl am meiften dazu beitragen, um eine 
deutliche Vorfiellung von Graͤnze zu erlangen. 

305. Erftiärung. Wenn eine Größe (A) durch fortdauerns 
des Zunehmen oder Abnehmen einer andern Größe (L) immer näher 
und näher gebracht werden kann, ohne jedoch diefelbe jemals erreichen 


= mm — — — — —, 


. — — 
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oder gar übertreffen zu können, fo heißt dieſe zweite Größe (L) die 
Graͤnze der erfiern (CA), und zwar die Wachsthumsgraͤnze 
oder die Berminderungsgränge, je nachdem die Größe A fi 
der L nähert entweder dadurch daß fie im Zunehmen oder im Abneh⸗ 
men begriffen iſt. 

Zuſ. 1. Da die Groͤße A ihrer Graͤnze L durch fortdauerndes 
Zu s oder Abnehmen immer näher und näher kommt, fo folgt daraus 
nothwendig, daß A fid) fietd fo weit vermehren oder vermindern lafs 
fe, daß fie fid) von ihrer Sränze um weniger als irgend eine ges 
gebene Größe, wie klein diefe auch fein möge, unterfcheidet. 

Erläuterung des Sefagten durch Beifpiele. | 

Erfies Deifpiel. Die Tangente AT (Fig. 121) ift die Vermin⸗ 
derungsgränge für alle von eben dem Puncte A außerhalb auslaufende, 
nad) der concaven Seite der Kreisiinie gezogene, und darum den Kreis 
fchneidende Seraden AD, AE, AH ⁊ c.; Wadhsthumsgränge dagegen 
ift fie für alle die blos nach dem converen Theile des Umkreiſes gehen» 
den Geraden AF, AR, AS x. 

Anmerfung. Es würde dem aufgeftellten Begriff von Gränze nicht in aller Strenge 
gemäß fein, wenn man fagen wollte: Der Durchmeſſer eines SKreifes ift die Wachs⸗ 
tbumsgränze für die Sehnen; darum weil der Durchmeffer felbft zu den Sehnen gehört, 
alfo eine Größe ift, die von einer Sehne, indem fie Sehne bleibt, erreiht werden kann. 
In unferm angeführten Beifpiele dagegen, Tönnen die fehneidenden Linien fo lange fie 
wirklich Schneidende bleiben, niemals die Kürze der Tangente erreichen, 


Zweites Beifpiel. Der gemeine Brud) 4 ift die Wachsıhumes 


graͤnze des Decimalbruchs: 0, 33333...... 


Drittes Beiſpiel. Die mittlere Proportionale zwiſchen zwei Groͤ⸗ 
Ben iſt Die Verminderungsgraͤnze für das arithmetiſche Mittel eben die 
fer Srößen (169). | 

Viertes Beifpiel. Die Einheit ift die Wachsthumsgränge für 
die Summe der geumetrifhen Reihe : 3-4: +3 +54... ..... 

Fünftes Beifpiel. Der Bruch & ift die Wahsthumsgränge für 


‚die Summe der beliebig weit fortgefeßgten, oder, wie man zu fagen 


pflegt, der unendlichen geometrifhen Reihe : 1147, 4% 


aus -n Gliedern, von der Form A, Ae, Ae?, .... Aen—Lijt (163, 3uf. 1) 
en — 1 _i-a, __ Aecen 
e-—j 1-e 1-—e — 
Iſt die Reihe eine fallende, alſo e ein ächter Bruch, ſo wird offenbar en und mithin 


n . 
auch 1 — F deſto Heiner, je größer m wird d.h. je weiter man die Reihe fortgeſetzt: 


es ift alfo in diefem Zalle = die Wachſthumsgränze für S. Daher Fömmt es, 


dag man wohl auch fagt, die Summe einer unendlichen d. h. unendlich weit fortgefeg- ' 
ten fallenden geometrifhen Reihe, deren Anfangöglied A und Erponent e, werde aus⸗ 
2 


" A " ' . 
gedrüdt durch ———, wofür man au —— fegen kannn, wenn man das zweite 
Glied der Reihe mit B bezeichnet. \ | 


Diefer Ausdruck ——— wird offenbar == 1, wenn, wie in Beifpiel 4, A = $ 


— 








ms. 
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und e— J gefeht wird 5 dagegen nimmt er den Werth 3 an, wenn, wie in Beiſpiel 5, 
A= 1 und e = } genommen wird. . 

Anmertung 2. Der Ausdrud S = 7 * 5 für die Summe einer umendlichen‘ 
Menge von Gliedern einer fallenden Reihe, giebt die Proportion: 

S: AA: A— 

woraus der Sat folgt, den ich in dem handſchriftlichen Nachlaß von Huygens gefun⸗ 
den habe; nämlich: Sind Größen fo beſchaffen, daß ſie eine fallende geometriſche Reihe 
bitden, fo verhält ſich die größte ſammt allen auf fie folgenden und ins Unendliche fort- 
gehenden zu biefer größten akein, wie eben diefe größte zu ihrem Weberfhuß über ihre 
naͤchſte Rachfolgerin. 

Anmerkung 3.” Diefe Gränze: $ — —— koͤmmt nicht felten auch unter der 
Geſtalt folgenden Sages vor: nimmt man von. einer beliebigen gegebenen Größe den 
Theil 35 von ber fo erhaltenen Größe wiederum denfelben Theil zu f. fe immer von 





jeder zulegt erhaltenen Größe den Theil 1, fo find alle diefe Theile zufammen genom- 





men, fo groß als der te Theil der gegebenen Größe, 


e— 1 on 
Anmerkung 4. Wendet man die Grüne S = — auf das 5te Beiſpiel an, 


und vergleicht alles zuſammen mit dem, was wir in 163, Zuſ. 1, Anm. 2 gefagt ha⸗ 
ben, fo wird man fid) überzeugen, wie unfere Lehre mit dem dort behandelten Sag des 
Archimedes übereinjtimmt. | 

306. Erklaͤrung. Wenn das Verhältnig zwifchen zwei Groͤ⸗ 
Gen dem beftimmten und fich gleich bleibenden Verhältnifle zweier 
andern Größen durch fortgehendes Zus oder Abnehmen immer näher 
und näher kommen kann, fo heißt das legtere Cunveränderliche) Vers 
haͤltniß die Graͤnze des erſtern (veränderlichen). 


Beifpiele. Das Verhältnis v2 : 1 iſt die Wahsthumsgränge 
für alle Zahlen, durch welche man das Verhältniß der Diagonale ei: 
nes Quadrate zu feiner Seite ausdrücken kann. Be 
Das Verhaͤltniß 2: VZ ift die Verminderungsgränge für die 
. Zahlen, durch welche man das Verhältniß der Seite eines gleichfeis 
tigen Dreiecks zu feinem Hoͤhenperpendikel ausdrücken kann. 

Das Berhältnig v3 : 1 iſt die Wahsthumsgränge des Verhälts 
niffes, welches die Seite des gleichfeitigen Dreiecks zum Halbmefs 
fer des umfchriebenen Kreifes hat, wenn man diefes Verhältniß in 
Zahlen ausdrädt. 


307. Lehr ſatz. Sind A und B zwei beliebige (gleichartige) 
Größen und man zieht von der größern A eine dritte Größe ab, die 
wenigftens halb fo groß als A, von dieſem Unterfchiede wiederum 
eine Größe, die wenigftens fo groß als feine Hälfte und fährt immer 
auf diefelbe Weife fort, fo gelangt man zulegt immer zu einer Größe, 
die Meiner als die zweite B der gegebenen iſt, wie Hein diefe letztere 
auch immer fein möge. | 

Eucl. X, 1. 

Vorbereitung. Es fei (Fig. 146) AB die größere, F die klei⸗ 
nere der gegebenen Größen. Man nehme von F ein folches Vielfa⸗ 
ches GM, daß diefes zwar größer ald AB, das unmittelbar vorherges 
hende Vielfache aber noch kleiner als diefe Linie iſt. Man fchneide 





U 
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nun auf AB ein Stuͤck AC, das eben fo groß oder größer als die 


Hälfte von AB; auf dem lUnterfchiede, den man fo erhalten, CB 
wiederum ein Stuͤck, das eben fo groß oder größer als feine Hälfte; 
und wicderhohle dieß fo vielmal, als F in GM enthalten ift; alfo in 
unferer Figur viermal, 
Beweis. WeilGM> AB, GI<LGM, und AC >4AB, fo 
ift offenbar GM — GJ > AB — AC 
dv. i. JM > CB 
Weil ferner K < 3 IM 
und CD>%CB 


fo it IM — IK >CB — CD 
d. i. KM > DB 
weil endlih KL = % KM 
and DE> 4 DB 
fit KM — KL>DB — DE 
dv. t. LM odee FEB. 
Und man ſieht, daß diefe Schlußfolge ihre volle Gültigkeit behaͤlt, 


‚wie tlein auch F fein möge. 


Zuſ. Die Größe F kann alfo niemals fo Hein werden, daß man 
nicht aufdem angegebenen Wege zu einem Unterfchiede gelangen koͤnn⸗ 
te, der nod) Kleiner als fie ift. 


308. Lehrfag. Hat man eine unveränderlihe Größe (L) und 
eine veränderlihe A, und fann leßtere durch fortgefeßtes Zus oder 
Abnehmen der erfiern näher und näher gebracht werden, fo daß ihr 
Unterfihied-leiner als jede noch fo kleine Größe wird, fo ift das Ver: 
haͤltniß der Gleichheit die Wachsthums: oder Verminderungsgränge 
des Verhältniffes diefer beiden Groͤßen; und umgekehrt. 

L’Huilier $. 2. — Tacquet theor. selecta ex Archim. pr. 1, 2. 

Beweis. Denn wäre das Segentheil möglich, könnte alfo L— 
A +B fein, fo wäre offenbar der Unterfchied unferer Größen L— 
A einer beftimmten Gröfe gleich, was der Vorausfegung, nach wel: 
cher diefer Unterfchied Kleiner als jede noch fo Heine Größe fein foll, 
geradezu widerfprechen würde. 

Anmerkung 1. Zur nähern Erläuterung ded Satzes kann man ſich der in 305 an⸗ 
geführten Beifpiele bedienen. 

Anmerfung 2. Daber der von einigen gebrauchte Ausdruck, daß eine veränderliche 
Größe in ihrer Gränze endigt. 

309. Lehrfag. Iſt eine und diefelde Größe CL) für mehrere 
Größen z. B. A und B zugleich die Wahsthumss oder Vermindes 
tungsgränge, fo ift das Verhättniß der Gleichheit die Gränze des 
Verhaͤltniſſes diefer legtern Größen. | 


- Beweis. Das Verhältnig A : L_wird zuletzt das der Gleich: 
heit, oder es wird zuletzt A: L=1:1 (308), eben fo ift e3 mit 
dem Verhältniffe B:L, alfo wird zulegt A: B= 1: 1, oder ed naͤ⸗ 
hert fih das Verhaͤltniß A: B immer. mehr und mehr dem Verhälts 
niffe der Gleichheit. 

Anmerkung. Daher ber von einigen gebraudgte Ausdrud, daß das letzte Verhaͤlt⸗ 
niß diefer Größen dad Berhältniß der Gleichheit fei, ‘ 
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Erfies Beiſpiel. Die Sränze des Verhältniffes der Summen 

von den beiten Reihen 
33 te %s 
und & +} 16 33 .. 

jede undegrängt weit fortgeführt, iſt das Verhältniß der Steichheit. 

Zweites Deifpiel. Bilden die beiden fenfrecht auf einander fte: 
henden Geraden AB, BC (dig. 147) mit der krummen Linie AC eine 
Figur, und man theilt eine derfelben 3.8. BC in eine beliebige Mens 
ge gleicher Theile BD, DE ıc., um mittelft der Parallelen MD, NE 
ıc. und AM, SLN, RKO ıc. die Rechtecke AMDB, SLDB, MNED, 
RKED ıc. zu erhalten, fo wird, je größer die Menge der Theile von 
BC und je Heiner mithin jeder einzelne wird, defto mehr die krumm⸗ 
linige Figur ABCA zur Öränze fowohl für die äußere oder umfchries 
bene BAMLNKOJPHTCB als auch für die innere oder eingefchriebene 
BSLRKQJUHGB werden, die Graͤnze des Verhältnifles diefer beiden 
geradlinigen Figuren wird daher das Verhaͤltniß der Sleichheit fein. 


Newton Lemm. 2, 3 


Beweis. "Die äußere Figur ift größer als die krummlinige um 


die Summe der Dreiecke ALM, LKN, KJO ⁊c.; die innere Figur ift 
Heiner: ale die frummlinige um die Summe der Dreiede ALS, LKR, 


Kid ec Diefe Dreiede aber und mithin auch ihre Sunmen werden 


nun offenbar defto Meiner, je Eleiner man die Theile BD, DE ꝛc. 
nimmt; beide geradlinige Figuren nähern fich alfo auch in eben dem 
Maaße der frummlinigen, die ihre Gränze ift, und darum auch eins 
ander feldft. | 

Anmerkung. Daffelbe findet noch Statt, wenn die Frumme Linie AC in eine Ges 
trade (Fig. 148) übergeht, und man alfo ein geradliniges Dreied ACB erhält — ein 
Sag, der von großem Nugen in der Naturlehre ift. Er dient zum Beweiſe für die 
wichtigften Eigenfhaften der bejdhleunigten Bewegung, und namentlich des Falles der 
Körper. Siehe s’Gravesande physica $. 373, — Musschenbroek $. 186. — 
Keil introductio in veram Astronomiam lect. XI, theor. 17. 


310. Lehrſatz. Sind zwei Größen die Gränzen einer und 


derfelben dritten, fo iſt ihr Verhaͤltniß das der Gleichheit, d. 5. fie 


find gleich. | 
La Chapelle $. 433. 

Beweis. A und B feien Gränzen von C. Wäre nun A nicht 
gleich B, fondeen =B + D, fo müßte, weil C zur eimen Graͤnze B 
hat, und fih daher der Größe B fo weit nähern kann, daß fie fi 
von ihr um weniger als jede noch fo kleine Groͤße unterfcheidet, der 
Unterfchied zwifchen C und B-H D doch zum mwenigften D betragen, 
mithin alfo, da B--D=— A, müßte fih auch C von A mindeftens 
um die GrößeD unterfcheiden, was unmöglich ift, da auch A Gränze 
für C fein fol; es kann daher nur D= o, oder A==B fein. 

’ dem amerkung. Man wird fpdter ein Beifpiel zur Erläuterung dieſes umfered Satzes 
NDdEeN. 
311. Lehrfag. Wenn zwei Größen, A, B, beide in Zunahs 
me oder beide in Abnahme begriffen, fortwährend daflelbe Verhälts 
niß (a: b) zu einander behalten, fo ift diefes Verhältniß auch das 
ihrer Graͤnzen (L und 1). 

Maclaurin pag. 16. — L’Huilier.$. 3. 
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Beweis. Es fei A: B=a:b; wäre nun nicht 
:b 


:l ==a 

fo müßte L: 1 entweder >a: .b, oder Qa: b fein. 
Wäre L:1>a: b, fo müfte 

L — X: lma:bm=A:B 
fein können. Sind nun L und 1 die Wachsthumsgrängen von A und 
B, foit B<<1, alfo müßte auh A <L— X fein; mithin könnte 
A ſich ſeiner Sraͤuze nicht einmal fo weit nähern, daß es ſich nur um 
die gegebene Größe X von ihr unterfcheide, was offenbar dem oben 
aufgeftellten Begriffe von Graͤnze geradezu widerfpriht. Es kann 
atfo nicht L:1>a:b fein. 

Wäre L: 1 <a: b, könnte alfo 
L: I — x —a:b=A:B 
fein, fo müßte, weit A <L, au B<1—X, was, wie fo eben 
bemerkt wurde, dem Begriffe der Graͤnze widerfpricht; es kann alſo 
auch nit L : — : b, und muß daher nothwendig 
L:l=a: 

fein. Ä 
Die Schluffolge ändert ſich wefentlich gar nicht, wenn L und 1 
die Rerminderungögrängen von A und B find. 

Beifpiele. 

Erftes. Fig. 67. Für jedes Dreieck ACB, in welchem die Li: 

nie CH die Seite AB halbirt, hat man, wie aud immer feine Bes 
fhaffenheit fein möge, 


u Ta _ CH, =} AB, = AH, = BH, (93, 3uf.) : 


Aber die Seite AB iſt die Verminderungsgränge für die Summe der 
beiden andern, AC und GB (43), da offenbar, je näher C an AB 
liegt, defto näher koͤmmt AC -+ CB der Größe von AB, ohne ihr 
jedoch jemals völlig gleich zu werden. Daffelbe alfo, was für die 
Summe der Seiten ACH CB gilt, muß aud) für ihre Sränze d. i. 
für AB gelten. Nehmen wir alfo an, daß der Punct C auf AB, uns 
gefähr in D, fiele, fo müßte 
AD; + BDy _ pg, — AH, 
fein, was auch in der That richtig ift, wie fich leicht auf folgende 
Weife zeigen läßt. Es if 
AD, = AH, — DR — 2 AD,DH (74, Zuf. 2) 
BD, —= BH, + DH, + 2 AH,DH (74) 
alfo AD, + BD, —= JAH, 4 2 DH,.DH 
d.i. AH, — AD, + BD, _ DH, 

Es würde fih nichts Wefentliches ändern, tvenn man 1 annähme, daß 
D auf die Verlängerung von AB fiele. | 

Zweites Beifpiel. Fig. 121. Der Kreis hat die Eigenfcaft, 
daß AE,AR == AH,AS ift, wie man aud die den Kreis fchneidenden 
Geraden von A aus ziehen möge. Der Sap muß daher auch noch 
wahr fein für die Graͤnzen der Schneidenden, d. i. (305, erfies Bei⸗ 


—E 
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ſpiel) fuͤr die Tangenten, es muß alſo 

AT, = AU,, und darum AT = AU . 
fein, was wir fchon auf anderem Wege 250, Zuf. 4, und 359, Zuf. 2 
gefunden haben. 

Drittes Beifpiel. Fig. 149. Die Tangente an einen Punct 
B, der feine Lage nicht ändert, ift die Graͤnze für alle Schneidenden, 
die durch eben diefen Punct gehen. 

Man ziehe durh den Mittelpunct die FCEA, die der Schneis 
denden DBA in A begegnet; ziehe auf den Durchmeſſer die Senkrech⸗ 
ten BRM, DNJ, KCG, und die mit ihm parallele BPQ. Für alle 
durch B gezogenen Schneidenden hat man dann, wegen der Achnlichs 
keit der Dreiecde BOD und ARB, DO :OB == BR: RA, und mithin 
muß fih auch die Verminderungsgränge von DO und OB verhalten 
—BR:RA; dieſes Verhältniß deutet ung an, wohin der Punct A fals 
‘len mäfle, damit ABD eine Tangente werde. 

Beſtaͤndig ift DO: OB = OR : 0) (351, 3. 1), alfo it auch 
das Verhältniß der Graͤnzen von OQ und OJ dem Verhältnifle der 
Sränzen von DO und OB gleih. Die Sränze von OQ aber ift BQ 
— 2 BP (236) = 2 RC; die von JO if MB=2RB. Das Vers 
haͤltniß RC: RB ift alfo das der Graͤnzen von DO und OB, alfo gleich 
dem Verhältniß RB : RA; ABD wird alfo Tangente fein, wenn RB 


die mittlere Proportionale zwifchen RC und RA — eine Beziehung, 


die ſchon früher ohne alle Huͤlfe der Srängen gefunden, und aus 
232 in Verbindung mit 209, Zuf. 1 bekannt ift. 

Anmerkung. Die fpätern Säge werben uns noch manche hierher gehörige Beifpiele 
darbieten ; die angeführten mögen hinreihen zur Begründung der Nichtigkeit und Deut- 
lichkeit des Begriffes Graͤnze. 

Zuſ. Wenn zwei Groͤßen, A und B, die beide veränderlich, 
fortwährend und unverändert daſſelbe me zu zwei befländigen 
Größen behalten (A: B=a:b), welde Zus oder Abnahme fie auch 
erfahren, fo fiehen ihre Sränzen (L, 1) in demfelden Verhaͤltniſſe 
a:b | 


MRiolier $..4& — Maclaurin p. XL — Tacquet selecta ex Archim. etc. 
pr. 1 et 2. 
312. Lehrfag. Wenn zwei Verhaͤltniſſe veränderlicher Groͤ⸗ 
fen (A und B, L und M) fi) unverändert gleich bleiben, welche Vers 
änderung auch, durch Zus oder Abnahme diefe Größen ſelbſt erfahren 
mögen (wenn alfo beſtaͤndig A:B=—=L:M), fo find die Verhättniffe 
ihrer Graͤnzen (a und b, Lund m) aud glei (alfoa:b==1: m). 
L’Auilier $. 5. \ 
Beweis. Da das Verhältniß a: b die Graͤnze des Verhältnifs 
fe8 A: Bift, fo ift es auch die Graͤnze für das diefem gleiche L:M; 
aber Graͤnze von L:M ift aud) 1: m, mithin find die beiden Verhaͤlt⸗ 
niffe a: b und 1: m die Graͤnzen eines und deſſelben dritten, alfo 
einander gleich (310). 
313. Lehrfag. Die Gränge eines aus zwei oder mehrern 
(A: Bund G:: D) gufammengefegten Verhaͤltniſſes iſt das aus den 
Sränzen (a : bund g: d) diefer einzelnen Verhältniffe zuſammen⸗ 
gefeßte. | 
. La Chapelle $. 434. — L’Huilier $. 6. 


— — 
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Beweis. Weil A: Byur Graͤnze hata:b, alfo diefem Vers 
haͤltniſſe näher koͤmmt als irgend eine gegebene Größe betragen kann, 
und dafielbe von G : D in Beziehung auf g : d gilt, fo muß offenbar 


= . = dem 5 . r näher kommen, als um irgend eine gegebene Groͤ⸗ 


Be, d. 5. es muß 5 . S die Graͤnze von = . 2 fein. 


Zweiter Abfchnitt. 
Bon dem Umfang und Inhalt des Kreifes, 





314. Lehrſatz. Der Umfang eines Kreifes ift größer als der 
Umfang jedes in.denfelben befchriebenen Vielecks und Heiner als der 
Umfang jedes umfchriebenen Vielecks ; daffelbe gilt von dem Inhalt 


des Kreifes. 


Archimedes de sphaera et cylindro I, 1, 2. - 

Beweis. Fig. 143. Für den Umfang des eingefchriebenen Viel⸗ 
eds leuchtet die Richtigkeit des Satzes von feldft ein, indem jeder 
Bogen FJE größer it, als die Gerade, welche die zu ihm gehörige 
Sehne bilder. . 

—Fuͤr das umfchriebene-Vielecd folgert Archimedes den Sag dar⸗ 
aus, daß die Summe der Geraden JG + GL größer als der Kreiss 
bogen JEL ift, und zwar darum, weil jene Geraden gemeinfchaftliche 
Endpuncte mit dem Kreisbogen haben und ihn gang umfchließen. 

Ruͤckſichtlich des Inhaltes reicht der bloße Anblick der Figur Bin, 
um die Richtigkeit unferer Behauptung in die Augen fallen zu laflen. 

315. Lehrſatz. Der Kreisumfang ift die Wahsthumsgränze 


für die Umfänge aller innern,, und die Verminderungsgränge für die 


Umfänge aller äußern Vielecke; der Kreishalbmeller iſt die Graͤnze 
für die Perpendikel der innern Vielecke. \ 

Tacquet selecta ex Archim, pr. 3. 

Beweis. Aus 293, 296 und 305. 

Anmerkung. Man fieht hieraus, in weldem Sinne man ed zu nehmen habe, wenn 
es beißt, der Kreis fei ein Bieled von unendlich großer Seitenzahl. Allein diefe Art 
fi auszubrüden, ift nicht genau. 

Zuf. Der Umfang eines innern und der eines aͤußern Vielecks, 
nähern fich daher einander und dem Umfange des Kreifes, je -länger 
(d. 5. je öfter man die Anzahl der Seiten verdoppelt) defto mehr; 
und man kann zulegt immer dahin gelangen, daß fie fih um weniger 
als um jede noch fo Feine Größe unterfcheiden, ihr letztes Verhaͤltniß 
ift daher das der Gleichheit (309). 

316. Lehrfag. Die Umfänge zweier ungleichen Kreife vers 
halten fich wie ihre Durchmeffer und daher auch wie ihre Halbmeſſer. 

Tacquet selecta ex Archim. pr. 7. — L. G. IV, 11. 


Beweis. Aus 978, 310, 313- 
Anmerk. Diefer Cangedeutete) Beweis ift aus der Lehre von den Graͤnzen hergeleitet, 
Man Fann unjern Say aber auch nad der Methode der Alten darthun und zwar indirect. 
v. Swinden Geometrie. 14 
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Geſetzt ed ſeien zwei Kreife, deren Umfänge U und u, deren Durchmeſſer D und 
d,foftao Uu=D:d fein. Wäre dem nicht alſo, Fönnte mithin U : C = 
D:d fein, wo c< ur alfo C=u-— qwär, fo beſchreibe man in den Kreis, 
deffen Umfang u, ein Bieled, fo daß fein Umfang p > C, aber < u, und in den an- 
‚ dern Kreis ein niefem ähnliches Bieled , deffen Umfang P ſei. Dann iſt (278) 

:d=P:p; aber eö fol aud der Annahme zufolge 
n: d=U:C fen, alfo 
=U:C 


aber p > C nad > Eonftruetion, alfo auch P > U, was offenbar ungereimt, da der 


Umfang jedes eingefhriebenen Vielecks Fleiner ale der des Kreifes; ed kann daber nicht 
C <. u fein. Auf diefelbe Weife deigt man, daß eben fo wenig C > u fein kann, 
daß ir G=u,wbderum Uru=D: d 
fein m 

Bf. Alle Kreife find ähnliche Figuren. 

Anmerfung 2. Wir haben in 192 angegeben, was wir unter Aehnlichkeit der 
Jiuren verſtehen; allein dieſe Erklärung iſt, wenigſtens nicht unmittelbar, auf den 

reis anwendbar, Nach unſerer Meinung kann als eines der Merkmale für die Aehn⸗ 

lichkeit das conftante Verhältniß des Halbmeffers. zum Umfange angefehen werben, da 
daffelbe eine unmittelbare Zolge der Aehnlichkeit zweicr Bielede ift. 


Anmertung 3. uclives bat Die Aehnlichkeit der Kreiſe ſtillſchweigend angenommen. 


Zuſ. 2. Aehnliche Bogen zweier ungleichen Kreiſe koͤnnen keine 
andern als diejenigen ſein, welche daſſelbe Verhaͤltniß zu den Kreide 
umfängen und darum auch zu den Durchmeflern haben. - 

L. G. IV, 11, Zuſ. 

Zuf. 3. Eben fo find ahnliche Kreisabſchnitte diejenigen, deren 
zugehoͤrige Bogen aͤhnlich ſind d. h. ſich wie die Peripherien oder die 
Durchmeſſer der ganzen Kreiſe verhalten, und deren Sehnen daher 
eben dieſes Verhaͤltniß Haben. 

317. Lehrfag. Es ift immer eine gerade Linie moͤglich, wel: 
che dem Umfange eines gegedenen Kreifes gleich if. 

Beweis. Der Kreisumfang ift größer ale der Umfang des eins 
gefchriebenen Sechsecks, alfo größer als das Sechsfache des Radius 
(277, 3. 2), oder das Dreifache des Durchmeſſers. 

Beſchreibt man alfo ein Sechseck ſowohl in als um den Kreis, 
und zieht zwei gerade Linien, von denen die eine gleich dem Umfange 
des innern, die andere dem des äußern Vielecks gleich ift, fo iſt jene 
feiner, diefe größer als der Kreisumfang; der Größe nach liegt alfo 
zwifchen diefen beiden Geraden eine dritte, welche dem Umfange des 
Kreifes gleich ift. 

Anmerkung. Bir werden fpäter (325) dieſe Linie näher beftimmen. 

318. Lehrſatz. Ein gleichfchenkeliges Dreieck (FJE Fig. 151), 
welches man in einen Kreisabfchnitt (FIE) befchreibt, welcher Heiner 
als der Halbkreis ift, iſt ſtets größer als die Hälfte diefes Abſchnitts. 

Beweis. Man ziehe durch die Spitze J des Dreiecks die Tau⸗ 
gente WIM, und errichte auf EF in ihren Endpuncten die Senkrech⸗ 
ten EM und FW. Alsdann it A FJE=3FWME; aber FWME of» 
fenbar größer als der Kreisabſchnitt FJE, der von dem Rechteck ganz 
umjfchloffen wird, alfo A FIE > die Hälfte des Abfchnitts FJE. 

Anmerkung. Warum es ein gleichſchenkeliges Dreieck iſt, von dem hier die Rede 
iſt, kann man aus 266, Anm. erſehen. 


319. Lehrſatz. Der Inhalt des Kreiſes iſt die Wachsthums⸗ 





graͤnze fuͤr die Flaͤchenraͤume aller eingeſchriebenen und die Verminde⸗ 


rungsgraͤnze fuͤr die aller umſchriebenen Vielecke. 


— — — ö—— — O — x - ö nein, > - ug engen 4 .. 
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Beweis. Die Richtigkeit unferer Behauptung leuchtet fattfam 
aus der Betrachtung der Fig. 143 hervor. 

Zuſ. Aehnliche, in und um den Kreis befchrichene Vielecke kom⸗ 
men je länger defto mehr einander an Inhalt nahe, und ihr leßtes 
Verhältnig ift das der Gleichheit. 

Man vergleiche 315, Zuf. 

320. Lehr ſatz. Seder Kreisift gleichflaͤchig mit einem Dreiecke, 
defien Srundlinie gleich dem Kreisumfange und deſſen Höhe gleich 
dem Halbmeſſer deſſelben. 

Archim. circuli dimensio pr. 1. — L. G. IV, 12. 

Erſter Beweis. Durch Hülfe der Lehre von den Graͤnzen. Das 
Dreieck von der genannten Befchaffenheit ift die Graͤnze für die Viels 


‚ee, die fowohl in als um den Kreis befchrieben werden (117, 314, 


315); der Kreis iſt aber auch die Graͤnze für diefe Vielecke (319), alfo 
find Dreieck und Kreis mit einander gleihflähig (310). 

. Anmerkung 1. Archimedes hat diefen Sag fehr gut bewieſen (de circuli dimen- 
sione pr. 1) und Maclaurin (pag. IX) venfelben vorzüglich erläutert. Es wird nicht 
unpaffend fein, den Archimedeiſchen Beweis hier beizufügen. | 
3Zweiter Beweis (nah Archimedes). Es fei TV (Fig. 150) 
gleich dem Umfange und TS gleich dem Halbmeſſer des Kreifes; als⸗ 
dann fei, behauptet man, Dreieck TSV gleichflaͤchig mit dem Kreiſe. 
Denn wäre dem nicht alfo, fo müßte der Kreis entweder größer oder 
Heiner als das Dreieck fein. Im erftern Falle befchreibe man in den 
Kreis ein regelmäßiges Viele, welches fih dem Inhalte des Kreis 
fes noch mehr nähert als das Dreieck, alfo größer als letzteres iſt. 
Der Umfang jedes 'eingefchriebenen Vieles ift nun aber kleiner ale 
der Kreisumfang, alfo aud) der des unfrigen Heiner als TV wie z. B. 
Ti; eden fo ift das Perpendikel jedes folhen Vielecks fleiner als der 
Halbmeſſer, alfo in unferm Kalle <TS; es fei Te. Nun ift offen, 
bar ATte<{ ATSV; aber weil Tte gleichflaͤchig mit dem eingefchries 
benen Vieleck, welhes > TSV, fo mäßte auh A Tte> A TSV 
fein, was offenbar ungereimt tft. 

- Sanz auf diefelbe Weife zeigt man duch Huͤlfe eines umfchrie: 
benen Vielecks, daß der Kreis nicht Heiner als A TSV fein kann, daß 
alfo Heide gleihflächig fein muͤſſen. | 

Zuf. 1. Will man den Inhalt eines Kreifes in Zahlen darftels 
fen, fo erhält man mit Beachtung deſſen, was oben 203, Zuf. 6 
erinnert worden tft, wenn man allgemein mit x den ganzen Kreisums 
fang für den Durchmeffer d ale Einheit, oder den halben Umfang für 
den Radius r als Einheit bezeichnet, als Ausdruck für den Slächens 

inhalt des Kreifes a⸗ 

4 





Br — 


4 
Zuf. 2. Jeder Kreis verhält fih zu dem in ihn befchriebenen 
Duadrate, wie der halbe Kreisumfang zum Durchmeſſer (288, 3.1), 
und zu dem umfchriebenen Quadrate, oder dem Quadrate des Durch 
meflers, wie der vierte Theil des Umfanges zum Durchmefler (288, 


Ruf. D. | 


Tacquet selecta ex Archim. pr. 6, cor. 2. 


10 
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Zuſ. 3. Sat ein Kreis gleichen Umfang mit einem Vieleck, fo 
ift fein Inhalt größer als der des Vielecks. 320. — 315. — 226. 

L. G. IV, Anh. S. 10. 

3231. Lehrfag. Ein Kreisausfchnitt iſt gleichflächig einem Dreis 
ecke, deſſen Srundlinie gleiche Länge. mit dem zu dem Ausfchnitt ges 


hörigen Bogen hat, und defien Höhe gleich ift dem Kreishalbmefler. . 
L. 


G. IV, 12, 3.1. | 
Beweis. Aus der Betrachtung, daß der Bogen die Graͤnze für 
die Summe der Srundlinien von den in den Ausfchnitt befchriebenen 
gleichfchenkeligen Dreiecken, und der Halbmeſſer die Graͤnze für die 
Höhen diefer Dreiede ift. | 
Anmerfung 1. Bezeichnet man alſo die Länge eines Bogens durch b, fo wird der 


Inhalt des zugehörigen Ausſchnittes dargejtellt durch _ 


Zuf. Die Flähenräume ähnlicher Ausfchnitte von verfchiedenen 
Kreifen verhalten ſich zu einander wie die Quadrate der Kreishalbe 


mefler. 

L. G. IV, 11, Zuſ. 

Anmerfung 2. Man kann jederzeit ein Quadrat conſtruiren, welches einem gege⸗ 
benen Dreiecke gleichflächig iſt (Aufgaben II, 20). Man würde daher auch ein Quadrat 
conſtruiren koͤnnen, welches einem gegebenen Kreiſe gleichflächig wäre, wenn man eine 
gerade Linie ziehen Fönnte, welche mit dem Kreisumfange von gleicher Länge; und Fünnte 
man dieß thun, fo wäre das berühmte und berüdtigte Problem von der Quadratur 
oder Anhaltöbeftimmung des Kreifes gelöft.e Allein bis jest ift man nidyt im Stande 
gewefen, Mittel zu finden, um jene genannte gerade Linie geometrifdy d. h. durch Con⸗ 
ftruction zu beftimmen. Inzwiſchen fehe ih Feine Unmöglichkeit, dieß in der Zufunft 
noch zu erreihenz und zwar um fo mehr, da man bereits, wie in 323 gezeigt werden 
fol, den Inhalt mehrerer, von Kreisbogen begränzter, Figuren zu beftimmen im Stande 
. ifte Ich bin daher mit Hennert und andern der Meinung, daß die Quadratur des Krei⸗ 
ſes, wenn aud bis jegt nod nicht gefunden, gleihwohl im geometrifhen Sinne d. h. 
auf dem Wege der Gonftruction nicht geradezu unmöglich iſt. Ich fage im geometris 
hen Sinne; denn ganz anders geftaltet fi die Sahe, wenn man das Problem im 
arithmetiſchen Sinne auffaßt, d. 5. wenn man von Zahlen ſpricht, welche den Inhalt 
oder Umfang des Kreiſes in Beziehung auf das Quadrat des Durchmeſſers oder den Durch⸗ 
meſſer als Einheit genau ausdrücken. Ich zweifle, daß dieſe Zahlen commenfurabel find. 
Siehe die Anmerkung zu 324. 


322. Lehrſatz. Die Flaͤchenraͤume ungleicher Kreiſe verhalten 


ſich zu einander wie die Quadrate ihrer Durchmeſſer. 
Eucl. XI, 2. — L. 6. IV, 11. 


Beweis. Aus 330, Zuf. 1. 
Anmerfung. Diefer Beweis gründet fi auf die Lehre von den Grängen. Gucli- 
des beweiſt unfern Sag indirect und zwar auf folgende Weiſe: 
Man bezeihne den Kreis ABCD (Fig. 151) mit K, und den andern EFGH mit 
K’; wäre nun nit, wie behauptet wird, 
K:K’= BD,: GE, 
fo fei 


wo S eine Flaͤche bezeichne, welhe ¶K“. Man befchreibe in diefen letztern Kreis das 
Quadrat EFGH 5 daffelde ift halb fo groß als das umfchriebene Quadrat, alfo> IK, 
Der Ueberſchuß des Kreifes über dad Quadrat ift glei der Summe der Kreisabſchnitte 
. FJE, ENHꝛc. Befhreibt man in diefelben gleichſchenkelige Dreiecke FJE, ENH, HLG ıc, 
d. h. verdoppelt die Seiten der in den Kreis beſchriebenen Figur, fo iſt jedes dieſer Drei⸗ 
ee größer ald die Hälfte des Abſchnittes, in weichem es fteht (318) 5 verfährt man nun 
mit den Abſchnitten FJ, JE 2c. wiederum eben fo und geht überhaupt auf dieſem Wege 
immer weiter, fo muß man zulegt zu einem Vieleck gelangen, weldes ſich vom Kreife 
um weniger als um jede noch fo kleine Größe unterſcheidet (307), alfo auch um weni⸗ 


Tan _ 


— m ⸗— — — — — 
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ger, als der Ueberſchuß des Kreiſes K’ über die Flaͤche 8. Es ſei FJENH ꝛc. das 
Vieleck, mo dieſes Statt findet, Man beſchreibe ein ihm ähnliches Vieleck in den an- 
dern Kreis K, fo ift, wenn wir diefes legtere mit V, jenes erftere dagegen mit V be- 


zeichnen 
V:V’=BD,:GE, =K:$ 


Nun iſt aber nad Gonftruction Vv> s, es müßte mithin ad V>K fein, was 


offenbar ungereimt iftz es ift darum aud nicht wahr, daß S<K’ fein Fann, und for 
mit erwielen, daß die Quadrate der Durchmeſſer zweier Kreife fi niemals zu einander 
verhalten fönnen, wie der erftere zu einer Fläche, welche Fleiner ift als der zweite, 


Aber eben fo wenig Fann unter der ‚Bedingung , daß BD, :GER = K: 8, 
8>K’ fein; denn dann wäre au GE, : BD, = 8: K um offenbar S : K- 
K’ : einer Fläche, die < K, alfa auß GE, : BD, = K’ : einer Zläde ‚die 
< K — eine Proportion , die dem, was wir im erften. Theile unferes Beweifed darge- 
tban haben, geradebin widerfpricht ; eö Tann daher in der Proportion BD, : : GE, 
= Ki S die Flaͤche S weder > ned < K’ fein, es ift mithin BD, : GE, = 

Zuſ. 1. Man kennt alfo das gegenfeitige Verhaͤltniß zweier 
Kreife, wenn ihre Durchmefler bekannt find, und man kann Kreife 
befchreiben, weiche ein beftimmtes Berhättniß zu einander haben. 
Siehe die Aufgaben IV, 6 Anmerf. 

Tacquet uf, 4 zu Eucl. XII, 2. 

Zuſ. 2. Beſchreibt man drei Kreife, den einen über der Hypo⸗ 
tenufe, die beiden andern über den zugehörigen Catheten eines recht> 
winkeligen Dreiecks ald Durchmeſſern, fo find die beiden letztern zu: 





_ fammen fo groß als der erftere (221). Es ift daher immer möglich, 


einen Kreis zu befchreiben, der fo groß if, als eine beliebige Menge 
gegebener Kreife sufammengenommen ‚ zufolge der Anmerkung zu 
Aufgg. IV, 8. 

323. Lehrſatz. Befchreibt man über der Hypotenuſe und über 
den Catheten eines rvechtwinkeligen Dreiecks Halbkreife, und zwar 
nach derfelden Seite bin (Fig. 152), fa daß die beiden leßtern den 
erftern fchneiden, fo find die beiden Meinen Monde F und G zuſam⸗ 
men ſo groß als das Dreieck. 

Tacquet Zuſ. 10 zu Eucl. XII, 2. 

Beweis. Aus 392, Zuf. 2 

Anmerfung 1. Die beiden "Heinen Monde find unter einander gleihflädig, wenn 
A ADB gleichſchenkelig iſt; außerdem verhalten fie fih wie die Dreiede ADC und BDC. 

Anmerkung 2, Man fieht hier ein Beilpiel zweier von Kreisbogen begränzter Fi⸗ 
guren, deren Inhalt genau bekannt iſt. Dieſe Möndchen werden nad ihrem Erfinder, 
Hippocrates von Chios, benannt, der um 420 v. Ehr. lebte. Es giebt eine Menge der: 
gleihen Monde, deren Inhalt man genau finden Fann, 

Anmerkung 3. Es giebt auch noch andere Ziguren der Art, wie 3. B. die, wel- 
che Archimedes Koßmoc nennt, die hier Erwähnung verdienen. Es fei über AD (Fig. 153) 
der Halbfreis ABD befohrieben 3 der Durchmeffer AD werde in E in zwei beliebige Stü- 
de AE, DE getheilt und über jedem derfelben gleihfels ein Halbkreis beſchrieben, fo 
ift es die Zigur AFEGDBA, weldhe den Namen Apßndos führt; fie ift gleihflädig mit 
dem über der Senkrechten BE al5 Durchmeſſer befchriebenen SKreife. | 

Denn bezeichnen wir die Kreife über AD, AE, ED, BE als Durchmeſſern der 
Heide nad mit K,, K,, KR; , * ſo iſt, weil 


— 
— 


und mithin BE, AEMED E+ ED, — 2 AE,ED } AEu + EDe 
2 BE, ae +4 ED, = ADy 
nothwendig auch 


—B——— 
veK,=4IK, —ıK „—iK, d.i, = AFEGDBA. 
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Siehe Archim. Lemmata pr. 4., umd über eine ähnlihe Figur, a&dıvov (adkı- 
vovY) genannt pr. 14. Meber den &pßndoc vergleiche man außerdem Papp. IV, 16, 
17,18. 

” Theilt man (Fig. 153%) den Umkreis in ſechs gleiche Theile, AB, BD, DF, FE, 
EG, GA, zieht die Schnen AB, BD, und befcpreibt aus G und F die Bogen CoA 
und CpD, fo kann man der Zigur AmBnDpCoA aud den Namen Apßndos geben; fie 
wird dur vier Kreisbogen gebildet, von denen jeder der ſechſte Theil des Umkreiſes 
it, und ift, wie eine leichte Betrachtung lehrt, gleihflädig mit dem Rhombus ABDC. 

Ueber mondförmige und andere ähnliche Figuren verdient vorzüglich nachgeleſen zu 
werben Kraflt geometria sublimior $. 165 sqg- 


Dritter Abſchnitt. | 
Von dem Verbältniffe des Umkreiſes zum Durchmeſſer. 





324. Lehrfag. Das Verhältnif des Kreisumfanges zum 
Durchmeffer kann in Zahlen, durch Betrachtung der in und um den 
Kreis befchriebenen Vieiecke, nur näherungsweife beftimmt werden. 
Diefes Verhältniß, auf diefem Wege beftimmt, iſt Incommenfurabel, 


‚und von gleicher Befchaffenheit ift in diefem Sinne das Verhaͤltniß 


der Kreisfläche zum Quadrat des Durchmeſſers. 

Beweis. Der Umfang des Kreifes ift die Graͤnze für die Um⸗ 
fänge der in und um denfelben befchriebenen Vielecke; wie groß das 
ber auch die Anzahl der Seiten eines ſolchen Vielecks fein möge, fein 
Umfang ift jedenfalls kleiner als der des Kreifes, wenn das Viele 
ein inneres, und dagegen größer, wenn es ein Auferes ift, fo daß 
man aljo blos die Srängen kennt, welche den Umkreis zwiſchen ſich 
fchließen, ohne zu wiflen, wie weis er noch von der einen oder der 
andern entfernt iſt. Man kann daher anftatt des Umkreiſes ſelbſt nur 
den Umfang eines Vieles nehmen, welcher allerdings dem Umtreife 
defto näher koͤmmt, je mehr das Viele Seiten hat. Es ift nun 


aber, mit Ausnahme des einzigen Sechsecks, das Verhältniß destim 


fangs eines Vieles zum Durchmeffer durchweg incommenfurabel, und 
man kann nur die Sränzen, zwifhen welche es fällt, fo. nahe als 
verlangt wird, angeben; welches Vieleck man alfo aud) nehmen möge, 
um feinen Umfang als den des Kreifes zu gebrauchen, fo ift derfelbe 
in jedem Falle zum Durchmeſſer incommenfurabel. 


Der Inhalt des Kreifes tjt gleich dem eines Dreiecks, deſſen 55: 


he gleich dem Radius, alfo commenfurabel, deffen Grundlinie aber 
gleich dem Umkreiſe, alfo auf die vorher angegebene Weile incommen: 
furabel gegen den Durchmeffer iſt; es muß alfo der Inhalt diefes 
Dreiecks und fomit der dee Kreifes incommenfurabel gegen das Quas 
drat des Durchmeffers fein, 

Anmerkung. Es drängt ſich hierbei jedem die Frage aufs ob man denn niemals 
werde für den Umfreis eine Zahl finden Fönnen , welche commenjurabel zum Durchmeſſer 
iſt? Ich Tann nicht bergen, daß ich fehr geneigt bin zu glauben, daß dieß nicht mög- 





z 
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lich iſt, und daher das Problem der Quadratur ded Kreifes im arithmetifhen Sinne 


. für unmoͤglich zu halten. 


3235. Lehrſatz. Das Verhälmiß des Umkreiſes zum Durchs 
meſſer ift, den Beftimmungen-des Archimedes zufolge, Heiner als das 
Verhaͤltniß 348: 1, und größer als 314:1; oder, mas auf daſſelbe 
hinaus koͤmmt, kleiner als 22 : 7 und größer ale 223: 71. 


Genauer ift diefes Verhaͤltniß, nach Ludolf van Ceulen, 
3,1415936536 : 1, und das zuerfi von Adrian Metius bekannt ge: 


machte Verhaͤltniß 355 : 113 ijt beinahe eben fo genau. 
L. G. IV, 12, Zuſ. 


Anmerkung 1. Berfahren des Ardimedes, Diefer Geometer berechnete den Um⸗ 
fang eines Sechsundneunzigecks um und eines ſolchen Vielecks in den Kreis; der Kreis- 
umfang ijt Pleiner old der des erftern und größer ald der des Ichtern. 

Erfter Theil, 

Gonitruction des dußern Sechsundneunzigecks. 

Es fei BJ (Fig. 163) die Seite des innern Zwoͤlfecke; LBD ſenkrecht auf dem 
Halbmeffer CB, alfo eine Tangente; HC balbire den Winkel JCB, GC den Winkel 
HCB, FC den Winkel GEB, und EC den Winkel FCB; dann W. ECB der Centri⸗ 
winkel für ein 192eck, alfo, wenn W. BCD — ECB, ECD der Gentriwintel für ein 
96eck um den Kreis. Da wir nun die Größe der Seiten ſolcher Bielede beftimmen, 
alfo durch Zahlen ausdrücken müſſen, ſo werden wir unter Beachtung deſſen, was wir 
früher in 203, Zuſ. 2, und 219, duf. 4 erinnert haben, anftatt der über gegebenen 
Linien befhriebenen Duadrate die zweiten Potenzen der dig Größe diefer Linien darftellen- 
den Zahlen gebrauden, und anftatt Linien, über denen ald Seiten gegebene Quadrate 
conftruirt werden fönnen, die Quadratwurzein aus den ihren Flächeninhalt darftellenden 
Zahlen. Archimedes ift aud auf dieſe Weiſe zu Werke gegangen. 


Beweis. Rach 296, 2 fe: 
1. : BH = CL CB : CB 


2 BE:BG—CHT CR: CB 
3. BG: BE= (6 + CB: CB 
4, BF: BE=CF + CB: CB, 


Oder durch Berfegung: 
1. CL GB : BL= CB: BH 


2. CH CB : Bi = CB : BG 

3. CG CB : BG = CB: BF 

4. CF CB: BF = CB: BE. 
Kun ift aber JM = 4 IK, md JK = CJ, alfo auf 


JM = 4 CJ, 
und weil BL : CL = JM : CI, fo ift auch ' 
BL= 3 CL. 


Iſt alfo BL befannt, fo Fennt man auch CL, und nad) 87 au CB, und umgekehrt. 
Man kann dann aus Ro, BH finden, und deburq (87) auch GH; darauf aus Nro.2 


BG, aus Nro. 3 BH, und aus Niro. 4 BE. 


1: Archimedes nahm für BL den Werth 1535 alfo für CL 3063 daher BB —- 
CL — BL — 306? — 153? = 70227, alfo cB > 70225, wd CB > 
v 70235 vi. > 2365, daher 

CL + CB : BL > 571 : 153 
und Rro. 1 zufolge, au 
CB : BH 571 : 453 


8.571:8. 183 
— 4563 : 1224 
Iſt alſo BH = 1224, fo ift CB > 4568, und darum 


— 


2. CH > 124° + 35682 v. i. . > 22361800 


alfo um fo mehr CH" 22 22363441 
47292 
und CH — 4729 
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Daher CH + CB : But > 9297 : 1224 


alſo, wenn BG = 1224, fo ift —8* S 9297. 
3. Es iſt demnach GC > 9297° -F 1224? 
87932385 
alfo um fo mehr — 87928129 
9377? 


und GC 9377 
Daher 
cG+ 83 38 > 18674 : 1224 

18674 „ 1224 


> 9337 : PR 
alfo wenn BF = 612, fo ift CB "> 9337, 
4 Es ift fonad 


CF" > 612° + 9337° 
— 87554113 
87553449 
9357? 
und CF > 9357 


CF CB : BF . 
to: BEL > 947 : 306 
2CB: 2 BE > 9347 : 306 
alfo wenn ED — 306, fo ift der Durchmeſſer > 9347. 
203 ze untfang des um ben Kreis beſchriebenen 9öecks ift nun 96 . ED, alfo — 
alſo 
Umfang deb 96eds : Durchmeffer << 29367 : Ba 


u * 
< 38 *2 J 
Nun iſt st <=}, und der Umkreis Eleiner. old der Umfang des kubern Vielecks, aljo 
um fo m Umfreiö + Durchmeſſer < 3 1 
<2:7 


alfo um fo mehr 


mithin andy 


Breiter Theil, 

Gonftruction ded inneren 9Mecks. 

Es jei BL (ig. 164) die Seite des innern Sechsecks; AH halbire den Bogen 
BL, AG ven Bogen BH, AF den Bogen BG ynd AE ben Bogen BF; alsdann iſt die 
Beine BE die Seite des ghecks. 


eweis. 
AL : AB = KL: BK (206) 
AL AB: AB = BL : BE , 459 
oder A.L AB: BL= AB: 
ABHK ® A ABH, daher 
AB:BK= AH: BA, und darum 
1. AL AB: BL = AH: BH, und auf Ähnliche Weife 
2. AB: BA = AG : BG | 
3. 16 AB : BG — AF : BF 
4. AF-AB: BF AE: BE 
ft nun LB gegeben, „p ift auch AB = 2 LB befamnt, und umgefebrt man findet 
daraus (87, Zuj.1) AL, und auf dieſem Wege zulett den Werth für EB. 
an nehme nun an . 
1. LB = 780, alfo AB == 1560, 


MA = AH — LB" = 1825200 
< 1825301 


< 
und LA «T 1351 


. 
Te ET mr ar —— 
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fo AL + AB: : Bu < 2911 : 780 


<=” 291100 : 78000 
alfo, wenn BH_ = 78000, fo it AH -<“ 291100, 
mithin AB" < 78000? 12 291100? 
090823210000 
90826890625 d. i. 301375? 
und AB < 301375 
Daher 
Anh AB: BE} 592475 : 78000- 
< 11. 592475 , 11_. 78000 
3235 —A3 


D20053: 2640 
2. Rimmt man alſo BG = 2640, fo ift AG <= 20053, 
alfo au AB 26402? 4 20053? 


409092409 
409131529 d. i. 20227? 
und AB < 20227 
Daher 
46 FA ο. 2640 
3 . 40280 , 3..:2640_ 
gg * ED ; . — 


< 60 
3 Rimmt man alfo BF = 396, fo ift Ar > 6042, und darum 


- AB < 396? + 60422 
<7 36662580 
<< 36663025 d. i. 6055? 
und AB <“ 6055 


Daher AB: FB 
Art AR: EB| < 12097 : 396 


< 241% : 792 
4. Nimmt man alfo BE= 792, fo. ift AE < 24194, alſo auch 


AB < 792° 4 24194° 
“ < 585976900 
< 585978849 d. i. 24207? 
und AB < 24207 
Es ift demnach 
BE: AB >23: ae 
> 4 . 8069 
Der Umfang des 9ecks ift nım 96 . BE = 25344 alfo 
| - Umfang des 96ecks: Durchmeſſer > 25344 : 8069 


137.1 >SsiH:1 
Es ift aber nn > , und der Sreisumfang noch größer ald der Umfang bed Biel- 


eds, alfo um fo mehr 
Umfreis : Durchmeſſer ⸗ an s 1 
Anmerkung 2. Das Berhältniß 22 : 7 it, —* zu of, doch in vielen Zäl- 
len wirklicher E nmendung genügend. 
Anmerkung 3. Archimedes ift etwas anders zu Werke gegangen, ald die neuern 
Mathematiker, die ihm gefolgt find. Er berechnete nicht wirklich die Seite des 1208, 
Jade, ABedd und Wecks für einen gegebenen Durchmeſſer, ſondern er ſorſchte blos 


— 
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nach dem Berhältniffe, welches die Seite eines jeden diefer Bieledde zum Durchmeſſer 
baben muß; und da daffelbe incommenfurabel ift, fo nahm er für die äußern Biclede, 
die größer als der Kreis, ein Verhältniß dad größer, und für die innern, die Fleiner 
als der Kreis, ein Verhältniß, welches Fleiner als dad wahre Verhältniß der Vielecks⸗ 
feite zum Durchmeſſer. Seine ganze Berechnung ftügt fi) daher nicht auf Zahlen, die 
blos näherungsreife das find, was fie fein follen, fondern auf Zahlen, die wirklich und 
volftändig das find, wofür fie ausgegeben werden. ' Siehe hierüber Montucla histoire 
de la quadrature du cercle pag. 31 — 36. und Lagny Memoires de l’Acad. 1723 


55. 

Anmerfung 4. Ludolf van Geulen (gewöhnli von Eöln genannt Ueberf.) ſchlug 
einen andern Weg cin. Gr beredänete mit Hülfe der Säge 293 und 294 die Seiten von 
einer großen Anzahl innerer und äußerer Bielede., Er zog zu diefem Ende die Wurzeln 
aus incommenfurabeln Zahlen mit vielem Fleiß und großer Genauigkeit, indem er fie 
bis auf eine große Anzahl von Decimalen fortführte. In feinem Bude „over den cir- 
kel“, worin man den ganzen Berlauf feiner Rechnung nachſehen Tann, findet er, daß 
für den Durchmeſſer ald Einheit und für ein Bieled von 32212254720 Eden der Umkreis 


größer ift als 
3,1415926538979323846 


3,1415926538979323847 | 
Später ging er mit noch größerer Genauigkeit zu Werke und fand in feinen funda- 
mentis arithmetices et geometriae, daß für den Durchmeſſer als Einheit, der Umkreis 


größer ift, als Ze 
3,14159265358979323846246338327950 


3,14159265358979323846216338327951 


Anmerfung 5. Das Berbältniß des Archimedes = giebt, in einen Decimalbruch 


verwandelt, 3,142857 ift alfo zu groß, und zwar um beinahe 0,001264 d. i. Rn 


800 

L. G. IV, 14. 
Anmerfung 6. Das Berbältniß 355 : 113, weldyes unter dem Namen: Berbält- 
niß des Metius, bekannt, ift fehr genau; denn ald Decimalbrud giebt ed 3,14159292 
ift alfo nod nit um 0,0000004 zu groß. Außerdem merken fi die Zahlen, durch 
welche dieß Verhältniß auögedrüdt wird, ungemein leihtz denn fchreibt man von den 
drei erften ungeraden Zahlen jede zweimal neben einander 113355, fo bilden die drei 
erften Ziffern die Zahl für den Durchmeſſer und die drei letzten die Zahl für den Umkreis. 
Man fehe hierüber Montucla in der angeführten Stelle; Tacquet selecta ex Ar- 
chimede pr. 6 p. 275 et 276 und den noch viel genauern Ausdrud in 332, Anm. 4. 
. Anmerkung 7. Das genannte Berbältnig 113 : 355 wurde zuerft gefunden durch 
Adriaan Anthoniffe, Bürgermeifter der Stadt Alkmaar, Bater des Adriaan Adriaanſe, 
mit dem Beinamen Metius, Profefford zu Franeker; der in feiner geometria practica 
diefe Erfindung feinem Water zuerfennt und binzufügt, derfelbe habe in dem Buͤchelchen, 
welches .er. gegen Simon van der Eide*) und deffen Kreisquadratur geſchrieben, beftimmt 
narhgewiefen, daß das Berhältniß des Umkreiſes zum Durchmeſſer Pleiner ald 3,5, und 


und Fleiner als 


und Fleiner ald 


größer alb ZyAP;, zwiſchen denen das Mittel 3% oder 258 fei. An einer andern Stelle 


fagt Metius, daß fein Bater dieſe feine Erfindung begründet habe durch Beweiſe ganz 
nad Art und im Geifte des Archimedes. Ih habe das Werkchen des Adriaan Anz 
tboniffe nie zu Gefihte bekommen, und kann daher über die in ihm enthaltenen Beweife 
nit urtheilen. Es ift inzwifchen nicht ſchwer, das genannte Berhältniß (nun, da man 
ed kennt) aus dem des Archimedes herzuleiten. 

Da nämlich das Verhältniß 22: 7 zu groß ift, fo ift es eben fo mit dem Verhält⸗ 
niffe 22 . 16 : 7 » 16 oder 352 : 112 und addirt man zu dieſen Zahlen die in dem⸗ 
ſelben Berbältniß ftehenden 3} und 1, fo ift das ſo entftehende Verhältniß 3553 : 113 








* *) Metind, der in latetnifcher Sprache fchreibt, nennt ihn .„„A Querca.“ Der Na: 
me war, wie ich glaube, du Chesne; mentgfteng findet fich bei Ripentus in der biblio- 
theca philosophica: Simon da Chesne de la quadrature du cercle. Delft 158 in 4. — 
Das Büchelchen des Adriaan Anthoniffe Habe ich in keinem der Tataloge, die ich 3 
LER ALLE aufgeführt gefunden, was mich zweifeln laßt, ob es jemate im Deu 


—5 
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gleichfalls noch zu groß, und man wird daher der Wahrheit näher kommen, wenn man 
anjtatt 3554 ſetzt 355. - 

Das Berhältniß 223 : 71 ift zu Mein, alfo aub 16 . 223 : 16. 71, oder 
3568 : 11365 und zieht man von diefen letztern Zahlen die in eben diefem Berhältnifle 
fiehenden 1832 und 6 ab, fo ift das fo entftehende Berhältniß 3549}4 : 1130 gleichfalls 
nod zu Fein; man wird alfo der Wahrheit näher Fommen, wenn man anjtatt 3549} 
test 3550, wodurd man wiederum zu unferem Berhältniffe 3550 : 1130 oder 355: 113 
gelangt. 

Uebrigens ift ed leicht, wenn man das durch Ludolf van Geulen berechnete Verhält⸗ 
niß, aber nur bis 6ten Decimale zum Grunde legt, ſowohl das des Archimedes als daB 
des Metius daraus herzuleiten, und zugleich nachzuweiſen / daß das zweite genauer als 
das erfte, beide aber nicht fo genau ald das Ludolf'ſche (ſelbft wenn dieß auf 6 Decima⸗ 
ien beſchraͤnkt wird) find. | \ 

Diefes legtere ift 3,141593 : 1 oder Irioodoo 2 1, wofür man durch Ausführung 
der Divifion fehen ann: Z,,ulgr : 1 alſo < 34: 1, alſo iſt 22 2 7. zu groß, 





® n 1 ® 4 
Es = — Berhältniß dar⸗ 
iſt an 0,0624 160% alſo ift das —— rhaͤltniß da 
nach auch 3 — 1, oder ſehr nahe I 4 24 3-—— :1 oder 355: 113. 
7 1 7 + 1 113 


16,02 , . 

Man Fann über dergleichen Herleitungen von Brüdhen, namentlid auch in Bezie⸗ 
hung auf unfern Gegenftand nachſehen das 11te Gapitel der Algebra von Wallis in Opp. 
Mathem. T. 2 pag. 49. - 

Anmerkung 8. Wir werden fpäter (370, Zuſ. 3) zeigen, wie fehr die Berechnung 
des Kreisumfanges durch den Gebraud der trigonometrifhen Tafeln abgekürzt tird. 
Aber man überfehe nit, daß dab Läftige lediglich darin defteht, daß man die Seiten 
fo vieler innern und äußern Vielecke berechnen muß. Die Sinuffe und Tangenten find 
nun nichts anders als die halben Seiten jener Vielecke; bei der Berechnung der frigos 
nometrifhen Tafeln wurde alfo das Läjtige für die Berechnung des Umkreiſes zugleich 
mit abgemacht. Die durd) die Tafeln gewährte Abkürzung ift daher mehr ſcheinbar al& 


wirklich und weſentlich. 


Anmerkung 9. Snellius, und nach ihm beſonders Huygens haben ſich bei dieſen 
Rechnungen vielfacher Abkürzungen bedient. Namentlich entdeckten fie neue Eigenſchaf⸗ 


ten der in und um den Kreis beſchriebenen Vielecke, wodurch fie in den Stand gefegt 


wurden, durch Anwendung von Vielecken mit geringerer Seitenzahl denfelhen Grad der 
Genauigkeit zu erlangen, den Ludolf erft bei Bieleden von weit größerer Seitenzahl 


erreichte, Die in den folgenden Nummern mitgetpeilten Säge waren es, welde fie da⸗ 


bei unterftügten. 

3%. Lehrfas. . Jeder Kreisabſchnitt (FED Fig. 165), der 
kleiner als der Halbkreis, ift größer als 4 des gleichſchenkeligen Dreis 
ecks, weldes man über der zugehörigen Sehne als Grundlinie in den: 


ſelben befchreibt. 
Huygens pr. 3. \ 
Vorbereitung. Man befchreibe über den Schenkeln FD, DE 


‚aufs neue gleichfchenkelige Dreiecke FJE, DLE, welde offenbar gleich» 


flächig find, darauf wiederum gleichſchenkelige Dreiecke Über den 
Grundlinien FJ, JE, EL, LD, die gleihfalls an Inhalt einander 


oagleich find, und fahre auf diefe Weife fort, daß man immer wieder. 


in jeden der zulegt entftandenen Kreisabfehnitte ein gleichſchenkeliges 
Dreieck beſchreibt. 
Beweis. Es iſt 
AFED <A(A FJE + A DLE) (29), 
oder AFJE-+ ADLE>% A FED 
Und auf gleiche Weife find die über FJ, JE, EL und LD befchriebenen 
gleichfchenteligen Dreiecke zufammen größer als 4 (AFJE + ADLE), 
alfo > 4 A FED. Es ift daher die Summe aller diefer gleichfchen: 
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keligen Dreiecke größer als | 
NEED LA A FED + AFED+& AFED+... 

alfo größer als: (1 + 4 ats +-- .-..) AFED 
Die Gränze für die Summe aller diefer Dreiecke ift daher größer ale 
die Graͤnze von 
(+4+1-+ 3% +... A FEDdi> % AFED (305) 
Für die Summe der gleichfchenkeligen ift aber offenbar die Graͤnze 
der Kreisabfchnitt FJELD, alfo 

FJELD > 4 A FED. 


397. Lehrfag. Jeder Kreisabfcehnitt (JEL Fig. 165), der noch 
nicht einen Halbkreis ausmacht, ift kleiner als 2 des gleichichenteligen 
Dreieds, welches von der zu dem Abfchnitte gehörigen Sehne und 
den durch ihre Endpuncte gehenden Tangenten gebildet wird. 

Huygens pr. 4. | 

Vorbereitung. Ziehe durch E die Tangente YEY ; befchreibe über: 
JE und EL die gleichfchenkeligen Dreiecke JnE und EoL, ziehe durd) 
ihre Spigen die Tangenten qur, sot; befchreibe nun wieder über In, 
nE, Eo, oL gleichfchenkelige Dreiecke, ziehe durch ihre Spigen Tans 
genten und fahre auf diefe Weife fort. | | 

Beweis. 
AXGY+AgXr+AsYt+...>$(AJEL+-AIMmE+AEoLH....) 
(299). Die Gränze für die erfte Dreiecksſumme ift alfo auch größer 
als die Graͤnze für die Hälfte der zweiten d. 5. der von den beiden 
Tangenten, JG, LG und von dem Kreisbogen JnEoL begränzte 
Raum ift größer als die Hälfte des Kreisabfchnittes InEoLJ, alfo 
diefe beiden Flächenräume zufammen d.h. AJGL >32 Kreisabfchnitt 


JnEoLJ; oder 
Abfhnitt InEoLJ < % A JGL 
Anmerkung. Der Grund, warum der in Nede ſtehende Abſchnitt Pleiner als der 
Halbkreis ſein muß, fällt von ſelbſt in die Augen. 

328. Lehrfaß. Seder Kreis ift größer als ein in denſelben 
beichriebenes Wieleed von gerader Seitenzahl zufammengenommen mit 
dem dritten Theil des Ueberſchuſſes eben diefes Vielecks Über das in 
denfelben Kreis befchriebene Vieleck von halb fo großer Seitenzahl. 

Hüygens pr, 8. . 

Vorbereitung. Es fei FIELDABTAtF (Fig. 143) das regelmäs 
Bige Viele in den Kreis, deflen Seitenzahl In ſei; fein Snhalt 
ſei V; FEDBAF fei das andere Vieleck, das halb fo viel Seiten hat, 
fein Inhalt fei v. 

Der Meberfchuß des erftern Vielecks über das zweite ift offenbar a. 
gleich der Summe der Dreiecke FJE, ELD ıc,, die alle unter einans, 
der gleich, und deren Anzahl fo groß_ift als die Menge der Seiten: . 
des zweiten Vielecks d. i.n; die Summe aller kann alſo —n. AFJE 
gefegt werden, man hat demnach | 

V-v=2. AFRE,wV=-v-+4n.AFE 

Beweis. . Der Inhalt‘ des Kreifes ift 

. —=v-+n. Abſchnitt FJE 
aber Abſchnitt FIE > 4 A FJE (3%6) 
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Daher Kreisflaͤche >v + = . A FJE | 


>v+n.ARE+3ZANE 


| DY+4V—v | 
Anmerfung. Man fieht, wie viel genauer unfer Sag die Zahlen begränzt, wodurch 
man den Inhalt des Kreifes auödrüden kann. Nah dem Verfahren des Ardyimedes 
weiß man blos, daß jeder Kreis größer ald das in ihr befhriebene 96eck ift, aber nad 
unferm Sage weiß man außer dem auch noch, daß er größer ift als dieſes 96eck zufam- 

x mengenommen mit dem dritten Theile feines Ueberſchuſſes über das 48eck. 

329. Lehrſatz. Jeder Kreis ift kleiner als 2 eines um ihn 
befchriebenen regelmäßigen Vieles von gerader Seitenzahl zufams 
mengenommen mit dem dritten Theile des dem erftern ähnlichen ins 
nern. Vieles. 

Huygens pr. 6. 

° Beweis. Abfchnitt InEoL. (Fig. 165) < 3 A JGL (327) 
alfo auch Abſchn. ISnEoL + A JCL < 23 AJIGL + A JCL 
oder Ausfchnitt JCLEI — % ICLG + 4 A JCL 

alſo auch Ä 
n. Ausſchn. ICLEI < = ICLG 4 3 A JCL 


d. i. Rreisflähe <— 3 des äußern Vieleds- 4 des Innern. 

Unmerfung 1. Dur das Verfahren des Archimedes weiß man blos, daß der 
Kreis Fleiner als das um ihn bejchriebene 9beck; jest weiß man nun auch, daß er Plei- 
ner als 3 diefes äußern Bieledö und 4 des ibm ähnlichen innern zufammengenommen, 
wodurd) alfo die wahre Größe des Kreiſes zwiſchen engere Gränzen eingefchloffen wird. 

Anmerfung 2. Da man durch den frühern Zehrjag 293 und deffen 5ten und Gten 
Zuſatz in den Stand gefegt ift, leiht den Inhalt eines in den Kreis beſchriebenen Biel- 
ecks zu finden, und eben fo durch S. 283 den Inhalt eines dußern Vielecks, fo ſieht 
man, mie leicht es ift, durch Hülfe unferes vorftehenden Sages die Kreiöflädhe annd- 
bernd zu beftimmen. Durch Anwendung eines Zwölfecks erlangt man ſchon eine nam⸗ 
bafte Genauigkeit. 

Zuf. Der Inhalt eines Kreisausfchnittes ift Meiner ale 2 des 
von den beiden Halbmeſſern deffelben und den durch ihre Endpuncte 
gehenden Tangenten gebildeten Trapeziums, und 4 des von eben dies 
fen Radien gebildeten Mittelpunctsdreiecks zufammen genommen. 

Huygens pr. 6. 

330. Lehrſatz. Der Umkreis ift größer als der Umfang eines 
regelmäßigen eingefchriebenen Vielecks von gerader Seitenzahl zufams 
miengenommen mit dem dritten Theile des Unterfchiedes zwifchen eben 
diefem Umfange und dem Umfange des eingefchriebenen Vielecks von 
halb fo großer Seitenzahl. Fig. 165 und 166. 

Huygens pr. 7. 
Vorbereitung. Es fei FD die Seite eines eingefchriebenen Viels 
»ecks; FE, ED die Seiten eines eben folchen Vielecks, aber von dop⸗ 

pelter Seitenzahl; und FJ, JE, EL, LD die Seiten eines neuen 
Vieles, das doppelt fo viel Seiten ale das unmittelbar vorherge: 
hende hat. 

Es fei nun gh (Fig. 166) *) gleich dem Umfange des Wieleckg, 
deſſen eine Seite FD, gi der Umfang des Vielecks, deſſen Seite NE, 


„Aus Mangel an Raum ift Fig. 166 nach einem Eleinern Masilübe e eichnäßatd . 
Zig. 165, was wohl der ACH undelhuben geſchehen konnte. 8 3 
y 





' 
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und k—=}hi= }. (gi — gh) Die Senfredte Nz ſei gleid dem 
Halbmeſſer des Kreifes; man ziehe Ng, Nh, Ni, Nk; und begeichne 
mit w den Umkreis. 
Beweis. A gNi — dem Viele uͤber FJ 
A gNh — dem Diele über FEI (293, 3. 6) 
Afo Aihkk=4(A gNi — A eh) 
— 4 (Viele über FJ — Vieleck über FE) 
Mithin Inhalt des Kreifes > A gNi + A Nik (328), 
mei t> Er 
daher au m >> gi ki 
> git+ 3 (gi — 5h) Ä 
Zuf. 1. Bezeichnet U den Umfang eines Vielecks von gerader 
Seitenzahl, u den Umfang des nächftvorhergehenden d. h. das halb 
fo viel Seiten hat, fo ift 








2) 


U— u 





d. 5. der Umkreis ift größer als der Leberfchuß von $ des Umfanges 
eines eingefchriebenen Vielecks von gerader Seitenzahl über 4 des 
Umfanges von dem gleichfalls eingefchriebenen Vielecke, welches halb 
fo viel Seiten hat. 

Huygens pr. 7, Cor. , 

Anmerkung 1. Die Seite des innern Sechsecks ift gleich dem Halbmeſſer; aiſo 
der dritte Theil feines Umfanges gleih dem Durdmellers demnach ift 4 vom Umfange 
des Zwoͤlfecks d. h. das Sechszehnfache einer Seite vermindert um den Durchmeſſer Flei- 
ner als der Umkreis, aber der Unterſchied ift fehr gering. Die Seite des Zwoölfecks Fann 
man nun fehr leicht dur Hülfe von 293, Zuf. 8 berechnen; man fieht alfo, wic man 
bier größere Genauigfeit erreicht ald auf dem Wege des Archimedes, wo man immer 
nur weiß, daß der Umfreis größer, ald der Umfang des eingefchriebenen Vielecks. 

Zuf. 2. Aus dem Beweife unferes Sages und aus 328 ergiebt 
fih, daß das, was für den ganzen Umkreis gilt, auch für jeden eins 
zelnen Bogen Statt haben muß; daher ift ein Bogen jederzeit größer 
als $ feiner Sehne vermindert um 4 von der Hälfte der Sehne eis 
nes doppelt fo großen Bogens; oder größer als die Sehne vermehrt 
um den dritten Theil des Unterſchiedes zwifchen chen diefer Sehne. 
und der halben Sehne eines doppelt fo großen Bogens. 

Anmerfung 2. Hungens gebraucht anftatt halbe Sehne des doppelten Bogens, 
den Ausdrud Sinus des Bogens, was, mie man aus (360) fehen wird, auf daffelbe 
binausfümmt. ' 

Zuf. 3. Es ergiebt fich hieraus ein leichtes Verfahren, eine ges 
rade Linie geometriſch zu finden, welche annähernd einem gegebenen 
Kreicbogen an Länge gleich koͤmmt. 

Es fei (Fig. 166°) der Bogen ACB; halbire Denfelben in C; yies 
he AG, CB; alsdann CE ſentrecht auf AB; nimm FG = AB, FJF= 
AC+ CB, ud IK—=%GJ, fo ift FK die gefuchte Linie. 


Denn, 
" Bogen CB >-CB: ++ 4 (CB — EB) 
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baper Bogen AB>AC+CB 4 8 + CB-— AB) 
>N 1 (EI — EG) 
* FI 161 


Huygens pr. 12. 

Anmerkung 3. Je Heiner der gegebene Bogen iſt, defto mehr nähert fi ihm 
die Linie FK. An folden Fällen, wo der Bogen einen größern Theil des ganzen Um⸗ 
Freifes ausmaht, kann man ihn zuvor fucceffive in 2, 4, 8 ıc. gleihe Theile theilen, 
für einen viefer Theile die ihm annähernd gleiche gerade Linie fuhen, und von diefer 
Länge dad Sovielfahe nehmen, in fo viel Theile man den Bogen getheilt hat, ° 

331. Lehrfas. Zieht man an den einen Scheitel (G Fig. 167) 
eines Kreisdurchmeflers (BG) eine Tangente (GE) und nad) ihr von 
dem andern Scheitel (B) aus die Schneidende BCK, fo ift-der zwi⸗ 
fhen diefer legtern und dem Durchmeſſer enthaltene Bogen (CG) klei⸗ 
ner als 2 von dem Stäcf (GK) der Tangente, welches: zwifchen eben 
diefer Schneidenden und dem Berührungspuncte enthalten ift, vers 
mehrt um den dritten Theil-der Senkrechten (CH), welche man vom 
Endpuncte (C) des Bogens auf den Durchmeffer fällt. 

Huygens pr. 8. 

Vorbereitung. Ziehe an C die Tangente CJ, dann AJ, und CG. 

Beweis. Biere AUG—=2? AACUS= einem Dreieck, deſſen 
Grundlinie 2 CI und Höhe AC oder AG iſt. 

Da aber CI = JG (250, 3. 4 oder 359, 3. , und ®. GCK 
— 1 R, ſo iſt auch CI = JK=IG, alfo Kom —=9CI, alfo Viered 
ACIG — einem Dreiecke, deſſen Srundlinie KG und Höhe AG. 

Der Kreisausfchnitt CAG if — einem Dreiecke, deſſen Grunds 
linie CG, und Höhe AG ift (321), daher (200) Ausſchnitt CAG: Tras 
pezium ACIG : A ACG = Bogen CG : GK: CH, 

aber Ausſchnitt CAG < 8 Trap. ACIG at 4 A ACG, 

daher auch Bogen CG << 3 GK + 4 CH 

332. Lehrfag. Der Umfang eines Kreifes ift Heiner als 8 
- vom Umfange eines in denfelben befchriebenen Vielecks und 1 vom 
Umfange des diefem ähnlichen äußern Vieles zufammengenommen. 

Huygens pr. 9. 

Vorbereitung. Es fei CH (Fig. 167) die halbe Seite des innern 
Vieles, alfo, wenn man ACE zieht, EG die halbe Seite des ähns 
lichen äußern Vieles. Ziehe BC und verlängere fie bis K; nimm 
LH = HG, alfo BL = BG — LG = 2 (AG — HG) = 2411. 

Beweis. EG: CH = AG: AH 

EG + CH: CH—= AG + AH: AH 
CH:KG=BH:BG 
EG + CH .: KG = (AG + AH). BH: AH.BG 
EG--CH: IKE — = (AG-+AH). BH: 2AH. BG 
— BH, : BL,BG ' 
Dun iſt aber BH, = BH,LH + BH ‚BL' 
und BL.BG — —= BL,HG +. BH, BL 
Aber BH,LH > BL.HG, 
Daher BH, > BL, BG 
Mithin auch EG--CH > 2KG, 
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und SSH I 2 


Folglich, weil Bogen CG << % KG + 4 CH, (331) 
um fo mehr Bogen CG << 3 CH 4 EG, und darum auch der 


"ganze Umkreis — 3 vom Umfange des Vieles über der doppelten 


Länge vonCH als Seite -+ 4 vom Umfange des äußern Vielecks, wels 
ches die doppelte Länge von EG zur Seite. j 

Anmerfung 1. Rach dem Arhimedeifhen Verfahren weiß man blos, daß der Um⸗ 
Preid Pleiner ift, al& der Umfang jedes äußern Vielecks; durch unfern eben erwiefenen 
&ay nun erfährt man, daß der Umkreis aud noch kleiner fei, als eine Länge, welde 
Peiner als der Umfang eines "äußern Vielecks iftz man ift alfo der wahren Größe des 
Umkreiſes näher gefommen. - 

Zuſ. Da Bogen CG <3CH 4 LEG, fo erlangt man dadurch 
den Sag: jeder, nicht den vierten Theil des Umkreiſes erreichende, 
Bogen ift einer als zwei Drittel von der halben Sehne des doppels 
ten Bogens zufammengenommen mit dem dritten Theil der Tangente. 

Anmerkung 2. Snellius und Huygens gebrauchen, wie wir ſchon einmal bemerft 
haben , anftatt halbe Sehne des doppelten Bogens den Ausdrud Sinus (359). ' 

Anmerkung 3. Dieß find die Säge, welde Snellius zuerft befannt machte, aber 
ohne volftändige Beweiſe; dieſe erhielten fie erft ſpaͤter durch Huygens. Durch fie wird 
man in den Stand gefegt, auf einfadherem und Fürzerem Wege denfelben Grad . von 
Genauigkeit zu erreihen, welden Ludolf nur durch eine große und wahrhaft mühfelige 
Arbeit erreihte, Huygens ging fpäter noch weiter, indem er zwei Säge fand, welde 
die Sache merklich abfürzen,, die aber nicht in das Gebiet der Elementargeometrie ges 
bören und daher bier nidyt mitgetheilt werden Fönnen, 

Anmerkung 4. Rad den Zeiten von Ludolf und Snelius, und einige Jahre nach⸗ 
dem Hungens feine Schrift: „de circuli magnitudine“ herausgegeben hatte, entdeckte 
man Mittel, das Verhältniß des Umkreiſes zum Durchmeſſer mit noch mehr Decimalen, 
alfo noch genauer darzuftellen, nämlid durch Reihen, deren Glieder fortfchreiten nad 
Potenzen der goniometriichen Linien, der Sinuffe und Tangenten, von welden wir im 
nädhften Bude ausführliher handeln werden, In den Anhängen follen einige der Reihen 
mitgetheilt werden, in denen Sinus, Gofinud, Tangente durch den zugehörigen Bogen 
dargeftellt werden, und umgekehrt die Größe des Bogens, alfo au des ganzen UmPreis 
ſes durch die Größe der zugehörigen Sinus, oder Gofinus, oder Tangente, 

Es mag bier nur noch bemerkt werden, daß Lagny (Mem. de l'Acad. 1719. 

. 144) der erfte war, welder dur Ausdrücke diefer Art, für die Länge des Umkrei⸗ 
es folgenden, 127 Decimalen enthaltenden, Werth fand, deſſen ſich fpäter andere Schrift 
fteller, 3. B. Euler (Introductio in Analysin Infinitoram $. 126) zu weiterer Be⸗ 
nugung bedient haben: 

3,141592 653589 793238 462643 383279 
502884 197169 399375 105820 974944 
592307 816406 286208 9986283 034825 
342117 067982 148086 51327*)2 306647 


6 

Sedtzte man in ter legten Stelle 7 für 6, fo würde die Länge des Umkreiſes etwas 
zu groß fein, jebt ift fie etwas zu klein. ! 

Bon der übergroßen Genauigfeit dieſes Ausdrucks kann man ſich eine Borftellung 
machen, wenn man erwägt, daß ſchon in dem alle, wo man ſich blos der 21 criten. 
Decimalen bediente und die niedrigfte derfelben (2) um eind vermehrte, der dadurch her⸗ 
vorgebrachte Unterſchied felbft bei einem Kreife, deſſen Umfang glei dem der ganzen 
Erdfugel wäre, noch nicht 0,000000 000 28 eined Sandförndend betragen würde, dieſe 


. Körndyen zu der Größe angenommen, daß 200 derfelben neben einander gelegt, die Län⸗ 


. morum Comp 


ge eined Zolls einnähmen. 
Anmerfung 5. Da man nun die Grängen, zwiſchen welche dad Berhältniß des Um- 
Preifes zum Durchmeſſer faͤllt, mit einer Genauigfett kennt, die man bis zu einem fo 


*), Diefe 1läte Decimale iſt zwar fo wohl bei Lagny als auch bei_vielen fpäteen 
Sarifienen wie fie bier angegeben ik, N f aueln gun Dat fpäter ‚gefunden he — ie 
ut satt Ihrer geſeßt werden mu » jieye Yoga egau - 

2 letus. gr 1794, — 633, i Anm. des Ueberſ. 


, 
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hohen Grade ſteigern Tann, fo darf man auch alle einzelnen Verhältniſſe als (annähernd) 


richtig betradpten, wenn nur von ihnen nachgewieſen wird, daß fie zwifchen eben jene Graͤn⸗ 


zen fallen; und auf diefem Grunde (ganz verſchieden von dem, worauf dad 330, Zuf. 3 
mitgetheilte Verfahren ſich ftügte, eine Gerade zu finden, welche einem gegebenen Kreise 
bogen glei) beruhen viele Gonftructionen zur Auffindung von Linien die mit gegebenen 
Kreislinien gleiche Länge, oder von Quadraten welde mit gegebenen Streifen gleichen id- 
cheninhalt haben. Aus der großen Anzahl folder Gonftructionen, die es überhaupt gicht, 
wollen wir nur folgende ausheben, die einen merflihen Grad von Genauigkeit geben. 

Erftes Berfahren. Man theilt eine Gerade nach dem äußern und mittiern Verhält⸗ 
niß. Das kleinere Stüd verhält fi alsdann zur ganzen Linie, wie der Durchmeſſer eis 
nes Kreiſes zu $ des Umfreifes. 

Vietae opp. pag. 392. 

Beweis. Bezeichnet man die ganze Linie mit L, das Fleinere Stück mitK, fo ift: 

Ko sr . L (213, Xum, 2) 
Nun ift V5 = 2,2366 .., alfo 
_ 22 
K= —— L = 0,3817 . L, 
Demnach K : L = Durchmeſſer: 8 Umkreis = 0,3817 : 1. 
kta . 1 
Mitt 3 — — 
thin iſt z Umkreis 0,5817 
Ä und daraus Umkreis — 3,1435 
ein Werth, der fi) dem Ludolf'ſchen ziemlich nähert. 

Zweites Berfahren. Verlängere die Hälfte des Halbmefferd um eine Einie, deren 
Quadrat fo groß ift, als die Summe der Quadrate des Halbmeffers und der halben 
Seite des in den Kreis beſchriebenen regelmäßigen Achtecks, fo ift die fo entftandene Lie 
nie gleich dem vierten Theile des Umfreifes ). 

Gonitruction, Ziehe zwei Durchmeſſer EG, FH (Fig. 151), die ſich rechtwinke⸗ 
lig fchneiden 5 ziche die Sehne HE; balbire Bogen HNE in N, ziehe NE, melde die 
Adtedöfeite it. Nimm CT = 4 NE, ziehe ET und verlängere fie fo, daß TU = 
4 TE, fo ift ETU glei dem vierten Theile des Umkreiſes. 

; Beweis. Die halbe Seite des Achtecks ift, für den Halbmeffer ald Einheit, wie 
nen durch leichte Rechnung findet : 0,3827 3 das Duadrat davon ift 0,14646, dazu ad⸗ 
det das Quadrat des Radius giebt: 1,146465 die Duadratwurzel hieraus ift 1,0708 5 
und vermehrt um die Hälfte des Radius 1,5708 der vierte Theil des Umkreiſes; alfo 
für den Durchmeſſer ald Einheit, 0,7854, mithin der ganze Umkreis 3,1416, was von 
dein Reſultate Ludolf's nicht fehr verſchieden ift. 


&: Drittes Verfahren, Es fei BED (Zig. 169) die Hälfte, und BC ein Viertel des 


lanfreifes 5 tbeile den rechten Winkel BAC in drei, gleihe Theile (was ſtets mit geome⸗ 
tiber Strenge ausführbar), deren einer BAE; ziehe DL und BJ ſenkrecht auf BD, 
verlängere AE bis J; ziehe JM | auf DL, nimm DL = 3 AB und ziehe JL, fo ift 
diefe Linie nahe dem halben Umkreiſe glei. 

Beweis. Ziehe EF | auf BD; fege BA = 1, alöbann ift EF als halbe Sehne 
eines Winkels, der AR beträgt = 4, ddr A= Vi — = =4Vv3 
und, weil AF: FE = AB: BJ, i vi v 


— 1. 
BJ = z — DM 


wJiL=VA-+(3— v3) 
=Vv4+9-6r:H43 
= Ve—6vVi _ 
=-4V1»% —18v3 
ein Werth, der mit dem von Ludolf gefundenen gut übereinftimmt. 
Kochansi Acta Lipsiensia 1685 p. 39. 


*) Ich have diefed Verfahren In den nachgelaffenen Papieren von Dunsens n⸗ 
den, wo daſſelibe fo lauter; Si ad rectam, quge potert duo quadrata simul, quadratum 
radii et quadratum einus Arcus 22030’, addatug ig _rectum semissis radii, composita, recta 
aequalis erit peripheriae quadrantis, Huygens Bat mit eigner Hand ws die Worte bei: 

. 5 


v. Swinden Geometrie. 


Fü 


ku... — — 
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Biertes Verfahren. Es fei AB (Fig. 154) der Halbmeffer cined Kreiſes; theile 
ihn im acht gleiche Theile; ziehe CB ] auf AB, und made fir — 5 AB; ziche CA, 
nimm AD=4} AB; fälle aus D die Senkrechte DE auf AB, ziehe dann CE und mit 
ibr | DF. Es ift dann 3 AB —F AF = dem halben Umkreiſe. 

AC: AD = AE: AF 


AE — AB. AF 





- AC :AD = AB: AE 
= BB :AB.AF 
— 2 
AB [3 AD 
alfo AF = —, 
C 


— — — 2 2 
& ift aber: AO = AB + BC — +2 ‚AB 


— 3 — 
und AD — a ‚AB 


. 4° 
——— ii oe . AB; 
alſo AF > fr» AB 
mithin 3:5 
I] 
— 5 B 
3AB + AF 113 A 


== 18‘ Zur AB = 1. 
alfo übereinftimmend mit dem Berbältniffe von Metius, 

Diefes ſchöne Berfahren, dad Feinem der frühern nachſteht, wurde mir vor Jab- 
ren von dem wadern Mathematiker De Gelder mitgetheilt. 

Anmerkung 6. Bei keiner der vorher angegebenen Berfahrungsarten wird etwas 
gefordert, was nicht durch Hülfe von Lineal und Zirkel ausgeführt werden Eünnte, wenn 
man auch durch diefe Gonftructionen nicht vollendete, fondern blos annähernde Genauig- 
keit erlangt. Aber es giebt eine beftimmte Frumme Linie, durd deren Hülfe man eine 
Gerade finden kann, deren Länge gleidy einem beliebigen Kreisbogen, alfo auch einem 
Quadranten und fomit aud dem ganzen Umfreife gleich ift. Der Erfinder diefer Linie 
ift Dinoftratus, der fie Quadratrix nannte, Sie gehört zu den fogenannten medhani- 
Shen Einien”). Man Fann über diefelben nachſehen Pappus 1V, 25, 26, 27, 28. Ue⸗ 
ber die Quadratrix ſowohl an und für fi ald in Beziehung auf die Duadratur des Kreiſes 
bat fehr weitläufig gehandelt Glavius in einem Anbange zum fechhften Buche des Eucli— 
des; und im Anhange zung fiebenten Buche feiner praktiſchen Geometrie, 

333. Lehrſatz. Der FSlächenraum eines Kreifes verhält ſich 

zum Quadrate feines Durchmeflers wie 11: 145 wenn man das von 

Archimedes für den Umkreis gegebene Verhältnig anwendet. 
Beweis. Aus 319, Zuf. 2%. 

Anmerfung 1. Gebraudt man das von Ludolf berechnete Berhältniß, fo verbält 
fi) der Kreis zum Quadrate des Durchmeſſers = 0,7853981634 : 1 d. i. 10,9955742876 : 
14 ein Berbältniß, weldes, wie man fiebt, nur wenig von dem 11 : 14 abweicht. 

Anmerkung 2. Best man den Halbmeffer — 4, alfo den Durchmeſſer = 2, fe ift 
der Inhalt des Kreifes 3,1415926536 , alfo beinahe 3,14160. 


gefügt: receu de M. Y’Ambassadeur Chanut. Ehanuf war franzöfifher Sefandter in 
turbo aur Beit als Descartes daſelbſi ſtarb. 
appus fa 
(Heintich Um 190 d.’Chr. tedte U.) die Duadratrir zur Auadranır des Kreifes gebraucht 
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Anmerkung 3. Unter Berückſichtigung deſſen, was wir in der fünften Anmerkung 
zum vorigen rar erinnert haben, gelangt man endli noch zu folgendem 


334. Tehrfag. Theile man eine Gerade nach dem aͤußern und 
mittiern Verhältniffe, fo verhält fi die Summe der ‚ganzen Linie 
und des Heinern Stuͤckes zum Doppelten der Linie wie.die Wurzel 
aus dem anderthalbfachen Quadrate des Radius zu dem Quadrate, 


welches gleichflaͤchig iſt mit dem zu dieſem Radius gehoͤrigen Kreiſe. 


Vieta p. 393. 

Beweis. Man nimmt die gegebene Linie ſelbſt zur Einheit, be⸗ 
rechnet das kleinere Stuͤck, und findet ſo, daß die genannte Propor⸗ 
tion ſehr nahe derjenigen koͤmmt, welche aus dem Ludolf'ſchen Vers 
hältniffe folgt. 

Anmerkung. Diefer Sat giebt folgende Gonftruction eined mit einem gegebenen 
Kelle gleichflächigen Quadrates an die Hand: 
Es feien BC, DE (Big. 168) zwei rechtwinkelig fi ſchneidende Durämeffer ; tbeile 
AC nad dem äußern und mittiern Berhältniffe in H; ziehe EG; p it EG=Y 723 
nimm AF—= } EC, alfo = 4 VW 25 ziehe BF, welde = V1  $, 56 und 
mit on CI, % ift BJ die Seite des gefuchten Duabrates und BIKL diefes Qua⸗ 
drat ſelbſt. 


—* 
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Anhang zum fünften, fechften und fiebenten Buche. 


425. Wird cine Gerade, welche mit einem ihrer Endpuncte im Umfange eines 
Kreifes liegt, von einem Durchmeffer deffelben unter rechten Winkeln halbirt, fo liegt 
auch ihr anderer Endpunct im Umkreiſe d. h. fie ift eine Sehne dieſes Kreiſes. 

426. Dede Gerade, welche den Halbirungspunct einer Sehne mit dem Halbirungs⸗ 
puncte eined der beiden zu ihr gehörigen Bogen verbindet, geht bei hinreichender Ber: 
längerung durch den Mittelpunct des Kreifes und dur den Halbirungspunet des andern 
zugehörigen Bogens. . 

477. Jede Gerade, weldye die Halbirungspuncte zweier zu derſelben Sehne gehö⸗ 
render Bogen verbindet, iſt ein Durchmeſſer und halbirt die gemeinſchaftliche Sehne un⸗ 
ter rechten Winkeln. RE 

428. Beſchreibt man in einen Kreis ein gleichſeitiges Dreieck, Halbirt die zu zwei 
Seiten gehörigen Bogen und verbindet diefe Halbirungspuncte, jo wird diefe Gerade 
durch die beiden genannten Dreiedöfeiten in drei gleiche Theile getheilt. . 

429. Fällt man aus den Endpuncten eines Kreisdurchmeſſers auf eine beliebige (ver- 
längerte) Sehne zwei Senkrechte, fo find Die zwifchen den Zußpuncten der Ichtern und den 
a der Schne enthaltenen Segmente ftets von gleicher Länge (DF = EG 
Big. 93). 

9 Frage 1. Welchen Unterſchied macht es für unfern Sag, ob die Schne den Durch⸗ 
mefler fhneidet oder nicht? 

Frage 2. Gilt unfer Sag aud dann noch, wenn die Sehne durch einen der Schei- 
tel des Durchmeflers gebt? 

Zrage 3. Bon welchem Sage des fünften Buches Tann der vorftehende als eine 
Erweiterung angefeben werden ? 

430. Wenn von zwei SKreisbogen der eine dad Zweifache des andern ift, fo ift 
das Rechteck aud der Schne des größern und dem Kreiöhalbmefler glei dem Rechteck 
aud den Sehnen des Fleinern Bogen: und feines Supplementes d. h. des Bogens, der 
ihn zum halben Umfreife ergänzt (AD,BC = AB,AE %ig. 94). 

4308. Iſt ein Kreis gegeben und man befchreibt zwei mit ihm concentriſche von 
folder Größe, daß die Summe der Quadrate ihrer Radien doppelt fo groß ald das 
Quadrat vom Halbmeffer des gegebenen Kreiſes, fo find die Tangenten, Die man an 
den innern Kreid zieht und bis zum Durdfchnitt mit dem Umfreife des mittlern verlän- 
gert, von gleicher Größe mit den an den mittlern Kreis gezogenen und bis zur Periphe- 
‚tie des äußern verlängerten Tangenten. 

431. Berühren ſich zwei Kreife von innen, und erridytet man auf ihrer Are d. h. 
der ihre Mittelpuncte verbindenden Geraden zwei oder mehrere Senfredhte fo, daß jede 
beide Umkreiſe ſchneidet, fo verhalten ſich die Entfernungen dieſer Durchſchnittspuncte vom 
Berübrungspunct bei der einen Senkrechten eben fo wie bei der andern. 

432. Das Quadrat der Seite des in einen Kreis befhriebenen gleichfeitigen Dreiecks 
tft das Dreifadhe vom Quadrate des Kreishalbmeſſers. 

433. BBerbindet man einen beliebigen Punct im Umfange des um cin gleichfeitiges 
Dreieck befchriebenen Kreifes mit den Eden des Dreiecks, fo ift eine diefer drei Geraden 
fo groß als die beiden andern zufammen. 

Fig. 95. DE = DA. 

434. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

435. Biebt man von einem der Durchſchnittspuncte zweier ſich ſchneidender Streife 
aus in jedem derſelben cinen Durchmeffer, fo liegen die nicht gemeinſchaftlichen Endpuncte 
derfelben in gerader Linie mit dem andern Durdfchnittöpuncte, 





rs 


Su m I 


» 





Anhang zum fünften, ſechſten und ftebenten Buche, 229 


Frage: In wiefern Fann man vorftehenden Lehrſatz als eine Berallgemeinerung von 
dem Sage 262 im fünften Bude anfe on? 

436. Der geometriſche Drt für die Halbirungspuncte aller -einen gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspunct habenden Sehnen iſt die Peripherie des Kreiſes, welchen man über der 
zwiſchen dem genannten Durchſchnittspuncte und dem Mittelpuncte des Urkreiſes enthal⸗ 
tenen Linie als Durchmeſſer beſchreibt. 

246 — 248. 

437. Schneidet man auf der Sehne (AB Fig. 96) eines beliebigen Bogens von 
ihren Endpuncten aus zwei beliebige aber gleiche Stüde (AD, BE) ab, und errichtet in 
diefen Durchſchnittspuncten Senkrechte, die man bis zum Durchſchnitt mit dem Umkreiſe 
verlängert, fo find diefe (DM, EN) von gleicher Länge. 

250, 2 

438. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

439. Schneiden ſich zwei beliebige Sehnen eines Kreiſes rechtwinkelig, ſo tv von 
den vier Bogen, in die fie den Umkreis theilen, die Summe zweier gegenüberliegender 
gleidy Dev Summe der beiden andern, 

440. Der Winkel, weldyen zwei von einem Puncte außerhalb nad einem Streife 
gezogene Schneidende mit einander bilden, ift gleich einem Peripheriewinkel, deſſen zu: 
gehöriger Bogen gleich dem Unterſchiede der beiden zwiſchen den genannten Geraden ent» 
haltenen Bogen ift, 

Big. 97. 

Zrage 1. Bleibt unfer Sap richtig, wenn eine der in Rede ftebenden Geraden, 
oder beide aus Schneidenden ſich in Berührende verwandeln ? 

Frage 2. Wie wird fih ter Sag ändern, wenn die Geraden nicht außerhalb, fon- 
dern innerhalb des Kreifes ſich ſchneiden? 

Frage 3. In welden einzigen allgemeineren Sag laſſen ſich die beiden legten Säge 
(439 And 440) zufammenfaffen ? 

441. Hat man mehrere gleiche Kreisbogen und aud einen von ihnen an Größe 
verfchiedenen, und verbindet die Endpuncte eines jeden der erftern mit den Endpuncten 
des letztern jo, daß alle dieſe Paare zufammengehöriger Linien zugleih innerhalb oder 
außerhalb des Kreifes fi) ſchneiden, fo find die Winfel, unter denen diefer Durchſchnitt 
erfolgt, von gleicher Größe, 

442. Der Durchſchnittspunct jeder Winfelhalbirenden eines Dreiecks mit ber im 
Halbirungspuncte der Gegenfeite des halbirten Winfeld errichteten Senkrechten liegt im 
Umfange des um das Dreied beſchriebenen Kreiſes. | “ 


443. Nimmt man zwei Puncte, den einen (B Fig. 98) auf einem Kreishalbmeſ⸗ 
fer (CA) felbjt, den andern (D) auf deffen Verlängerung ſo, daß der Radius ſelbſt die 
mittlere Proportionaie zwiſchen den beiden durch die genannten Puncte beftimmten Li⸗ 
nien (CB, CD), errichtet in dem erſtern Puncte (B) eine Senkrechte, die man bis zum 
Durchſchnitt mit dem Umkreis verlängert, und verbindet endlich dieſen Durchſchnittspunct 
(F) mit dem zweiten jener Puncte, fo iſt dieſe Gerade eine Tangente, 

9 | 


444. Zweimalige Umfehrung des vorigen Satzes. 

445. Beſchreibt man zwei gleiche Streife fo, daß jeder durch den Miktelpunct des 
andern geht, und zieht in einem derfelben eine beliebige Menge von Sehnen parallel mit 
der Are (A. 431) beider Kreife, fo wird jede derfelben dur die Peripherie des andern 
Kreijes in nur a . getheilt, von denen das eine glei dem Streishalbmeffer ift. 

2 5, — 245 

446. Wenn man in ein rechtwinkeliges Dreieck einen HalbFreis fo beſchreibt, daß 
er die Hypotenufe und eine Gathete berührt, fein Durchmeffer aber in die Richtung der 
andern Gathete (AG Zig. 99) fällt, wenn man ferner die erfte Gathete über die Hypo⸗ 
tennfe hinaus um ihre eigne Länge verlängert, fo Liegt der Endpunct diefer Berlänge- 


‚rung, der Berührungspunct auf der Hnpotenufe und der eine Enopunet des Durdhmef- 


fers in gerader Zinie, 
A. 61 N auf. — 246. \ 

447. uUmkehrung des vorigen Lehrfaged. 

448. Bicht man von einem beliebigen Puncte außerhalb eines Kreifed zwei Tan⸗ 
genten an denſelben und fällt auf die eine ein Perpendikel aus dem Beruͤhrungspuncte 
der andern, fo iſt dad Stück deſſelben, zwiſchen dem Beruͤhrungspuncte und der Gera- 
den, weiche den genannten Punct außerhalb mit dem Mitteipunete verbindet, gleich dem 
Kreishalbmeſſer. 
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Zrage: In welchem befondern Falle muß der Durchſchnittspunct unferer Senke. 
rechten mit der Geraden, welde von dem Puncte außerhalb nady dem Mittelpuncte ge= . 


zogen wird, auf der Peripherie des Kreiſes Liegen ? 

449. Sind zwei Kreife concentrifh, und ift der Halbmefler des einen doppelt fo 
groß ald der des andern, fo ift der Winkel, welden Tangenten bilden, welde man 
von einem beliebigen Puncte des äußern Kreifes an den innern zieht, gleich dem Winke 
im gleichſeitigen Dreieck. 

450. Umkehrung des vorigen Satzes. 

4508. Der geometriſche Ort für die Durchſchnittspuncte aller derjenigen Tangen⸗ 
tenpaare , welche fi an einen gegebenen Kreis unter der Bedingung ziehen laffen, daß 
fie alle einen Winkel von vorgefäpriebener Größe bilden , ift der Umfang eines mit dem 
gegebenen concentrifchen Kreifes. 


450b. Wenn man zwei Puncte außerhalb eined Kreifes fo nimmt, daß die von . 


ihnen aus an den Kreis gezogenen Tangentenpaare Winkel bilden, die fi fupplementi- 
ren, fo ift der Kreishalbmefler die mittlere Proportionale zwiſchen diefen Tangenten 
d. h. den Stüden derfelben, welche zwiſchen dem gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte 
und dem Berührungspuncte enthalten find. 
Frage: Wie vereinfacht. fi) der Say für den Zall, wo die Tangenten ſich unter 
rechten Winkeln fhneiden ? 
450°. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 


451. Wenn man von einem der Endpuncte (A Fig. 100) der gemeinſchaftlichen 
Schne zwei gleiher fi ſchneidender Kreife einen beliebigen dritten beſchreibt, wel⸗ 
her die beiden erftern fohneidet, fo liegen von den vier Durchfäpnittspuncten zwei Paare 
folder, die zu verſchiedenen Kreiſen gehören (D und E, fo wie F und G) mit dem an⸗ 
dern Grbpanete der gemeinſchaftlichen Sehne in gerader Linie. 

2 N 3 

Frage: Bleibt unfer Sag noch richtig, wenn der dritte Kreis die beiden erftern 
von innen berührt ? \ 

452. Die Peripherie des Über der gemeinfdaftlihen Sehne (AB Fig. 101) zwei 
gleicher fidy ſchneidender Kreiſe als Durchmeſſer beſchriebenen Kreiſes ift der geometrifche 
Ort für die Halbirungspuncte aller Geraden (wie DAE), welche durch einen der End⸗ 
puncte der gemeinſchaftlichen Sehne gezogen und durch die beiderfeitigen Umkreiſe begränzt 
werden. = 

453. Wenn man von dem Halbirungdpuncte (C Fig. 102) der Are (AB) zweier 
fi) von außen berührender Streife mit einem beliebigen Radius einen dritten Kreis befchreibt, 
und in demfelben eine beliebige Sehne (GM) zieht, welche durd den Berührungspunct 
(K) geht, fo find die Stüde derfeiben (GH, ML), welche zwifdhen den Endpuncten und 
den Peripherien dur beiden erftern Kreife enthalten find, von gleicher Länge. 

R — . : 


454. Zieht man durdy einen der Scheitel (A, B Fig. 103) eines Kreisdurchmeſ⸗ 
ſers beliebige Sehnen und verlängert fie bis zum Durdfchnitt mit einer Geraden (JO), 
welche den verlängerten Durchmeſſer unter rechten Winkeln ſchneidet, fo find die Recht⸗ 
ecke, Die man aus den einzelnen Schnen und denjenigen ihrer Segmente bildet, melde 
zwiſchen dem Scheitel und der genannten Senkrechten enthalten find, gleichflächig. (AH-AJ 
== AL,AM und BE,BF == BG,BD). 

246. 

455. Wenn man in einem von zwei fi) fchneidenden Kreifen von den Durchſchnitts⸗ 
puncten aus. zwei Paare Schnen (AG, BF, und AJ, BA ig. 104) zieht, die fih auf 
der Peripherie des andern Kreifes fihneiden (in D und E), fo find die andern End- 
puncte (F, G und H, J) beider Paare gleihweit von einander entfernt. 


456. heilt man die Sehne eines beliebigen Kreisbogens in drei gleiche Theile und 
errichtet in diefen Theilpuncten Senkrechte, die man bis zum Durchſchnitt mit dem Bo⸗ 
gen verlängert, fo ift das mittlere der drei fo entftandenen Bogenſtücke Feiner als jedes 
der: beiden äußern. 

A. 437. — 245, Zuſ. 6. 

457. Zieht man dagegen durch die Puncte der Sehne, in denen ſie in drei gleiche 
Theile getheilt wird, zwei Radien, ſo wird durch ſie der Bogen in drei Stücke getheilt, 
von denen das mittlere größer iſt, als jedes der beiden aͤußern. Fig. 105. 

47, Anm. — 245, uf, 2: 
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458. Wird ein Kreis von einem andern, der durch feinen Mittelpunct geht, von 
innen. berührt, und man zicht in dem größern den beliebigen Durchmeſſer DFCE (Fig 106), 
j nimmt CG = CF und erridtet GH, fo iſt diefe von gleiher Zänge mit AF. - 
; 459. Wenn man über jeder Seite eines Dreieds als Durchmeſſer einen Kreis be- 
fehreibt , an einen derfelben in den Scheiteln feined Durchmeſſers Tangenten zieht, und 
dieferben bis zum zweiten Durchſchnitt mit den Peripberien der beiden andern Kreiſe ver 
Ä längert, fo liegen diefe Durchſchnittspuncte ſtets mit der dritten Dreiedöfpige in gerader 
ß Linie, 
j - 460. Errichtet man auf einem der Halbmeffer, die nach den Endpuncten eines be- 
liebigen Bogens gehen, im Mittelpuncte des Kreifes eine Senfredte, und zwar nad 
⸗ der Seite hin, auf welcher für den genannten Radius der Bogen liegt, macht ſie gleich 
der Sehne des Bogens, fo ift deren Endpunct von dem Valbirungspuncte des Bogens 
oo um die Länge des Kreishalbmeffers entfernt. 
Big. 107. 

461. Beſchreibt man um den größern ziveier Kreife, die ſich von innen berühren, 
und von denen der eine durch den Mittelpunet des andern geht, ein Quadrat, foift (Fig. 106) 

Zrage: Wie würde unfer Sag, Imabhängig von einer Figur ausgedrüdt, in feiner 
Theſis lauten ? 

462. Schneidet man von der Schne AB (Fig. 108) eines beliebigen Bogens ein 
Stück BD ab, errichtet die Senkrechte DE, macht EF — EB, und DG = DB, ſo iſt 
auch ſtets AP —= AG. 

Frage: Darf BD größer als die Hälfte von AB werden? 

463. Wenn-man von einem beliebigen Puncte (D Fig. 109) des zur Berührungs- 
fehne (AB) zweier belichigen Zangenten gehörigen Bogen: (ADB) mit den Tangenten 
ſelbſt zwei Parallelen (DE, DF) nach der Berührungsſehne zieht, fo iſt jede derſelben 
die mittlere Proportionale zwiſchen den beiden andern Segmenten (AE, FB) der Berüh⸗ 
rungöfehne, die zwifchen ihnen und ihren parallelen Tangenten enthalten find. 

247. 


1 Frage: In wiefern kann man dieſen Satz als eine Verallgemeinerung von dem Satze 
252 im fünften Buche betrachten? 

464. Schneidet man auf einem Durchmeſſer von einem ſeiner Scheitel aus drei 
ſolche Stücke ab, daß das eine die mittlere Proportionale zwiſchen den beiden andern iſt, 
errichtet in diefen Durchſchnittspuncten Senkrechte und verbindet die Durchſchnitte zwiſchen 
ihnen und der Peripherie mit eben jenem Scheitel des Durchmeſſers, ſo iſt auch von die— 
ſen drei Geraden die eine die mittlere Proportionale zwiſchen den beiden andern. 


465. Nimmt man auf einem Kreisdurchmeſſer (AB Fig. 110) zwei Puncte, D, 
E ſo, daß AE die mittlere Proportionale zwiſchen AD und AB, befchreibt über AD 
und AE als Durdmeflern Halbfreife, errichtet die Senfredte DFG, und verbindet 
endlih F und G mit A, fo ift AF Die mittlere Proportionale zwifchen AD und AG. 


466. Zieht man in einem SKreife (AEBM Fig. 111) eine belicbige Schne AB, 
und befhreibt von dem Halbirungspuncte (GC) eines der beiden zugehörigen Bogen ACB 
einen zweiten Kreis (AN DB), ver AB au zur Sehne bat, fo ift von jeder Geraden, - 
* welche von einem der Endpuncte der gemeinſchaftlichen Sehne aus gezogen, beide Umkreiſe 
h zum zweitenmal fchneidet, das Stück (DE) zwiſchen diefen Durchſchnittspuncten gleich 

der Entfernung des Durdfepnittspunctes (E) eben diefer Geraden mit der Peripherie 
des erften Kreifes an dem andern Endpuncte (B) der gemeinſchaftlichen Sehne. " 
38. — 2 
uf. 1. Die an den erften Kreis in A oder B gezogene Tangente, verlängert bis 
En Durchſchnitt mit der Peripherie des zweiten Kreiſes ift glei der gemeinfchaftlichen 
ehne. 
Zuſ. 2. Die an den zweiten Kreis in einem der Durchſchnittspuncte mit dem er⸗ 
ſten gezogene Tangente, geht durch den Halbirungspunct eines der Bogen, in welche der 
erſte Kreis durch die gemeinſchaftliche Sehne getheilt wird. 
Zuſ. 3. Unter allen Dreiecken, die über derſelben Grundlinie beſchrieben find, und 
| in denen die Gegenwinfel der Grundlinie von gleicher Größe find, hat das gleichſchente 
lige den größten Umfang. 
250, 3. 1. 
467. heilt man den Durchmeſſer (AB Big; 112) eines Halbfreifes in zwei be= 
liebige Stüde AK, KB, beſchreibt über jedem derſelben als Durchmeſſer einen neuen 





Halbfreis , errichtet in dem Theilpuncte K die Senfredte KD und verbindet D mit A 
u 
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und B, fo tft dad Berhältniß der Linien AE und BF das dreifah Hohe des Verhältniſ⸗ 
.feö von AD und BD. , 

468. Rimmt man auf der Tangente BE (%ig. 113), welche einen Halbfreis AFB 
in dem einen Scheitel B feined Durchmeſſers berührt, einen beliebigen. Punct C, befchreibt 
von ihm als Mittelpunct mit feiner Entfernung von dem genannten Scheitel als Radius 
einen Kreid, ziebt von dem andern Scheitel A eine Gerade ACD durch feinen Mittel: 
punct, und nimmt AE gleich AD, fo ift auch jtetd AG von gleicher Länge mit AF. 


Zrage: ft die Länge des Halbmeſſers CB völlig und unbedingt beliebig, ober ift 
man dabei an beftimmte Gränzen gebunden ? 


469. Berühren fich zwei Kreife von innen und man zieht in dem größern cine 
Schne DE (Fig. 114), welche den Pleinern berührt, und verbindet fomohl deren End» 
puncte ald den Berührungspunct mit dem Berührungdpuncte beiver SKreife, fo wird 
der von 53 beiden Fri un gebildete Winfel (DAE) durch die legtere AF) halbirt. 

2 . 2 N + . 

Frage: Wie ändert fih unfer Sag, wenn die Kreiſe fih nicht von innen, fondern 
von außen berühren ? 
470. Halbirt man eines der Segmente CD (ig. 115), In welche die Hypotenuſe 
eines rechtwinkeligen Dreiecks durch ihr Höbenperpendikel getheitt wird inE, und befehreibt 
von B aus mit BR ae Radius einen Kreisbogen EFM, fo ift AF = DE = CE. 

.— 74, .3. — 87, 1». 

‚ 471. In jevem rechtwinkeligen Dreied verhält fi das Quadrat der Linie (CG 
Big. 116), welche einen feiner fpigen Winkel halbirt, zum Quadrat der an diefem Win- | 
tel anliegenden Gathete (CB), wie die Hypotenuſe zur halben Summe von Hupotenufe 
und eben „acer Gathete. 

2 





472. Beſchreibt man über der gemeinſchaftlichen Schne CD (Fig. 119%) zwei fi | 
ſchneidender ungleicher Kreife als Durchmeffer einen dritten Kreis, zieht an dieſen in ei- | 
nem der Scheitel D diefes Durchmeſſers eine Tangente ADB und von dem andern Schei- 
tel aus eine beliebige Schneidende CEFG, fo iftEF : FG = AD: DB. J 

A DFG ADCB. — A DFE AACD. 

73. Haben drei Kreife eine gemeinfhaftlihe Schne AB (Fig. 117) und zieht Ä 
man von einem Endpuncte derfelben ein Paar beliebige Gerade AFEC und AHGD, wel: | 
che alle drei Kreife fhneiden, fo find die Segmente HG, GD der einen Linie denen der . 
andern FE, EC proportionirt. | 

251. — 153. 

Frage: In welchem Zuſammenhange ſteht dieſer Say mit dem vorhergehenden? 

474. Verbindet man die Puncte (D, E, F, G, H Fig. 118), in denen cin 
. Kreisbogen in eine beliebige Anzahl gleicher Theile getheilt wird, mit einem feiner End: 
puncte, jo verhält ſich die Pleinfte (AD) diefer Linien zur nächſtfolgenden (AE), wie 
ee der übrigen (AH) zur Summe ihrer Vorgängerin und Nachfolgerin (AG 


ABHI® A ACH. — AAHJ A ADE. 

475. it ein Streisbogen AB (Fig..118) in eine beliebige Anzahl gleicher Theile ‘ 
getheilt und man verbindet den zweiten der Tcheilpuncte (E) mit dem legten (H), vers 
längert biefe Gerade bis fle die verlängerte Schne ſchneidet, fo ift tiefe Verlängerung 
(HJ) glei der Sehne (AH), welde den legten Theilpunct (H) mit dem Anfangspun- 
cte des Degen verbindet. 


476. Allgemein, verbindet man den Inten Theilpunct vom erften an mit dem nten 
vom Iepten an gerechnet, und verlängert die Verbindende bis fie die verlängerte Schne 
ſchneidet, fo ift die Verlängerung jener glei der Sehne, weldye den nten Theilpunct 
vom legten an mit dem Anfangspuncte des Bogens verbindet, 
477. Iſt ein Kreisbogen in Im gleiche Theile getheilt und zieht wan an ben 
Znten Theilpunct wom erften an eine Tangente, die man bis zum Durchſchnitt mit der 
verlängerten Sehne verlängert, fo ift diefelbe von gleicher Länge mit der Sehne, welche 
eben dieſen Znten Zheilpunct mit dem Anfangspuncte des Bogens verbindet. 
478. Hat man in einer Ebene zwei beliebige aber gleihe Kreife, und zieht cine 
fie ſchneidende Gerade parallel mit ihrer Are, fo ift jedes Stüd derfelben, welches zwi⸗ 
ſchen zwei fi entſprechenden . h. ſolchen, die weder die Fleinfte noch Die größte Ent- 
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fernung von einander haben) Durchſchnittspuncten mit den Kreiöperipherieen enthalten 
iſt, glei der Entfernung der beiden Mittelpuncte, 

479. Wenn in einem SKreiövierede eine Diagonale verlängert durch den Durch⸗ 
ſchnittspunct der Tangenten gebt, melde man an die Endpuncte der andern Diagonale 
zieht, fo verhalten fi die Quadrate zwei von derſelben Ede auslaufender Umfangöjeis 
ten, wie die anliegenden Segmente der ihre nicht gemeinſchaftlichen Endpuncte verbin= 
denden Diagonale. 

480. Befchreibt man um jeded der vier Dreiecke, in welche ein Biere durch feine 
beiden Diagonalen getheilt wird, einen Kreis, fo bilden die Mittelpuncte derfelben die 
Eden: eines Parallelogramms. 

Zuf: 1. Die Winkel dieſes Parallelogramms find denen glei, unter welden fich 
die beiden Diagonalen ſchneiden. J 

Zuſ. 2. Die Durchſchnittspuncte der Seiten unſeres Parallelogramms mit den Dia⸗ 
gonalen des Urvierecks bilden die Ecken eines dem Urvierecke ähnlichen Vierecks, das vier⸗ 
mal ſo klein als jenes iſt. 

481. Iſt das in Rede ſtehende Viereck des vorigen Satzes ein Kreisviereck und 
man verbindet den Mittelpunct ſeines Kreiſes mit den Mittelpuncten der um die Diago⸗ 
naldreiecke beſchriebenen, fo wird dadurch das vorhin näher bezeichnete Parallelogramm 
in vier Dreiecke zerlegt, welche einzeln den vier Dreiecken ähnlich find, die je zwei Um⸗ 
fangöfeiten und eine Diagonale des Urvieredis zu Seiten haben. 

482: Bier Dreiede, die denen, von welden der vorige Sag handelt, einzeln con⸗ 
gruent find, erhält man dadurch, daß man den Durchſchnittspunct der Diagonalen des 
Urviereds mit den Eden des mehrerwähnten Parallelsgramms verbindet. 

483. Die Kreife, welche fih um die acht Dreiede, von denen die beiden vorher: 
gehenden Säge handeln, beſchreiben laſſen, find alle unter einander gleich. 
. — —X . 
484. Jeder der vier Kreife, welche man um bie in 481 näher bezeichneten Dreiede 
beſchreibt, gebt durch eine der Eden des Urvierecks. 
214. — 244, 3. 3. — 
485. Die Mittelpuncte diefer vier Kreife bilden die Eden eines Kreisvierecks. 
Anmerkung. Daffelbe gilt von den Mittelpuncten der um die andere Quaternion 
von Dreiecken (482) befchriebenen Kreife. 

486. Der Mittelpunct des Kreifed, den man um das im vorigen Sage näher be⸗ 
zeichnete Kreisviereck beſchreibt, Fällt mit dem Mittelpuncte des Kreifes um das Ur⸗ 
viere® zufammen. 

487. Die Seiten des in 485 näher bezeichneten. Kreisvierecks find parallel den- 
Seiten ded Urvierecks, feine Diagonalen aber parallel mit den Seiten des Parallelo« 
gramms, deflen Eden die Mittelpuncte der um die vier Diagonaldreiede des Urvierecks 
beſchriebenen Kreife find. | 

488. Hat man ein beliebiges Kreisviereck (ABCD Fig. 132) und fällt in jedem 
der vier Dreiede (ABC, ABD, ACD, BCD), vie je zwei Seiten des Urvierecks und 
eine feiner Diagonalen zu Seiten haben, die Hähenperpendifel, fo bilden die gemein- 
ſchaftlichen Durchſchnittspuncte (E, F, G, HB) diefer vier Ternionen von Linien die 
Eden eines Vierecks, welches dem Urvieredde congruent iſt; alſo aud ein Kreisvwiered 
iſt, deffen Kreis dem um dad Urviereck gleich ift, 

ABGH, AEDH, EFCD, BFCG find Kreiövieredle, und darım ABFE, CDHG, 
BCEH, ADFG Sarallelogramme. 

489. Wenn man aus den drei Eden eines Dreieds als Mittelpuncten drei Kreife 
jo beſchreibt, Daß jeder die beiden andern von außen berührt, und darauf auch aus je 
der Ede einen Kreis, der die beiden der erften Ternion, welche von den beiden andern 
Eden aus befchrieben find, von innen berührt, fo find die zu diefer Iegtern Ternion ges 
börigen Kreife von gleicher Größe, 

Zrage: Durd welche einfache Gonftruction laſſen ſich die Halbmeffer der zur erften 
Ternion gehörigen Streife- für jedes gegebene Dreied finden? 

4%. Sind in einem Kreisvierede zwei Gegenmwinfel rechte, fo ift die Summe 
der Quadrate der vier Diagonalftüde glei dem Quadrate des Durchmeſſers vermehrt 
um das Quadrat ded Unterfchieded von den Segmenten derjenigen Diagonale, welche die 
Spigen der reiten Winkel verbindet. j 

491. Zieht man in einem Kreife zwei beliebige Sehnen fo, daß fie ſich unter rech⸗ 
ten Winkeln ſchneiden, und befchreibt über den vier Segmenten diefer Linien als Durd- 
meflern Kreife, fo find diefe zufammen fo groß ats der Urkreis. - 


/ 
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AN. Bicht man von einem beiiebigen Puncte (A ig. 133) außerhalb eines Krei⸗ 
Ks vine Gerade (AK) fo, daß fie einen verlängerten Durchmeſſer (DGK) rechtwinkelig 


tAE, AB) einer belichigen von chen diefem Puncte nad) dem Kreife gezogenen Schnei⸗ 


Frege I. Mic ändert fi) der Sag, wenn bie Senkrechte nicht die Verlängerung 
des Durchmeſſers fondern dieſen ſeldſt trifft ® 
Frage 2. Bon weichem Sage des fünften Buches Fann ber vorftehende als eine Er⸗ 
Weiltung angefehen werden ? 
3%. Zieht man ſowohl an die beiden Scheitel des Durchmeſſers eines belichigen 
Halbkreiſes als aud an einen beliebigen dritten Punct Tangenten, und verbindet ihre 
Durqhſchnittspuncte (D, E Zig. 119) mit dem Mittelpuncte, fo ftehen diefe beiden Ge 
raden ſenkrecht auf einander. 


494. Berbindet man dagegen (unter den im vorigen Sage gemachten Borausfe- 


dungen) die Durchſchnittspuncte (D, E) unſerer Tangenten mit den Scheiteln des Durch⸗ 
miles, fo! egt der Durchſchnittspunci (L) dieſer beiden Linien immer auf der Geraden 
(FK), melde man durch den Berührungspunct (F) der dritten Tangente parallel mit 
den beiden erſtern zieht. 

auf. Ir Gerade FK wird in dem genannten Puncte L halbirt. 


395. Bleibt Alles wie bar den beiden vorigen Sägen, fo ift das Rechteck aus den 
beiden Stüden (EF, FD %ig. 119) „in welde die dritte Tangente (DE) im Berüg- 
Aingöpuncte getheitt wird, eine unverändertiche Größe, wo auch zwifhen A und B der 
Punct F genommen werden möge, - J 

.Die Peripherien aller Kreiſe, deren Durchmeſſer ſolche Stüde von den an ei: 
Ken andern Kreis gezogenen Zangenten find, melde zwiſchen zwei parallelen Tangen— 


397. Wenn in einem Kreispieregt eine der Diagonalen verlängert durch den Durdh- 
f&nittsyunct der beiden Tangenten geht, welde man an die Endpuncte der andern Dia: 
gonale zieht, oder mit diefen Sangenten parallel Läuft, fo find die Rechtecke aus je zwei 
Gegenfeiten gleich, " 

259. 


Frage 1. It es gleichgültig, melde der beiden Diagonalen es iſt, der die im Su: 
de angegebene Gigenfchaft zufommt ? 

Frage 2. Im welchem Falle wird Die eine Diagonale den an die Endpuncte der 
andern gezogenen Tangenten parallel laufen 2 

Zuſ. Daher ift in einem folden Kreisvierecke das Rechteck aus einem Paare Ge⸗ 
genfeiten halb fo groß, ald das Rechteck aus den Diagonalen. em Paare Ge 

498." Umfebrung des vorigen Xehrfages, 

499. Zieht man vom Mittelpuncte eines Kreifee nad einem beliebigen Puncte ei- 
ner Sehne eine Gerade ‚ fo ift das Quadrat derfelben und da Rechteck aus den b 
Abfchnitten der Sehne zufammen fo groß als das Quadrat des Radius, 

Brage: Ob der Sag auch noch wahr bleibt, wenn man den Punct auf der Ber- 
längerung einer Sehne nimmt ? 

Zuſ. Berbindet man daher beliebige Puncte beliebiger Sehnen mit dem Centro, 
ſo iſt das Quadrat jeder dieſer Verbindenden bermebrt um das Rechtec aus den zugehö- 
rigen Sehnenjtüden von unveränderlider Größe, wie au die Sehnen und die auf ih: 


500. Berlängert man die Höhenperpendifel eines ſpitzwinkeligen Dreiecks über ihre 
Außpuncte binaus um die Länge ihrer untern Abfhnitte, fo liegen die Endpuncte diefer 

erlängerungen im Umfange des um das Dreieck beſchriebenen Kreifes. 

Frage: Gilt unſer Seas auch für recht und ſtumpfwinkelige Hreiecke? 

01. Zieht man von dem einen Endpuncte (A Fig. 120) einer beliebigen Sehne 
(AB) einen Durchmeffer und fällt auf diefen aus dem andern Endpuncte (B) der Schne 
eine Senfregte, ſo ift die Sehne die mittlere Proportionale zwiſchen jever betiebigen 
andern Sehne (AE), die von jenem erften Endpuncte ausläuft, und dem Stüc (AG) 
derfetben, das zwiſchen eben diefem Endpuncte und iener Senkrechten liegt, 

502. Palbirt man die fedhs Winkel, welde die drei Paare zugeordneter Seiten 


|. 
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eines Kreisvierecks bilden, fo erhält man in den Halbirenden zwei Ternionen von Pa⸗ 
rallellinien. 
A. 440. 

503. Iſt der Umfang eines Kreiſes in eine beliebige gerade Anzahl gleicher Theile 
getheilt, und man verbindet ein Paar gegenüberliegender Theilpuncte mittelſt eines 
Durchmeſſers, von den übrigen Theilpuncten aber je zwei ſolche, welche gleich weit von 
demſelben Scheitel dieſes Durchmeſſers entfernt ſind, durch Sehnen, ſo verhält ſich der 
Durchmeſſer zur Summe aller dieſer Sehnen, wie die beiden Sehnen (AD, AF Fig. 121) 
zu einander, welde man von einem Scheitel des Durchmeſſers nad) dem nächſten und nad 
fernften deipuncte zieht. 

1 


504. Zieht man von einem der Durchſchnittspuncte (A Fig. 122) .zweier ſich ſchnei⸗ 
dender Kreife in jedem derfelben eine Sehne (AB, AD) fo, daß ein Stüd derfelben 
(AE, AF) Sehne des andern Kreifes iſt, fo verhalten ſich Die beiden übrigen Stüde 
(EB, ED) wie die beiden Sehnen (GE, GD) des einen oder des andern Kreiſes (GB, 
GF), die von dem andern Durchſchnittspuncte (G) nad den Endpuncten der vorher ge⸗ 
nannten Sehnen gezogen werden. 


505. In jedem ſpitzwinkeligen Dreiede ift dad Quadrat jeder Seite vermehrt um 
dad Quadrat vom obern Abjchnitte des zu ihr gehörigen Höhenperpendifels glei dem 
Quadrate des Durchmeſſers des um das Dreieck bejihriebenen Kreiſes. — Fig. 123. 

Zrage: Gilt unfer Say au für recht- und ſtumfwinkelige Dreiede ? 

506. Die durdy die Halbirungspuncte der obern Abfchnitte der Winfelhalbirenden 
eined Dreiecks gezogenen Senkrechten bilden bei hinreihender Berlängerung ein Dreicd, 
deflen äußerer (d. b. um daffelbe befcpriebener) Kreis von gleicher Größe mit dem reife 
um das Urdreieck iſt. 

507. Die Gerade, welche den Halbirungspunct einer Seite eined Dreiecks mit 
dem Halbirungspuncte des obern Abſchnittes von dem zu diefer Seite gehörigen Höhen⸗ 
perpendikel verbindet, ift gleich dem Halbmeſſer des äußern Kreiſes. 

Zrage: Bon welder befannten Eigenſchaft des rechtwinfeligen Dreieds Fann diefer 
Sat ald eine Berallgemeinerung betradptet werden ? 


508. Die drei Kreife, die jo beſchaffen, daB die Sreislinie eines jeden durch zwei 
Eden und den Höhendurchſchnitt deffeiben Dreieds geht, find unter einander und dem um 
das Dreieck befchriebenen Streife gleich. 

509. Zieht man von einem Puncte (A Fig. 124) außerhalb eines Kreiſes an den⸗ 
felben zwei Berührende und zwei Schneidende, von denen die eine durch den Mittelpunct 
geht, und verbindet den Durchſchnittspunct (H) zwiſchen diefer und der Berührungs- 
fehbne (BD) mit den Puncten (F, G), in denen die andere Schneidende (AF) dem Um— 
Freife begegnet, fo wird der von diefen beiden Geraden gebildete Winkel (FHG) durch 
die Verü rungeſehne halbirt. 

2 


510. Bleibt Alles wie beim vorigen Satze, fo iſt auch das Rechteck aus den bei⸗ 
den Geraden, welde den Halbirungspunct der Mittelfehne mit den Durdichnittspuncten 
der andern Schneidenden verbinden, glei) dem Quadrate der halben Mittelfehne, 


511. Bieht man in einem Streife einen feiner Durchmeſſer und von einem beliebi- 
gen Puncte deſſelben, der nicht der Mittelpunct ift, nad) dem Umkreiſe Zinienpaare, fo 
daß jedes zufammengehörige Paar in demfelben Halbkreiſe liegt und mit dem Durdmef- 
fer gleiche Winkel bildet, fo haben die Geraden, weldye die Endpuncte diefer Zinien- 
paare verbinden, bei binreichender Verlängerung ſtets einen gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspunct. 

Fig. 124. 

512. Bleibt Alles wie bei den drei vorhergehenden Sägen und man zieht noch 
die Halbmeffer (CF, CG) nad) den Durdfchnittspuncten (F, G) der zweiten Schnei— 
denden, fo bilden dieſe mit den von eben diefen Puncten nach dem Halbirungöpuncte der 
Berührungsfehne gezogenen Geraden Winkel (CFH, CGH), die nit nur unter ein- 
ander, fondern auch dem Winfel (FAE) gleidy find, welchen die beiden Schneidenden mit 
einander machen. . 


313. Sieht man durch den Halbirungspunct (H Zig. 124) eines Halbmeſſers (CL) 
eine Sehne (BD) unter rechten Winkeln, an deren Endpuncte Tangenten, die man bis 
zum gegenfeitigen Durchſchnitt verlängert, und von diefem Durchſchnittspuncte (A) eine 


beliebige den Kreis fhneidende Gerade (AF), fo ift das innerhalb des Kreifes liegende 
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Stüd derfelben (FG) doppelt fo groß ald der Unterſchied der beiden Geraden (FH, GH), 
welche die Endpuncte dieſes Stücks mit dem Halbirungspuncte des Halbmeffers verbilden, 
Anmerkung. Der Say läßt fih veralfgemeinern. 

514. Zieht man durch den Halbirungspunct (D Fig. 125) einer Sehne (AB) eine 
zweite (EF), die nicht ſenkrecht auf ihr fteht, und an die Endpuncte diefer zweiten Tan- 
aenten, fo find die durch diefe Iegtern begränzten Berlängerungen (AG, BE) der erften 
Schne von gleidyer Länge. 

515. Berbindet man die Fußpuncte der Höhenperpendifel eines fpigwinfeligen Drei- 
ecks und befchreibt um das fo entitandene Dreied einen Kreis, jo gebt defien Umkreis 
durch die Halbirungspuncte der Seiten des Urdreiecks. Fig. 126. 

256. 196. 

516. Die Peripherie des im vorigen Sage genannten SKreifes geht auch durch die 

Halbirungspuncte der obern Abſchnitte von den Höhenperpendifeln des Urdreiecks. 
A LFG gleichſchenkelig. (Fig. 126). 

517. Der Halbmeffer des genannten Kreifes it halb fo groß ald der Radius vom 

äußern Kreiſe des Urdreiecks. . 
%. 507. 

518. Fällt man in einem ſpitzwinkeligen Dreiecke die Höhenperpendikel, verbindet 
deren Zußpuncte, und befchreibt um jedes der vier Dreiede, in weldye dadurd das Ur⸗ 
dreied zerlegt wird, einen Kreis, fo liegen die Mittelpuncte der drei zu den Außer 
en gehörigen Kreife in der Peripherie des Kreifes, der um dad mittlere beſchrie⸗ 

en iſt. 
519. Der Mittelpunct (O Fig. 126) des Kreifes, deſſen Peripherie durch die | 





Zußpuncte der Höhenperpendikel eines fpigwinfeligen Dreiecks geht, Liegt mit dem Mit- 
telpuncte des zu letzterem gehörigen äußern Kreifes (M) und deſſen Höhendurchſchnitt (G) 
in einer geraden Linie und zwar in gleicher Entfernung von ihnen. | 

520. Iſt in einem Dreicde (ABC Fig. 127) das Quadrat einer Seite (AC) gli | 
dem Quadrate einer zweiten (BC) vermehrt um das Rechteck aus eben diefer zweiten 
und der dritten, fo ift der von der erften und dritten Seite eingefchloffene Winkel (BAC) 
dreimal fo Plein als der der dritten Seite gegenüberliegende Außenmwinfel (BCD). 

BF | EGC.— A CHB gleichfſchenkelig. 

521. Zieht man von einem der Scheitel (A) eines Kreisdurchmeſſers (AB Fig. 128) 
ein Paar beliebiger Sehnen (AD, AE), verbindet ihre Endpuncte, verlängert dieſe Ge- 
rade bis zum Durchſchnitt mit der an den andern Scheitel (B) des genannten Durchmef- 
ſers gezogenen Tangente (in F) und zieht von dieſem Puncte (F) eine Gerade durch den | 
Mittelpunct, fo find die Stüde (CI, CK) derſelben, welche zwifhen dem Mittelpuncte | 
und den beiden zuerft genannten Sehnen liegen, von gleicher Länge. 

EO || FG — CL 1 DE. — BLME SKreiöviercd. 

522. Die Zußpuncte der drei Senkrechten, die man aus einem beliebigen Puncte 
der Peripherie des um ein Dreieck beſchriebenen Kreiſes auf deffen Seiten fallt, liegen 
in einer geraden Linie, 

Anmerkung. Der Satz läßt fih mehrfach erweitern. 
©. Gergonne Annual. de M. XIV, p. 280 sqq., und Crelle Journal 1, p. 51 qq. 

523. Fäallt man aus einer der Spiten (D Fig. 129) eines Kreiöviereds, in wel 
chem ſich Die Diagonalen unter rechten Winfeln ſchneiden, auf die von der Gegenede 
(B) auslaufenden Seiten Senkrechte, fo Liegen nit nur deren Zußpuncte mit dem Durch⸗ 
ſchnittspunct der Diagonalen in einer geraden Linie, fondern es find auch Die zwiſchen 
den Diagonalen enthaltenen Stüde diefer Senkrechten einzeln gleich denjenigen Vierecks⸗ 
feiten, mit denen fie zwar von demfelben Endpuncte der Diagonale auslaufen, aber auf 
verfhiedenen Seiten derfelben liegen (DH = DC, DJ = DA). 

524. Wenn von zwei Sehnen (AD, AH Fig. 130), die beide von demfelben 
Puncte (A) auslaufen, die eine (ATI) den Supplementarbogen (DHB) der andern (AD) 
balbirt, fo ift fie die mittlere Proportionale zwifchen dem um bie andere Sehne (AD) 
verlängerten Durchmeſſer und zwifchen dem Radius. 

uf. Es ift BA) = BC,(BA — AD). 

525. Schneidet man auf den beiderfeitigen Berlängerungen eines Kreisdurchmeſ⸗ 
ferö zwei Stüde (EB, FD %ig. 131) von beliebiger aber gleiher Länge ab, zieht von 
einem der Durchſchnittspuncte eine Tangente (BA), fällt aus dem Berührungspincte 
eine Senkrechte (AG) auf den Durchmefler, und nimmmt CH — CG, fo ift für jeden 
beliebigen Punct (I) im Umkreiſe das Verhältniß feiner Entfernungen von dem einen 


——— 
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Paare (B, D) der vier Puncte (B, D, G, H) glei dem Berhältniffe der Entfernun- 
gen vom andern Paare (G, HA). 

526. Schneiden fih in einem Sreiövierede zwei zugeordnete Seiten unter rechten 
Winkeln, fo liegt diefer Durchſchnittspunct mit dem Mittelpuncte des Kreifes und dem 
Mittelpuncte der mittlern Entfernungen (X. 325) in einer geraden Linie und zwar der 
Icätere in gleiher Entfernung von den beiden andern. 

Zrage: Läßt fi der Sap umkehren? 

527. Schneiden fi in einem Kreisvierecke ein Haar zugeordneter Seiten unter 
rechten Winkeln, jo iſt die Entfermung dieſes ihres Durchſchnittspunctes vom Mittelpun⸗ 
cte des umfchriebenen Kreifes gleich der Entfernung der Halbirungspuncte diefes Seiten. 
paared von einander, . 

528. Haben zwei Kreife eine ſolche gegenfeitige Lage, daß die Peripherie eines 
von ihnen durch den Mlittelpunct des andern geht, und man zieht eine Gerade (ADEB 
Fig. 134) To, daß fie beide Kreife fchneidet und parallei mit deren Axe iſt, ſo hat die 
Summe der beiden Segmente (AD, BE), welde nicht beiden Streifen zugleich angehö- 
ren, eine conftante Größe — fie ift dem Durchmeſſer des Kreijes glei, deſſen Peri- 
pberie duch den Mittelpunct des andern SKreifes geht. 


Zrage: Bon welchem frühern Sage diefed Anhanges kann der vorftehende ald cine 
Srwerterung angefeben werden ? “ 


529. Schneiden fih zwei Sreife und werden beide von einer dritten Geraden 
(DEFGH ig. 135) gefchnitten, jo find die vier Segmente (DE, EF, FG, GH), in 
welche diefe Linie in ihren Durchſchnittspuncten mit den Peripherieen beider Kreiſe und 
deren gemeinſchaftlicher Sehne getheilt wird, immer fo beichaffen, daß das Rechteck aus 
dem FE und dritten gleich ift dem Rechteck aus dem ziveiten und vierten (DE,FG = 
Tr 0 
530. Zieht man in einem Kreiſe (ADBK Fig. 136) eine beliebige Sehne (AB), 
und befhreibt von dem Halbirungöpuncte (K) eines der zu ihr gehörigen Bogen (AEB) 
einen zweiten Kreid, der die gezogene Sehne mit dem erjtern gemeinschaftlich hat, fo 
ift derjenige Bogen (AJOB) diefes zweiten Kreifes, welcher nicht auf derjelben Seite 
der gemeinſchaftlichen Schne mit dem Mittelpuncte liegt, der geometriſche Drt für die 
Mittelpuncte aller innern Kreife für die Dreiede, welde in dem Abſchnitt (ADSBA) des 
| erſten Seile ftehen, der nit den Mittelpunct des zweiten enthält. 


+ + 


531. Biebt man in dem um ein Dreieck befchriebenen Kreife cine Sehne durch 
N den Mittelpunct (O) des innern SKreifes, fo ift das Rechteck aus den beiden Segmenten, 
| in welche Liefer Punct die Schne theilt, Doppelt fo groß als das Rechteck aus den Halb» 
meffern der genannten Kreiſe. Zig. 136%. 
| Bew. DG,DK —= DA,DO, oder DG-,KH -—+- DG,.DH = DO,OA + DO, ; 
| aber DO,=DB, (X. 530) = DG,DH (87, 3uf. 1) alfo DG,KH —= DO,9A. 


Zuſ. 1. Daher ift, wenn d tie Entfernung der Mittelyuncte beider Kreife, R den 
| Radius des Außern, r den des innern Kreifes bezeihnet, dE—=R?— 2Rr. 
'. Bew, oM. + AO,OD = AM, (X. 499), alfo de R2 — AO.OD=—=R? 
L 2 — AR T. 
Zuſ. 2. Daher ift bei jedem Dreiede, in welchem die Mittelpuncte des äußern und 
innern Kreifes nicht zuſammenfallen , der Halbmeſſer des äußern größer als der Durch⸗ 
meſſer des innern. 


532. Erflärung. & it befannt und folgt unmittelbar aus Sägen, die im 
. Anhange zum erften Buche abgehandelt worden find, daß für jedes Dreieck fi) vier Kreife 
conftruiren laffen, von denen jeder alle drei Seiten des Dreiecks berührt, Einer derſel⸗ 
ben liegt immer ganz innerhalb des Dreiecks, er fol daher innerer Berührung 
Freis oder auch fhlehthin innerer Kreis genannt werden; bie drei Übrigen lie- 
gen ganz außerhalb des Dreieds, und führen daher mit Recht den Namen Außerer 
Berühbrungsfreifes jeder derfelben berührt nur eine Dreiecksſeite jelbft, die übri- 
gen in ihren Berlängerungen,, wir wollen ihn daher Fünftig den jener erjten Seite zu- 
schörigen äußern Berührungöfreis nennen, 

533. Zieht man in einem Kreife (AKBD Fig. 136) eine beliebige Schne (AB), 
bef&preibt von dem Halbirungspuncte (K) eines der zu ihr gehörigen Bogen (AKB) als 
Mittelpunct einen zweiten Kreis, der mit dem erjtern die gezogene Sehne gemeinſchaft⸗ 
lich bat, fo ift derjenige Bogen (ACFB) diefes zweiten Kreifes, welcher mit dem Mit⸗ 


—— 
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telpuncte auf derſelben Seite der gemeinschaftlihen Sehne liegt, der geometrifche Drt 
für die Mittelpuncte aller derjenigen äußern Berührungdfreife, die zu Dreieden gehören, 
welde in dem Abfihnitte (ADSBA) des erften Kreifes ftehen, der den Mittelpunct des 
zweiten nidyt enthält, und zwar die der gemeinfchaftlihen Seite (AB) zugehörigen äußern 
Berührungstreife (A. 532) find. 

W. CAO = 99° 26. 

534. Zieht man von dem Mittelpuncte eines der dußern Berührungskreiſe eines 
Dreieds eine Schneidende an den um das Dreieck befchriebenen Kreis, jo ijt dad Recht⸗ 
ed aus der: ganzen Linie und ihrem äußern Segemente doppelt fo groß ald das Rechteck 
aus den Halbmefjern der genannten Kreiſe. 

Bew. Ganz ähnlih dem für X. 531. 

uf. Daher ift, wenn d’ die Entfernung beider Mittelpuncte, und R den Radius des 
umfhriebenen, r’ aber ven des äußern Berührungsfreifes bezeichnet: d’?—=R? + 2R .r’. 

Bew. Ganz ähnlid dem-für A. 531, Zuſ. 1. 

535. Befchreibt man in denfelben Kreisabfehnitt eine beliebige Menge von Dreie⸗ 
den, und für jedes derjelben ſowohl feinen innern ald den der gemeinſchaftlichen Seite 
zugehörigen äußern Berührungskreis, fo ift die Entfernung der beiden Mittelpuncte für 
alle dieſe zufammengehörigen Kreispaare eine conftante Größe, 

Gig. 136. 

536. Der Berührungdpunct des innern Streifes eines Dreiecks mit einer der Sei- 
ten, und der Berührungdpunct des eben diefer Serte zugehörigen dußern Berührung: 
kreiſes mit ihr find gleich weit von den Enipuncten diefer Seite entfernt. — 

Big. 136. UZ = Z0. 

537. Die vier Mittelpuncte der Berührungskreiſe jedes Dreiecks haben eine folde 
gegenfeitige Lage, daß das Quadrat der Entfernung irgend zweier von einander vere 
mehrt um dad Quadrat der Entfernung der beiden andern eine conftante Größe ift — 
nämlich glei dem Quadrate vom doppelten Durchmeſſer des dem Dreieck zugehörigen 
äußern Kreifes. . 

A. 505. — 1%. 517. 

538. Hat man ein beliebiges Dreied und beſchreibt drei Streife fo, daß jeder Durch 
zwei feiner Eden und. den Mittelpunct feines innern Kreifes gebt, fo 

1) liegen die Mittelpuncte derfelben im Umfange des zum Dreiede gehörigen äußern- 

Kreifed 5 

2) die Quadrate der drei Halbmefler zufammen find gleihflähig dem Rechtecke, aus 
dem Radius des äußern Kreiſes und dem Ueberfhuß der Summe der Halbmeffer 
der drei äußern Berührungsfreife über das Dreifache vom Halbmeffer des innern. 
Der erfte Theil unferes Satzes folgt unmittelbar aus A. 506. — Der zweite 
läßt fi herleiten aus 93, angewandt auf Dr, CMO (Fig. 136) und auf die 
beiden entſprechenden Dreiede für die beiden andern Kreiſe, verbunden mit 
%. 531 und %. 534. 


539. Berbindet man den Mittelpunct des innern Kreifes eines Dreiecks mit dem 
Berührungspuncte einer der Seiten und verlängert diefe Gerade über den letztern Punct 
binaus, bis fie zum zweitenmal die Peripberie des Kreiſes ſchneidet, welder durd die 
Endpuncte der genannten Seite und den genannten Mittelpunct geht, fo ift diefe Ver⸗ 
—A gleich dem Halbmeſſer des eben dieſer Seite zugehörigen äußern Berübrungs- 
reiſes. 

A. 536. 

540. Zieht man in den drei aͤußern Beruͤhrungskreiſen eines Dreiecks die Halb⸗ 
meſſer nad) den Beruͤhrungspuncten der ihnen zugehörigen Seiten, fo ſchneiden ſich die⸗ 
felben bei hinreihender Verlängerung in einem und demfelben Puncte, in demjenigen 
nämlich, der gleich weit von den drei genannten Mittelpuncten entfernt ift. 

FO = GE ($ig. 137) — X. 72. 

541. Jedes Höhenperpendifel eines ſpitzwinkeligen Dreicdsd wird in dem gemein- 
ſchaftlichen Durchſchnittspuncte mit den beiden andern in zwei ſolche Segmente getheilt, 
daß das Rechteck aus ihnen doppelt fo groß ift, ald das Rechteck aus dem Halbmeffer 
des äußern Kreifes und dem Halbmeifer des Kreiſes, der in das durch die Yußpuncte 
der genannten Höhenperpendikel beftimmte Dreieck beſchrieben wird. 

Fig. 138. A DOK © A BCG. — GC = DO. 

542. In jedem rechtwinkeligen Dreiede ift die Summe der Gatheten um den Durd= 

mefler des eingefchriebenen Kreifes größer ald die Hypotenuſe. 


x 


ni 
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543. Qn jedem rechtwinkeligen Dreiede. ift, 

1) der Halbmeffer des einer Gathete zugehörigen Außern Berührungöfreifes Fleiner als 
‘die Cathete feibft und zwar um den Halbmeffer des innern Kreiſes; 

2) dagegen ift der Radius des der Hypotenufe zugehörigen äußern Berührungskreis 
ſes um eben diefen innern Halbmeifer größer als die Hypotenufe felbft, und daher 

3) der Radius des der Hypotenufe zugehörigen äußern Berührungskreiſes fo groß 
als die Halbmeffer der drei übrigen Berührungsfreife zuſammen. 

544. Iſt ein in einen Kreis beſchriebenes Sechseck fo beſchaffen, daß eine der 
Diagonalen,, welche zwei Gegeneden verbinden, mit den ihr gegemüberliegenden Gegen- 
feiten einen gemeinjchaftlihen Durchſchnittspunct bat, fo liegen folgende Durchſchnitts⸗ 
puncte in gerader Linie: 

1) von den beiden übrigen Diagonalen, welde Gegeneden verbinden ; 
2) von je zwei ſolchen Diagonalen, die von den Endpuncten der in Rede ftehenden 

auslaufen und auf derjelben Seite derjelben liegen 3 

3) von je zwei Seiten, die von den Endpuncten der in Rede ftehenden Diagonale aus⸗ 

laufen und auf derfelben Seite von ihr liegen, endlich . 

4) von den beiden Diagonalen, die zwar Feine Gegenecken verbinden, aber auch Fei- 
nen Endpunct mit der in Rede ftehenden Diagonale gemeinſchaftlich haben. 

260. — X. 336 und 337. 


545. Hat man ein beliebiges Dreied (ABC Fig. 139) und beſchreibt drei Kreiſe 
fo , daß jeder eine Dreiedöfeite zur Sehne und eine zweite zur Tangente hat, nämlich 
der erfte Kreis die erfte Seite zur Sehne und die zweife zur Tangente, der zweite die 
zweite Seite zur Sehne und die dritte zur Tangente, der dritte endlid die dritte Seite zur 
Sehne und die erfte zur Tangente, fo haben diefe drei Kreife ftets einen gemeinſchaftli⸗ 
ben Durchſchnittspunct. 

247. j 
_ Anmertung. Da man den erfien Kreis auch ſo conftruiren könnte, daß er die erfte 
Dreiecdsfeite zur Seite, und nicht die awelte, fondern die Ichte zur Tangente hätte, 
und demgemäß die beiden andern Kreife, fo fieht man, daß für jedes Dreieck zwei 
Ternionen von Kreifen unter den genannten Bedingungen fich conſtruiren laſſen. 

546. Zieht man in dem Dreieck die Transverſalen (AD, BE, CF Fig, 139), 
welche durch den gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct (G) unferer drei Kreife gehen , fo 

1) werden durch fie die Dreieckswinkel fo getheilt, daß drei diefer Stüde von gleicher 
Größe find (W. BAD —= CBE = ACF), 
2) Die Transverſalen felbft ſchneiden fi unter Winkeln, welche einzeln den Dreiecks⸗ 
winfeln gleich find. ‘ 
 Zrage: Wie Iaffen fidy die drei gleihen Winfel in Worten, unabhängig von einer . 
- Zigur, bezeihnen? . 

547. Zieht man von einem beliebigen Puncte (K) im Umfange eines unferer drei 
Kreife zwei Sehnen nad) den beiden diefer Peripherie angehörigen Dreiedöfpigen (A, B) 
und verlängert dicfelben bis fie die Peripherieen der beiden andern Kreiſe zum zweiten- 
mal fehneiden, fo liegen diefe letztern Durchſchnittspuncte (L, M) ſtets in gerader Linie 
mit der dritten Dreiedefpige (C), und das fo entjtandene Dreied (KLM) ift dem Urs 
dreieck ähnlich. 

548. Die Winfel (KAB, LBC, MCA), welde die Seiten des neuen Dreiecks 
(KLM) mit denen des Urdreiecks bilden, find von gleiher Größe, und mithin au die 
Winkel unter einander gleich, welche die Seiten des neuen Dreieds mit den Transver⸗ 
falen bilden (W. KAD = LBE = MCF), 


549. Umgekehrt, zieht man dur die Eden des Urdreiecks gerade Linien fo, daß 
fie auf gleihmäßige Weiſe gleihe Winfel mit den Seiten des Dreieds bilden (W. KAB 
= LBG = MCA), fo bilden fie bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt verlängert ein dem 
Urdreieck ähnliches Dreieck, deffen Spitzen einzeln auf den Peripherieen unferer drei Kreife 
liegen. | 

550, - Befchreibt man für irgend eines der Dreiecke, die man auf. die im Vorigen 
angegebene Weife erhält, wie z. B. KLM (Fig. 139) drei Kreiſe, welde zu ibm in 
derfeiben Beziehung ftehen, wie die Streife des Urdreiecks zu diefem, d. h. alfo, daß der 
erfte die erfte Seite zur Schne und die zweite zur Tangente 2c. bat, fo haben auch dieſe 
drei Kreife denfelben gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct (G), wie die drei Kreife des 

Urdreiecks. 
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Zuf. Daher haben alle die unendlidy vielen unter einander und dem Urdreiecke aͤhn⸗ 
lien Dreicde, deffen Seiten durd die Eden des Urdreicds gehen, und deren Spisen 
auf den Umfängen unferer drei Kreiſe liegen, den Durchſchnittspunct (G) diefer Iegtern 
zum gemeinfchaftlihen Aehnlichkeitspunct. \ 

551. Das größte unter allen diefen, im vorigen Sage näher bezeichneten, Dreies 
dien ift dasjenige, deſſen Seiten einzeln ſenkrecht auf den Tranöverfalen ftehen, die durch 

den gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct unferer drei Kreiſe gehen. 


Beweis. Denn in diefem Zalle werben die Sehnen GK, GL, GM Durchmeſſer. 


552. Dicfes größte Dreieck ift fo groß ald das Urdreieck und dasjenige (HIN), 
deffen Seiten einzeln ſenkrecht auf den Seiten des Urdreiecks ftehen, zufammen. Ä 

Beweis. Denn CIq = 160 + 06a ꝛc. 

553. Bieht man durd die Eden des Urdreiecks Gerade AO, BP, Co (ig. 139) 
fo, daß W. BAO = CBP = ACQ = 2. BAD, fo ift das von diefen Linien gebile 
dete Dreied OPQ dem Urdreieck congruent. 

BG = 


— 


554. Zieht man durch die Spitzen eines beliebigen Dreiecks gerade Linien ſo, daß 
fie die Gegenſeiten oder deren Verlaͤngerungen unter beliebigen aber gleichen ſchiefen 
Winkeln -fepneiden, oder, was auf daffeibe hinauskömmt, daß fie mit den Höhenperpen= 
dikeln des Dreiecks, mit welchen fie von derfelben Dreiedöfpige auslaufen, gleihmäßig 
gleihe Winkel bilden, (KAD = HBE — JCF Fig. 140) und verlängert diefelben bis 
zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo. 

1) it das fo entjtandene Dreieck dem Urdreicd ähnlich 5 
2) deffen Eden kiegen einzeln auf den Umfängen der drei gleihen (X. 508) Kreife, 

von denen jeder Dur zwei Spigen und den Höhendurdfchnitt des Urdreicds geht. . 

555. Bon jedem der Ähnlichen Dreiecke, welche man auf die im vorigen Sage an= 
gegebene Weife erhalten Fann, haben die drei Ehen gleiche Entfernung vom Höhendurch⸗ 
ſchnitt des Urdreiecks. = 

245, 3. 6. | 
Zuſ. Alle die unendlich vielen unter ſich und dem Urdreieck ähnlichen Dreiecke, die 


man auf die mehr erwähnte Weife erhalten kann, haben alfo in dem Höhendurchſchnitt 


des Urdreiecks einen gemeinſchaftlichen Aehnlichkeitspunct. 

556. Das größte unter allen dieſen Dreiecken iſt dasjenige, deſſen Seiten einzeln 
fenfrecht auf den Höhen des Urdreiecks ftehen, und folglid mit deſſen Seiten parallel 
laufen. 

Beweis. Der Halbmeffer feines äußern Kreiſes ift größer ald der jedes andern 
Dreieck. 

auf Der Zlähenraum dieſes größten Dreiecks ift das Vierfache vom Inhalte des 
Urdreiecks. 
5557. Zieht man durch die Ecken eines Dreiecks gerade Linien fo, daß jede von ih⸗ 
nen die Gegenſeite unter Winkeln von 600 gleichmäßig ſchneidet, ſo bilden dieſelben, bis 
zum gegenſeitigen Durchſchnitt verlängert, ein Dreieck (UMN Fig. 140), welches dem 
Urdreiecke congruent iſt. | 


Beweis. Wenn O der Mittelpunct des äußern Kreifes für daB Urdreiek und OR, 


GS ſenkrecht auf BC und ML gezogen werben, fo ift 
AG =2.6$ (X. 60) = 2. OR (X. 348 Zuſ. D 
OBR = EBA (%. 72) = FCA = GMS, alfo 
A BOR ® AMGS, alfo GM = OB, alfo die Außern Kreiſe der bei- 
den ähnlichen Dreiecke ABC und LMN glei, daher fie congruent. 


558. Bieht man durd die Spisen eines beliebigen Dreiedö gerade Linien fo, daß 
fie die Gegenfeiten oder deren Berlängerungen gleihmäfßig unter Winkeln ſchneiden, von 
denen jeder die Hälfte eines Rechten, fo bilden diefelben, bis zum gegenfeifigen Durd- 
ſchnitt verlängert, ein Dreieck, weldyes doppelt fo groß als das Urdreieck ift. ! 

559, Bieht man in einem beliebigen Dreiedle diejenigen Transverfalen, welde dic 
Gegenfeiten (der Eden, durd melde fie gehen) gleichmäßig unter Winfeln ſchneiden, 
von denen jeder gleich ift dem dritten Theile eines Rechten, jo bilden diefelben bei hin- 
reihender Verlängerung ein Dreieck, weldyes dreimal fo groß ald das Urdreied ft. 


Anmerkung. Die Beweife für diefen und den vorhergehenden Sag find dem in 
557 mitgetheitten ganz ähnlich. — 


— 
Su , — — ——— 


- — — — 


R 
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560. Bieht man in einem beliebigen Dreiedte zwei Ternionen von Scheitellinien 
fo, daß jede gleide Winkel mit den Höbenperpenditein gleihmäßig bildet, und der Win« 
tel der einen Ternion dad Gomplement vom Winkel der andern ift, fo iſt bie Summe 
der von biefen Transverfalen gebildeten beiden Dreiede eine conftante Größe, nämlich 
viermal fo groß ald dad Urbreied, 

— zum Beweiſe. Nennt man bie Radien der Außen Kreiſe unſerer beiden 
Dreiede R‘, R/, den Modins vom Äufern Kreife deö Urbreiedö R, fo läßt fih mit der 
gröhten Leißtigteit darthun, daß: R/® - RR — 4 R' 

Anmerkung, Es, ergiebt fich atfo hieraug der Senetenfmenge Umftand, daß inan 
dei unfern in Del 1 Alühe — man mag ei 
— eehten Mintel.an bie Höbenperpenbifei’bes Hebtele ar tegen, oder Denfeiden In 


Inei beliebige Gtüde een un iefe einzeln anlegen. Denn die beiden leptern 
aig das eriie. 


Aa) eine ſoiche Tage gegen einander, daß jeder die beiden an- 
dern sa außen — und man verbindet die Mittelpuncte zweier, verlängert dieſe 
Gerade bis zum Durcfepnitt mit derjenigen, welche die Berügrungspuncte eben dieſer 
beiden Kreife mit dem dritten verbindet, fo 

1) verhalten ſich die Entfernungen der Mittelpuncte der genannten Kreife, von jenem 
Duräfenittöpuncte wie ihre Halbmeffer. 

2) Das Stüd der Are unferer beiden Kreife zwifhen ihrem Berührungspunct und 
dern erwähnten Durchſchnittspunct ift die mittlere Proportionale zwiſchen den Stüdten 
der andern Geraden, welche vom Durchſchnittspuncte mit der erften aus durch den 
einen und andern der Berührungspuncte, durch welche fie hindurchgeht, gebildet 
werden, 

562. Erklärung. Zieht man in der Ebene eines Kreiſes eine beliebige Gerade, 
und auf fie eine Sentrechte aus dem Mittelpuncte, fo Heißt derjenige Punct Diefer lege 
tern oder ihrer über den Fußpunct hinausgehenden Verlängerung, welcher um die tänge 
ver dritten Proportionale zu ihr und dem Kreishalbmeffer vom Mittelpuncte entfernt 
üt, der zur erftern Geraden gehörige Pol, bie Gerade felbft Heißt in Beziehung auf 


!er, von denen überhaupt Diefe Aus: 
hennen den Punct der Dolare, in wel 
‚efälltent —— — ‚gefchnitten wird, 
tete Pole, und fagen: Awel Duns 
fe, mie Abın, in Derfeiben ebene, mie 
Seite , und an „folchen n Entfernungen 
— Beoportlonals ywitden Diefen 
auf die ind ungslinie beider Pole 


Zuſ. 1. Zu jeder Geraden ald Polare läßt fid) leicht der zugehörige Pol finden, 
und umgekehrt. 

3uf. 2. Jede Gerade in der Ebene eines Kreiſes hat als Polare nur einen ein⸗ 
zigen Pol, und zu jedem Puncte in der Ebene eined Kreifes ald Pol gehört nur eine 
eine 6 Gerade als Polare. 

uf. 3. Liegt der cine zweier conjugirten Pole innerhalb des Kreifes, fo liegt der 
FAR, gotimennig außerhalb, und umgetehrt; oder liegt die Polare auferhaib des .Krei« 
fe, fo gt ir, Pol innerpald deffelben, und umgekehrt. 

Zuf. 4. Liegt dagegen einer der Hole im Umtreife, fo muß auch der andere dar 
ſelbſt legen, oder, jeder Punct im Umkreiſe ift fein eigner conjugirter Pol. Die einem 
Puncte im Umfange ald Pol zugehörige Polare ift die durch diefen Puct gehende Tan: 
gente, 

Bee Kann ein’ Kreisdurchmeſſer aud) als Polare betrachtet werben? 

563. Hat man zwei Paare zugeorbneter Pole (P, N und Q, O Zig. 141) und 
verbindet die gleignamigen d. h. die innern und die dufern unter einander, fo find diefe 
beiden Geraden (PQ, NO) jtets antiparalei zu einander, und umgekehrt. 

564. Jede Gerade (PQ Fig. 141), welche die zu zwei beliebigen andern -(AB, 
DE) gehörigen Pole (P, Q) verbindet, ift die Polare, u welder der Durchſchnitts- 
punct (F) diefer ledtern ald Pol gehört, und umgekehrt der Durchſchnittspunct zwei be- 
Hiebiger Polaren ift der Pol, zu weicher die Gerade ald Polare gehört, welche die zuger 
börigen Pole jener verbindet, 


563. 
Frage: Wie wird es mit unferm Case in dem Zalle, wo die beiden in Rede fies 
henden Geraden (AB, DE) parallel laufen ? 


Buf. 1. Biegen daher mehrere Pole in einer geraden Linie, fo nie die zugehori· 





v. Smwinden Geometrie. 
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gen Polaren entweder cinen gemeinſchaftlichen Durchfchnittöpunet haben, oder unter cin- 
ander parallel fein. 
X. 562, 3. 2. 
Zuf. 2. Umgekehrt, haben mehrere Gerade einen gemeinfhaftlihen Durchſchnitts⸗ 
punct oder find parallel, fo liegen ihre zugehörigen Pole in einer geraden Linie, 
565. Iſt der Durchſchnittspunct (F Fig. 141) zweier Geraden der Pol einer drit- 
ten (LM), fo gebt diefe durch die zu den beiden erften gehörigen Pole. 
566. Erklärung. Gin Winkel beißt um einen Kreis befchrieben, wenn feine 
beiden Schenfel denfelben berühren. 
Anmerkung. IR bei einem foichen Winke von der£änge feiner Schenkel die Rede, 
Banſebt män die Stücke derſelben, zwiſchen den Berührungspuncten und dem 
567. Ber Scheitel jedes um einen Kreis beſchriebenen Winkels und der Halbirungs⸗ 
punct der zu ihm gehörigen Berührungsfehne. find conjugirte Pole 5 und die Berührungs- 
ſehne felbft ift Die Polare zu dem Scheitel des umfhricbeneh Winkels als Pol. 
568. Liegen die Scheitel einer beliebigen Menge von Winkeln, die um Denfelben 


Kreis befhrieben find, in einer geraden Linie, fo haben ihre Berührungsfehnen einen 


gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct oder find parallel. 
« 564, 3. 1. 

569. Umgekehrt, haben die Berübrungöfehnen, die zu mehrern um einen Kreis 
beſchriebenen Winkeln gehören, cinen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct, oder find fie 
parallel, fo liegen die Scheitel diefer letztern in einer geraden Linie, 

570. Zieht man von einem Puncte außerhalb eines Kreifes nad demfelben ein 
Paar Schneidende, fo ift die dieſem Puncte gehörige Polare diejenige Gerade, melde 
die beiden innerhalb des Kreiſes befindſichen Puncte jener beiden Schneidenden verbindet, 
durch N deren harmoniſche Sheilung zu Stande gebracht wird, 


2 + * 1 
Anmerkung. Solche innerhalb "des: Mretfeß gelegene Puncte von geraden Linien, 
die von befilminten Puncten außerhalb als Schheidenpe an ihn gezogen find, wollen 
wir der Kürze halber innere HYarmonitalpuncte, die Püncte, von ‚denen fie 
auslaufen, Außere Harmonifalpuncte nennen. N, 


571. Nimmt man außerhalb eines Kreifes eine beliebige Anzahl von Puncten, die 
auf einer geraden Linie liegen und zieht von jedem derfelben ein Paar beliebiger Ses 
canten, fo haben die Geraden, welde die innern Harmonifalpuncte jedes Paares ver⸗ 
binden, entweder einen gemeinfchaftlihen Durchſchnüttspunct oder find parallel, 

572. Umkehrung des vorigen Lehrfages. - 

573. Hat man zwei beliebige Kreife (C und K Fig. 142), zieht in ihnen meh⸗ 
rere Paare paralleler Halbmeffer jo, daß alle Paare zugleich entweder auf derfelben Seite 
der Are liegen (CO, KN, und CE, KF xc,) oder auf verfchiedenen Seiten Derfelden 
(CG, KH, und CL, KM :c.), fo baben die Geraten ON, EF :c., fo wie GH, 
LM ꝛc. einen gemeinſchaftlichen auf der Are der Kreife liegenden Durchſchnittspunct. 

%. 309 und 310. | 

574. Umgekehrt, zieht man durd einen der fo erhaltenen Durdfchnittspuncte (A, 
J) eine belichige beide Streife fhneidende Gerade, fo werden durch die Durchſchnittspun— 
cte zwei Paare paralleler Halbmeſſer beftimmt, . 


575. Liegt jeder der beiden Kreife außerhalb des andern und man zicht von einem - 


unferer in Nede ftehenden Puncte (A, J Fig. 142) an einen derfelben eine Tangente, 
(AR, JU), fo berührt dieſe auch ftetö den andern Kreis, 

Bew, Denn fie ift aud vom Mittelpuncte des zweiten Kreiſes, um die Länge des 
Halbmefferd entfernt, z u 

Anmerkung 1. Unfere beiden Puncte find alfo bet diefer Enge der Kreife keine an: 
dern als Diejenigen, von denen aus man die gemeinfchafttichen Tangenten an Diefelben 
| gieht, und ed ergiebt fih aus den vorigen Sägen zugleid ein leichtes Verfahren für 

fung der Aufgabe: an zwei gegebene Kreife Die gemeinfchaftlichen Tangenten zu 

’ Anmerkung 2. Man Eönnte in diefem Falle die mehr erwähnten Puncte (A, J) auch 
ae heit der Winkel ‚bezeichnen, die um die beiden Kreife (C, K) zugleich be: 

576. Erflärung Aehnlichkeitspuncte zweier Kreife nennt man die 
beiden Puncte ihrer Are, in denen fi die geraden Linien ſchneiden, welde de Endpun⸗ 
cte paralleler Halbmeſſer verbinden (A. 573) und zwar heißt äußerer Aehnlich— 
keitspunct derjenige (A), wo die zugehörigen parallelen Halbmeſſer auf derſelben 
Seite der Are liegen, innerer Aehnlichkeitspunct dagegen der andere (J), 
für melden das Gegentheil Statt findet, 

uf. 1. Zür zwei Kreife giebt ed nie mehr ald zwei Aehnlichkeitspuncte. 





| 


⸗ 
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uf. > Legen die beiden Kreife ganz außet einander, fo fallen ihre Aehnlich⸗ 
keitöpuncte mit denen zufammen, in welden die an fie gezogenen gemeinſchaftlichen Tan⸗ 
genten die Are ſchneiden. 

Zuſ. 3. Berühren ſich zwei Kreiſe von außen, fe ift diefer Berübrungspunet ihr 


innerer Aehnlichkeitspunct; berühren fie fidh dagegen von innen, fo ift der Berührungs⸗ 


punct ihr äußerer Aehnlichkeitspunct. 

Erflärung Aehnlichkeitslinie zweier Kreife wollen wir Fünftig jede 
Gerade nennen, welche durch einen ihrer Aehnlichkeitspuncte geht, und zwar wollen wir 
fie, wie die letztern, in äußere und innere unterfcheiden, je nachdem fie duch den einen 
oder andern der Aehnlichkeitspuncte gehen. 

uf. 4 Schneidet eine folde Aehnlichkeitslinie einen der Kreiſe, fo fehneidet fie 
auch nothwendig den andern, berührt fie den einen, fo berührt fie au den andern, und 
liegt fie endlih ganz außerhalb des einen, fo ift dieß auch eben fo mit dem andern. 

Zuſ. 5, Zieht man eine beliebige Achnlichkeitälinie zweier Kreife, und nad ihr 
zwei beliebige Parallelen von den Mittelpuncten aus, fo verhalten fich dieſe ftetö wie 
die Halbmeffer der Kreife. 


Anmerkung. Es ift kaum nöthig gu erinnern, daß für Außere Achntichkeitätinien 
dig maraleien auf einerlei Seite der Are, für innere auf verfehledenen Seiten liegen 
munen. 


Zuſ. 6. Umgekehrt, dur einen der Aehnlichkeitspuncte zweier Kreife geht jede Ge⸗ 
rade (ift alfo eine Aehnlichkeitslinie derfelben), welche die Endpuncte zweier von ihren 
Mittelpuncten ausiaufenden Parallelen verbindet, die ſich rote ihre Halbmeſſer verhalten, 
und zwar durch den äußern Aehnlichkeitspunct, wenn diefe Parallelen auf derfelben Seite 
der Are liegen, im entgegengefegten Fall durch den innern. 

577. Beſchreibt man in einer Ebene drei beliebige Kreife, und ſucht für je zwei ſowohl 
die äußern ald.innern Aehnlichkeitspuncte, fo giebt ed unter diefen ſechs Puncten immer 
vier Ternionen, von denen jede in einer geraden Linie liegt, nämlich die drei äußern 
Achnlichkeitspuncte unter einander 53 und jeder bgrterben mit den beiden innern Aehnlich⸗ 
feitspuneten, weldye die beiden zu diefem äußern Aehnlichkeitspuncte gehörigen Kreife ber 
zichungsweije mit dem dritten SKreife bilden. Bezeichnet man alfo unfere Drei Kreije mit 
Mi, M,, M, (Fig. 143) den äußern Xehnlichfeitöpunct von M, und M, mit A,, den 
innen mit J, ; die Aehnlichkeitspuncte von M, und M, beziehungswiife mit A, und 
J, , und endlich die von M, und M, mit A, und J,, fo liegen von dieſen ſechs Pun⸗ 
cten in gerader Linie: 


3) Ay, Ju, Is 
4) Az, I, I; | 
Bew. Nennt man die Halbmeffer unferer drei Streife M,, M,, M, , beziehungs⸗ 
weite R,, Rz, Rz , zieht aus den Mittelpuncten nad) der Geraden‘, welche zwei der 
a tspuncte 3. B. A, und A, verbindet, die drei belicbigen Paralleien P,, P,,‘ 
9, ſo iſt: 


: =R,:R Ä 
pipe Zn imel al. 576, 8. 6) 


pP . P > R, . R, 
alfo ift die Gerade A,A, zugleich auch Achnlichfeitölinie für die Kreife M, und M,, 
und zwar dußere, weil die aus den Mittelpuncten nad) ihr gezogenen Paralleien P, und 
P, jevenfalld auf derfelben Seite der Axe M, M, liegen, es liegen alfo A, und A, mit 
A, in gerader Linie. Eben fo einfach ift der Beweis für jeden der drei übrigen Theile 
unſeres Lehrſatzes. 


Pinmerfung. Es kann für den erften Augenblick nicht anderd ald befremdend ers 
[heinen, daß die drei Innern Aehnlichkeitspuncte dreier Kreife nicht eben fo in gerader 
inie liegen, wie die drei Außern, und es fit dem Anfänger fehr zu empfehlen, daß 
er die Gründe auffuche, warum dief nie möglich it. 


Zuſ. Liegt daher von drei Kreifen jeder außerhalb der beiden andern, und man 
zieht an je zwei ihre gemeinfchaftligen Tangentenpaare, fo liegen von den ſechs Durch⸗ 
ſchnittspuncten Diefer einzelnen Paare viermal drei in gerader Linie, 

578. Berührt ein Kreis zwei andere gleidhartig d. h. beide zugleih von außen 
oder von innen, fo liegt der äußere Aehnlichkeitspunct diefer legtern mit den Berührungs⸗ 
puncten in gerader Linie, x 

A. 576, 3. 3 — A. 577. 

579. Berührt dagegen ein Kreis zwei ere ungleichartig, ſo liegt der innere 

Aehnlichkeitspunct dieſer letztern mit den beiden Berührungspuncten in gerader Linie. 
16 * 


— 


\ 
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uf. ind daher zwei beliebige Kreiſe gegeben und man conftruirt zwei andere, 
von denen der eine den eriten der gegebenen von außen und den andern von innen, der 
zweite dagegen diefen lehtern von außen und den erſten von innen, fo ſchneiden die Ge- 
raden, welche die Berührungspuncte in dem einen und andern Zalle verbinden, die Are 
der gegebenen Kreife in demjelben Puncte, — in ihrem innern Aehnlichkeitspuncte. 

580. Bieht man von zwei beliebigen Puncten (R, S Fig. 144) außerhalb eine 
Kreifed Tangentenpaare (SD, SE, RF, RG) an denfelben, und verbindet von den vier 
Berübrungspuncten je zwei ſolche, welche nicht demfelben Tangentenpaarc zugehören , fo 
bilden die Durchſchnittspuncte (A, I) der Gegenfeiten des fo entftandenen Biereds (DFEG) 
die beiden Aehnlichkeitspuncte für diejenigen Kreife, welche man von den genannten Puns 
cten (R, S) außerhalb als Mittelpuncten mit den zugehörigen Tangentenlängen als Ra- 
dien beſchreibt. 

Anmerkung. Der nöthigen Kürze halber wollen wir in dem Nächftfolgenden unter 
Kreis S denjenigen veiftehen, der von diefem Puncte aus mit der zugehörigen Zangen: 
tenlänge (SD oder SE) als Radius befchrieben If ; und in ähnlichem Sinne natürlich 
gebrauchen wir Die Ausdrüde Kreid R zc. 

Bew. Die Kreiſe R und S werden vom Kreiſe B ungleichartig in E und G, und 
vom Kreife H eben fo in D und E berührt, alfo J der innere Aehnlichkeitspunct jener 
Kreife Ar 579, Zuſ.). Dagegen berührt fowohl der Kreis K in F und E, als der 
Kreis Z — wo Z den in der Figur nit fihtbaren Durchſchnittspunct der Sangenten 
GR und DS bezeichnet — in D und G unfere Kreife R und S von Innen, alſo gleid- 
artig, alfo A dußerer Aehnlichkeitspunct diefer Kreife (X. 578). 

uf. 1. Die vier Puncte A, R, J, S liegen alfo in einer geraden Linie, 

Zuſ. 2. Betrachtet man Biere DEFG als urfprünglicd gegeben, fo Tann man 
den vorigen Zuſat aud fo ausſprechen: Zieht man an je zwei Gegeneden eines Kreie⸗ 
vierecks Tangenten, fo liegen die beiden Durchſchnittspuncte derfelben mit den beiden 
Durchſchnittspuncten der Gegenfeiten in gerader Linie, BE 

uf. 3. Da die Streife S und H fi in D von innen berühren, die Kreife S und 
B dagegen in E von außen, fo gebt DE durd den innern Aehnlichkeitspunct der Kreife 
B und H; eben fo leicht ficht man, daß die Kreiſe R und B fi in G innerli, Vie 
Sreife R und H aber in F äußerlich berühren, die Gerade FG geht alfo gleichfalls durch 
den innern Aehnlichkeitspunct der Streife B und H; d. h. der Durchſchnittspunct (M) 
der Diagonalen ift der innere Aehnlichkeitspunct diefer Kreiſe. 

Zuf. 4. Die Kreife B und H werden vom Kreife K dußerlih in D und E, vom 
Kreife Z (Z Durchſchnittspunct der Diagonalen RG und DS) aber innerlid in G und 
D berührt, alfo ift A der äußere Aehnlichkeitspunct der Kreife B und H. 

Zuf. 5. Es liegen alfo auch die Puncte A, B, M, H in gerader £inie, 

Zuſ. 6. Auf ähnliche einfache Weife läßt ſich darthun, daß M, K, J, Z in ge- 
rader Linie liegen. 

3uf. 7. Iſt alfo ein Biere in einen Kreis beſchrieben und ein anderes um den- 
jelben fo, daß die Eden jenes mit den Berührungspuncten diefes zufammen fallen, fo 
haben ihre beiderfeitigen Diagonalen einen gemeinihaftliden Durchſchnittspunct. 

Zaffen wir- den Inhalt unferes Hauptfaged und feiner fieben Zufäge in ein Nefultat 
zufammen , jo erhalten wir folgenden Lebhrjag: . 

581. Beſchreibt man in einen Kreis ein beliebiges unregelmäßiges Biere, zieht 
an jede feiner Eden eine Tangente, verlängert diefelben bis je zwei ſich ſchneiden, fo 
laſſen ſich aus dieſen ſechs Durchſchnittspuncten und denen der drei zugeorbneten Seiten- 
paare drei Quaternionen bilden, die fo beſchaffen find, daß die zu jeder Yehörigen Pun- 
ete in gerader Linie liegen. Jede Quaternion wird aus zwei Tangentendurdfchnitten 
und aus zwei Durdfchnittspuncten zugeordneter Seiten gebildet; die beiden letztern find 
die Aehnlichkeitspuncte zu den Streifen, welche man von den erftern aus mit den zugehöri⸗ 
gen Tangentenlängen befchreibt. 

582, Beſchreibt man in einen Kreis ein belicbiges unregelmäfiges Sechseck, ver⸗ 
laͤngert je zwei Gegenfeiten bis fie ſich ſchneiden, fo liegen diefe drei Durchſchnittspuncte 
in einer geraden Linie. | 

Beweis. Es fei das Schöcd ARCDEF (Fig. 145) 5- die Durchſchnittspuncte der 
Oegenfeiten , wm ‚I; die Durchſchnittspuncte der an zwei Gegeneden gezogenen Tan- 
genten K, L,M. 

Nach X. 580 ift J der innere Aehnlichkeitspunct der Kreiſe K und M; eben fo 
ift H innerer Aehnlichkeitspunct der Kaiſg L und M., und G der äußere Aehnlichkeits- 
punct der Kreife K und L, alfo G, H, J in gerader Kinie (X. 577). 

Anmerkung 1. Da unfer Lehrſatz (A. 580) für vier ganz beliebige Puncte im Um: 


Pr 


— 


Anhang zum fünften, ſechſten und fiebenten Buche. 245 
fange inet Kreifes gilt, fo.gitt auch der darauf eüpte Beweis für bie in Rede ſte⸗ 


hen igenfchaft des Kreisſechſsecks allgemein un Art deſſelben. 
Anmerkung . Man pflegt unfern Zehrfag nicht felten nach feinem erften Entdeder: 
Pascar’8 Lehr ap zu nennen 
Anmerkung 3. 


einzelnen Fällen kann es geſchehen, da e G, H, J 
die drei Außern Sennlichteltspunete der Kreife K, EM inde Die Puncte ©, 

uf. 1. Rah A. 580, Zuſ. 2 iſt auch J mit K und M in gerader Linie, eben fo 
HmtMwL,wmwGmtKıml. 

uf. 2. Bon den ſechs Puncten alfo, welde man in den drei Durchſchnittspuncten 
je zweier Gegenfeiten eines in einen Kreid beſchriebenen Sechsecks, und den drei Durch⸗ 
fohnittöpuncten der an je zwei Gegeneden gezogenen Zangenten bat, liegen viermal brei 
in gerader Linie. 

uf. 3. Berbindet man ein Paar Gegenfeiten wie AB und DE unfered eingefchriebenen 


Sechsecks, fo liegen nah X. 581 in dem fo entftandenen Bierede die Puncte G und S 


ald Durchſchnittspuncte zwei zugeordneter Seitenpaare mit den Durchſchnittspuncten K 
und L der an ihre Gegeneden gezogenen Tangenten in gerader Linie, und aus ähnlichem 
Grunde liegen in gerader Linie die Puncte N, U,Q,S und S, U, P, G. Daſſelbe gilt 
natürlich von jedem andern Biere wie ABEF ıc. 

Zuf. 4. Nimmt man daher auf der Peripherie eines Kreiſes ſechs beliebige Puncte 
fo, daß nicht nur je zwei der funfzehn durch jie beftimmten Sehnen, fondern auch je zwei 
der ſechs an fie gezogenen Tangenten bei binreihender Verlängerung fi ſchneiden, fo 
erhält man fünf und vierzig Quaternionen von Puncten, die in gerader Linie liegen. 


583. Beichreibt man um einen Kreis ein beliebiges Sechseck und zieht die Diago- 
nalen, welche je zwei Gegenedeen verbinden, fo haben dieſe ftetö einen gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspunct. 

Beweis. NOPORS ſei das umſchriebene Sechseck (Fig. 145) 5 verbindet man die 

Berührungspuncte A, B, C, D, E, F unter einander, fo find diefe als Berührungs⸗ 
fehnen beziehungsweife die Polaren, zu denen die Eden des aͤußern Vieles als Pole 
gehören; daher der Durchſchnittspunct je zweier der Pol für die durch die zugehörigen 
Eden des äußern Vieles "gehende Gerade ald Polare (X. 564), alfo J der Pol für 
SP, H für RO, G für NQ, alfo, weil G, H, J in gerader Linie, fo haben ihre Po⸗ 
loren einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct (X, 564, 3. D. 

584. Beſchreibt man fowohl in als um einen Kreis ein Schöed und zwar fo, daß 
die Eden jenes mit den Berührungdpuncten dieſes zufammenfallen, fo ift der gemeinſchaftliche 
Durchſchnittspunct (X. 583) der drei Diagonalen, weldye je zwei Gegeneden ded aͤußern 


Sechsecks verbinden, der Pol für die Gerade (X. 582), auf welcher die Durchſchnitts⸗ 


puncte je zweier Gegenfeiten des innern liegen, 

585. Beſchreibt man in einen Kreis ein beliebiges Fuͤnfeck, zieht an eine ber 
Eden eine Tangente und verlängert fie bis zum Durchſchnitt mit der Gegenfeite, fo liegt 
diefer Durchſchnittspunct mit denen von je zwei folden der vier übrigen Seiten, welde 
Peinen gemeinſchaftlichen Endpunct haben, in gerader Linie. 

586. Wird dagegen ein beliebiges Fünfeck um einen Kreis befährieben und man 
verbindet von vier feiner Eden je zwei ſolche, die nicht an derjelben Seite Liegen, fo liegt 
der Durchſchnittspunct diefer Verbindenden ftetö auf der Geraden, welche die fünfte Ede 
mit dem Berührungspuncte der Gegenfeite verbindet, 

587. Beſchreibt man fowohl in ald um einen Kreis ein Dreie und zwar «fo, daß 
die Berührungdpuncte des legtern mit den Eden des erftern zufammenfallen, fo liegen 
die drei Durchſchnittspuncte der Seiten des innern Dreiecks mit den durch ihre Gegenecken 
gehenden Seiten des äußern in gerader Linie. 

538, Beſchreibt man in einen Kreis ein beliebiges Fuͤnfeck (ABDEE ig. 146), 
verlängert ein Paarnicht anliegender Seiten (AB, DE) bis zum Durchſchnitt (G), ver⸗ 
bindet die beiden Endpuncte (B, D) der zwifchen den verkängerten liegenden Seite mit 
einem beliebigen Puncte (C) im Umfreife und verlängert jede derfelben bis zum Durch⸗ 
ſchnitt mit der Seite des Fuͤnfecks, welche der Ede gegemüberliegt von der die Berbins 
dende felbft ausgeht, fo liegen diefe beiden Durchſchnittspuncte (H, J) mit dem Durch⸗ 


ſchnitt (G) der zuerft verlängerten Seiten in gerader Linie, 


Beweis. Für das Kreisſechseck ABCDEF d. h. deffen fucceffine Seiten die Geras 
den AB, BC, CD, DE, EF und FA, find unfere in Rebe ftehenden Puncte (G, H, J) 
die Durchſchnitte je zweier Gegenfeiten. 

Anmerkung. Diefer Say gehört Maclaurin; ex theitte Ihn zuerſt mit in feinem 


erke: Vreatise of Fluxions $. 6233. Man ſieht aus unferm Beweife, daß er nur ein 
befonderer Fall des Bascalidın Satzes iſt ſieh j ’ ß 


589. Erklaͤrung. Im fünften Buche (251 und 256) iſt erwieſen, daß, wenn 


« ie - 
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man durch einen beliebigen Punct in der Ebene eines Kreiſes gerade Linien zieht, die 
diefen letztern ſchneiden, alle die Rechtecke, die. aus denjenigen Segmenten jeder diefer 
Geraden gebitdet werden, melde zwifhen diefem Puncte und den Durchſchnittspuncten 
mit dem Umkreiſe liegen, einen conftanten Flächeninhalt haben. Diejer Flächenraum fol 
Pünftig der Kürze halber den Namen Potenz führen, und zwar wollen wir, in fofern 
von einem beftimmten Puncte und Kreife die Nede ift, fagen: Potenz des Punctes für 
den Kreis, oder Potenz ded Kreifes für den Punct. Wir wollen diefe Potenzen noch 
durch die Beinamen äußere und innere unterſcheiden, je nachdem der zugehörige 
Punct außerhalb oder innerhalb des Kreijes liegt, | 

3uf. 1. Dad Mao für die Größe jeder Außern Potenz ift das Duadrat der von 
dem zugehörigen Puncte nach dem Kreiſe gezogenen Tangente. 

auf. 2. Der Halbirungspunct der gemeinſchaftlichen Tangente zweier Kreife ift das 
der ein Punct, der gleihe Potenzen für beide Kreife bat. 

Zuſ. 3. Das Maagaß für die innere Potenz eined Punctes ift dad Quadrat der zu⸗ 
gehörigen halben Mittelfehne d. h. derjenigen, weldhe auf dem Durchmeſſer, der dur 
den zur Potenz gehörigen Punct gebt, in diefem Puncte ſenkrecht ftcht. 

Zuſ. 4. Die Potenz jedes Punctes im Umfange ift gleih Null. 
590. Der geometrifhe Ort aller derjenigen Puncte, welde für einen gegebenen 
Au gleiche Potenzen haben, ift die Peripherie eines mit dem gegebenen concentrifchen 
reifed. 
Frage: In wie fern ift unfer Say auch für diejenigen Puncte wahr, deren Potenz 
gleich Null iſt? 
Zuſ. Haben daher mehrere Puncte gleiche äußere Potenzen für einen Kreis, fo find 
nie Ha Kreife umſchriebenen Winkel, deren Scheitel jene Yuncte find, von gleider 
röße, | 
‚591. Hat ein Punct für zwei Kreife gleiche und gleichartige Potenzen, fo ift die 
Differenz der Quadrate feiner Entfernungen von den Mittelpuncten diefer Kreife, gleich 
der Differenz der Quadrate ihrer Halbmeffer 3 ift alfo eine conftante, von der befondern 
Lage des Punctes unabhängige Größe. 
Zuſ. Es giebt daher für zwei Streife unendlidy viele Puncte gleiher Potenzen. 
592. Umkehrung ˖des vorigen Zehrfages. 
Zuſ. 1. Berühren daher zwei Kreife einander, fo ift der Berübrungspunct ein 
Punct gleicher Potenzen für beide Kreife. 
Zuf. 2. Schneiden zwei Kreife einander, fo ift jeder Durchſchnittspunct ein Punct 
gleicher Potenzen für fie. 
592. Erflärung. - Potenzlinie zweier Kreife heißt der geometrifcye Drt 
alter Puncte (591, Zuf.) gleicher Potengen für fie. 
Anmerkung. Franzöfifche Schriftfieuer, befonbers die Verfaffer der Hierher gehöris 


gen Abhandlungen in den Annales de Mathem. etc. p. Gergoune nennen diefe Linie: 
axe radical de deux cercles. 


593. Die Potenzlinie zweier Kreiſe ift eine Gerade, welche 
1) auf deren Axe ſenkrecht fteht, und 
2) diefelbe in einem Punct ſchneidet, deffen Entfernungen von den nähern Durch⸗ 
fehnittöpuncten der Are mit den Umkreiſen fi) umgekehrt verhalten wie die von den 
entfernteren. . 
Beweis, Für Nro.1 aus X.184 5 für Nro. 2 aus dem Begriffe der Potenzlinie. 
uf. 1. Die Potenzlinie zweier Streife ift daher völlig beftimmt und bekannt, wenn 
man nur einen einzigen ihr zugehörigen Punct Pennt, 
x auf 2. Tür zwei fi berübrende Kreife ift die Potenzlinie ihre gemeinſchaftliche 
angente, j 
Zuſ. 3. Für zwei fi ſchneidende Kreife iſt die Potenzlinie die gemeinſchaftliche 
Sehne in ihrer unbegränzten Verlängerung. 
Zuſ. 4. Die Halbirungdpuncte der vier gemeinfhaftlichen Tangenten, die fih an 
zwei Kreiſe ziehen laffen, liegen in gerader Linie, 
uf. 5. Liegt die Potenzlinie zweier Kreiſe ganz außerhalb des einen, jo muß fie 
auch außerhalb des andern liegen. 
IR 6. Siggen. zwei Kreiſe entiweder ganz außer cinander oder der eine ganz in- 
nerhalb des Mn, kann ihre Potenzlinie feinem von beiden begegnen. 
594. Die drei Potenzlinien dreier Kreife haben ſtets einen gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspunct. 
Bew. Denn der Durchſchnittspunct zweier vg Ku ift nothwendig ein Punct gleis 
her Potenzen für das dritte Paar der gegebenen Frelſe. 


EX 
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Zuf. 1. Daher haben die gemeinfchaftlihen Tangenten dreier Kretſe, von denen je 
der die beiden andern berührt, immer einen gemeinfdhaftlichen Durchſchnittspunct. 
« J 2. Daſſelbe gilt von den gemeinſchaftlichen Sehnen dreier ſich ſchneidender 
reiſe. 
595. Erklärung. Spricht man von dem Winkel, unter welchem ſich zwei . 
Kreife Schneiden, fo verfteht man darunter denjenigen, weldyen die beiden Tangenten bil: 
den, die man an die beiden Kreife in einem ihrer Durchſchnittspuncte zieht, 

Anmerkung. Diefer Winter ift, wie leicht zu fehen, für einen der Durchſchnitts⸗ 
puncte von derfelben Größe wie für den andern. 

Frage: Bon welcher Größe ift der Winkel, den zwei fid) berührende Kreife bifven ? 

596. Ein Kreis ſchneidet zwei andere rechtwinkelig, wenn fein Mittelpunct auf ih: 
ter Potenzlinie liegt, und fein Halbmeffer gleich dem Potenzmaaße dieſes Punctes d. h. 
der von diefem Puncte an einen der Kreife gezogenen Tangente gleich ift. 

Anmerfung. Einen Kreis, der zwei andere rechtwinklig fhneibet, nennen franzö⸗ 


filche Schriftfietter den „cercle radical“ der erftern, weit fein Mittelpunct auf deren 
„axe radicale“ liegt. 


597. Zwei Kreife, die perl andere ganz außer einander liegende Kreife rechtwin⸗ 
felig fehneiden, müffen ſich ſelbſt immer ſchneiden. | 

598. Zwei Kreife dagegen, welde zwei andere fich fehneidende rechtwinkelig fchnei- 
den, liegen ganz außer einander. | 

Zrage: Wie ift ed, wenn die beiden rechtwinkelig gefchnittenen Kreiſe ſich berühren, 
oder der eine ganz innerhalb des andern liegt ? 

599, Die Peripherieen aller der Kreife, welche zwei andere, von denen jeder ganz 
außerhalb des andern liegt, rechtwinkelig ſchneiden, gehen durch diefelben beiden Puncte 
der Are diefer legtern, haben alfo diefe Are zur gemeinſchaftlichen Potenzlinie, 

600. Hat man zwei beliebige Kreife und befchreibt eine beliebige Menge anderer, 


‚von denen jeder die beiden erftern berührt oder ſchneidet, fo ift der geometrifhe Ort für 


die Durchſchnittspuncte aller zufammengehörigen Paare der gemeinfdaftlihen Tangenten 
oder Sehnen eine gerade Linie — die Potenzlinie der beiden erften Kreife, 

601. Wenn zwe@Spfteme von Kreifen fo beſchaffen find, daß jedes eine gemein- 
ſchaftliche Axe bat, und die Are des einen Syſtems die Potenzlinie des andern ift, fo 
haben die gemeinfhaftlichen Sehnen von einem Kreife des einen Syſtems mit einer be- 
liebigen Anzahl von Kreifen des zweiten einen gemeinfhaftlichen auf der Are jenes erften 
Syſtems liegenden Durchſchnittspunct. 

A. 594, Zuſ. 2. . 

602. Wenn ein beliebiger Kreis (C Fig. 147) zwei andere (B, K) rechtwinkelig 
ſchneidet, jo haben die vier Durchſchnittspuncte (D, E, F, G) ftetd eine ſolche gegen- 
feitige Lage, daß fi vier Kreife beſchreiben laſſen, von denen jeder die gegebenen Kreiſe 


(B, K) in zweien diefer Puncte berührt. 


Bew. Man ziehe in jedem der Kreiſe B, K die beiden Halbmefjer nad) den Pun- 
cten, in denen er von dem dritten G redhtwinkelig geſchnitten wird, und verlängere fie 
fo weit, bis je zwei fi) ſchneiden, fo find diefe vier Durchſchnittspuncte M,, M,, M;. 
M, die Mittelpuncte der vier in Rede ftehenden Berührungskreiſe. 

Zuſ. 1. Die Kreiſe M, und M, berühren die gegebenen gleichartig, der erjtere 
von innen, der andere von außen; für die beiden übrigen M,, M, dagegen ift die Be: 
rübrung ungleichartig. | 

Zuf. 2. Somohl die Linie DE, ald FG geben daher durch den Außern Aehnlich⸗ 
Feitöpunct (A) unferer Kreife B und K ; dagegen gehen DG und EF durd den innern 
Aehnlichkeitspunct (I) derfelben (X. 578 und 579), Wir erhalten daher den Sag: 

603. Werden zwei gegebene Kreife von einer beliebigen Anzahl anderer reihtiwinke- 
lig geſchnitten, und man verbindet von den vier jedem der ſchneidenden Kreife angehö⸗— 
renden Puncten je zwei ſolche, welche nicht auf derfelben Peripherie eines der gefnitte- 
nen Kreife Liegen, jo hat der eine Theil diefer fämmtlihen Berbindenden einen gemein- 
ſchaftlichen Durchſchnitispunct im Außern Aehnlichkeitspunct der beiden zulegt genannten 
Kreife, der andere Theil im innern Aehnlichkeitspuncte. , 

uf. 1. Die Geraden, melde von unfern vier Puncten je zwei ſolche verbinden, 
die auf der Peripherie eines und deffelben der geſchnittenen Kreife liegen, wie DF und 
EG , ſchneiden ſich, wie leicht zu fehen, immer auf der Potenzlinie der Kreife_B und K. 
Befchreibt man alfo mehrere ſolcher fehneidender Kreife, fo Legen die Durchſchnittspuncte 
diefer Zinienpaare in gerader Linie, 

uf. 2. Die Durchſchnittspuncte O, Q eben diefer Linien mit der Are BE unjerer 
Kreiſe iind für alle rechtwinkelig ſchneidende Kreife dieſelben. " 


s % . 


248 Anhang zum fünften, fehlten und fiebenten Bude. 


604. ind zwei Kreife B und K gegeben und man beſchreibt einen beliebigen 
dritten. C, der fie rechtwinkelig ſchneidet, fo liegen, wie wir bereits wiſſen (X. 603), 
zwei Paare diefer vier Durchſchnittspuncte mit dem äußern und zwei Paare mit dem ine 
nern Äehnlichkeitspuncte der Kreife B und K in gerader Linie. Zieht man nun biefe 
Geraden, fo haben ſowohl für den einen als andern Achnlidhfeitspunct die Rechtecke aus 
den Segmenten derfelben, welche die Entfernungen des Xchnlipkeitspunctes von den zu⸗ 
gehörigen Durchſchnittspuncten meffen Calfo ig. 147 einerfeitö die Rechtecke AD. AE, 
AF . AG und anbererfeits die Redtede ID . JG, JE . JF) einen conftanten, von der 
befondern Beſchaffenheit des ſchneidenden Kreiſes ganz unabhängigen Flächeninhalt. 

Bew. Nah A. 599 gehen alle Kreife, welde B und K reihtwinfelig ſchneiden, 
durch diefelben beiden Puncte (Y, X) ihrer Are, alle Rechtecke der einen Glaffe find alfo 
dem Rechtecke AX . AY , alle der andern Glaffe dem Rechtecke IX . JY glei. 

erk en Saga ausſprechen: Zieht man durch ei: 
nen a ang een Kuede jo au en Pa welche PA 
Kreife fchneidet, fo hat das Rechte aus den Segmenten, derfelben, welche zwiſchen 
dieſem Achntichkeitg uncte und awei folchen Tepe mit den SKreigyeri: 
Deren diegen, zu denen Feine paralielen Halbmeiler gehören , einen conftanten Flä⸗ 

enin . . 

nmerfung 9. ſollen künftig den Namen führen: ge 
mein ſch attlihe Dot en en autıia Aehnlichkei re n t. 

605. Wenn zwei beliebige Kreiſe (B, K Fig. 147), von denen jeder ganz au⸗ 
ßerhalb des andern liegt, von einer beliebigen Menge von Streifen rechtwinkelig geſchnit⸗ 
ten werden, fo läßt fi) immer von dem aͤußern Aehnlichkeitspuncte (A) der beiden erftern 
ein Kreis beſchreiben, der die ganze Anzahl der fie rechtwinkelig fehneidenden wiederum 
rechtwinkelig ſchneidet. 

Bew. Denn das Quadrat der Tangente, welche man von dem äußern Aehnlich- 
feitöpuncte der Kreife B und K an irgend einen der fie rechtwinkelig ſchneidenden zicht, 
ift glei der gemeinſchaftlichen Potenz eben diefer Kreife für ihren äußern Aehnlickeite« 
punct, alfo eine conftante Größe (604), alfo alle Die Tangenten, die man von dieſem 
Aehnlichkeitspuncte an die verſchiedenſten der rechtwinkelig ſchneidenden Kreife zieht, von 
gleiher Länge ıc. 

‚606. Bon dem innern Aehnlichkeitspuncte zweier Kreife aus läßt fi immer ein 
dritter beſchreiben, welcher unendlich viele andere Kreiſe — foldye, von denen die beiden 
erftern rechtwinkelig gefehnitten werden — fo fehneidet, daß feine Durchſchnittspuncte mit 
einem jeden derfelben Endpuncte eines feiner Durchmeſſer find. Bu 
Bew. Böge man in einem der rechtwinkelig fehneidenden Kreife, wie C (Fig. 147) 
von dem innern Aehnlichkeitspuncte J der Kreife B und K die halbe Mittelfchne , fo 
würde deren Quadrat gleidy fein der gemeinſchaftlichen Potenz der Kreife B und K für 
ihren innern Aehnlichkeitspunct, würde alfo für alle rechtwinkelig fehneidende Kreife eine 
conftante Größe feinz ein Kreid alfo, der von J aus mit der Länge einer ſolchen hal⸗ 
ben Mittelfehne befäprieben wird, muß auch die glei großen halben Mittelfehnen aller 
übrigen rechtwinkelig ſchneidenden Kreife zu Halbmeflern haben. 

607. Erflärung. Ein Kreis heißt Potenztreis zweier andern (B, K 
Big. 147), wenn er von einem ihrer Aehnlichkeitspuncte aus mit der Geraden als Ra⸗ 
dius befeprichen wird, deren Quadrat das Maaß für die diefem Aehnlichkeitspunct zuge: 
hörige gemeinſchaftliche Potenz diefer Kreife iſt. 

Zuſ. 1. Der Halbmeffer des äufiern Potenzkreifes, d. h. des nom Außern Aehnlich⸗ 
feiföpunct (A) aus beſchriebenen, ift alfo gleich der Tangente, die man von diefem Pun- 
ete an einen der Kreife zieht, welde die gegebenen Kreife B und K redytwinkelig ſchneiden. 

Zuſ. 2. Der Radius des innern Potenzkreiſes ift die halbe Mittelfehne, die man 
von dem innern Achnlichkeitspuncte aus in einem der SKreife zieht, welche die gegebenen 
rechtwinkelig ſchneiden. 

608. Liegt ein Kreis ganz innerhalb eines andern, ſo ſchneidet der innere Potenz⸗ 
kreis beider alle diejenigen Kreiſe rechtwinkelig, von denen die beiden Urkreiſe ſelbſt 
rechtwinkelig geſchnitten werden; von dem äußern Potenzkreiſe dagegen werden eben dieſe 
Kreife fo geſchnitten, daß je zwei zufammengehörige Durchſchnittspuncte Endpuncte eines 
Durchmeſſers dieſes PotenzPreifes find. - 


609. Wenn zwei Kreife ſich ſchneiden, fo ſchneidet fo mohl der eine als der andere . 


ihrer PotenzPreife alle Diejenigen Kreife rechtwinkelig, von denen die beiden Urkreife 
felbft rechtwinkeiig geſchnitten werden. 
FJrage; Wie ift es mit unferm Sage dann, wenn beide Urkreiſe ſich berühren? 
610. Erklärung. Liegen zwei Puncte auf derfelben Seite des äußern Aehnlich⸗ 
keitspunctes zweier Kreife und in ſolchen Entfernungen von ihm, daß dad Rechteck aus 
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denfelben glei der zu diefem Aehnlichkeitspuncte gehörigen gemeinfhaftlihen Potenz der 
Kreife ift, fo follen diefe Puncte potenzhaltende in Beziehung aufden 
außern Aehnlichkeitspunct genannt werden. Auf gleiche Weiſe follen zwei 
Yundte potenzhaltende in Beziehung auf den innern Aehnlich— 
Feitöpunct beißen, wenn fie auf verfhiedenen Seiten dieſes Aehnlichkeitspunctes und 
in folden Entfernungen von ihm liegen, daß das Rechteck aus denfelben gleidy ift der 
zu dem Aehnlichkeitspuncte gehörigen gemeinfhaftlicen Potenz der Kreife. 

Ein Kreis ſoll potenzhaltend in Beziehung auf den Außern oder innern Aehnlichkeits⸗ 

unct zweier andern Kreife genannt werden, je nachdem die Äußere oder innere Potenz 
für ihn ges der gemeinfchaftlihen Potenz beider Kreife für eben dieſen Achnlidkeitö- 
punct iſt. 

Zuf. 1. Jeder Kreis ift daher potenzhaltend in Beziehung anf den Achnlihkeits- 
punct zweier andern, wenn er durch zwei potenzhaltende Puncte geht. 

Zuſ. 2. Keder Kreis, welder in Beziehung auf den äußern Aehnlichkeitspunct 
zrocier andern, die ganz außer einander liegen, potenzbaltend ift, ſchneidet den äußern 
Potenzkreis der letztern rechtwinkelig. Jeder Kreis dagegen, welcher in Bez ziehung auf 
den innern Aehnlichkeitspunct zwei ſolchet Kreiſe potenzhaltend iſt, ſchneidet ihren innern 
Potenzkreis in den Endpuncten eines Durchmeſſers. 


611. Jeder Kreis, welcher zwei andere, ganz außer einander liegende, gleichartig 
berührt, ift für deren äußern Xehnlickeitspunct potenzhaltend; für den innern Xehnlid- 
— 2— dagegen iſt er potenzhaltend, wenn er die genannten Kreiſe ungleichartig 

eruhrt 

Zrage: Gilt unfer Sad noch, wenn der eine von den beiden Streifen ganz inner⸗ 
halb des andern liegt? 

duf. 1. Hat man daher eine beliebige Menge von Kreifen , von denen jeder zwei 
gegebene Kreiſe gleichartig berührt, fo ift der äußere, Aehnligkeitspunct diefer beiden 
legtern ein Punct gleiher Potenzen für die erftern. 

Zuſ. 2, Für ungleidhartige Berührungen gilt etwas Aehnliches vom innern Achn- 
lichkeitspuncte. 

Zuſ. 3. Berührt jeder von zwei beliebigen Kreiſen zwei andere gleichartig, fo geht 
die Potenzlinie der erftern durch den äußern Aehnlichkeitspunet der letztern. 

Zuſ. 4. Bei ungleichartigen Berührungen geht unter dieſen Umſtänden die Potenz- 
linie der berührenden Kreiſe durch den innern Aehnlichkeitspunct der berührten. 

Zuſ. 5. Wenn von einer beliebigen Anzahl von Kreiſen jeder zwei andere gleichar⸗ 
PA berührt, fo liegen die fämmtlichen äußern Achnlidyfeitöpuncte je zweier in gerader 

inie, 

Zuf. 6. Etwas Aehnliches gilt‘ für die innern Aehnlichkeitspuncte bei ungleicharti⸗ 
gen Berührungen. 

612. Erklärung, Aehnlichkeitspolaren zweier Kreiſe follen die beiden 
Seraden heißen, melde als Polaren zu den Aehnlidhfeitspuncten diefer Kreife gehören 5 
wie die Aehnlichkeitspuncte felbft, zu denen fie gehören, wollen wir ſie durch die Beina⸗ 
men äußere und innere unterſcheiden. 

Aehnlichkeitsaxe zweier Kreiſe dagegen heißt jede Gerade, welche die beiden 
Puncte, in denen diefe Kreife von einem beliebigen dritten berührt werben, mit einem 
ihrer Yehnlicfeitspuncte verbindet (A. 578 und 579) 5 fie zerfallen, wie die Aehnlich⸗ 
keitspolaren, in äußere und innere. 

Zuſ. 1. Hat man daher drei belichige Kreife und ſucht ihre ſechs Aehnlichkeitspun⸗ 
cte, fo erhält man jeden der vier Pole, die für jeden Kreis zu den vier Geraden gehö— 
ren, auf welchen je drei jener Aehnlickeitspuncte liegen (A. 577) als Durchſchnitts⸗ 
punct zweier Aehnlichkeitspolaren. 

Zuſ. 2. Berührt ein Kreis zwei andere, fo faͤllt der zur Aehnlichkeitsaxe gehörige 
Pol des erftern mit dem Durchſchnittspuncte der beiden gemeinſchaftlichen Tangenten zu- 
fammen — ift alſo ein Punct auf der Potenzlinie der beiden berübrten Kreife. 

Zrage: In wiefern bleibt unfer Sag aud für den Fall noch richtig, wo die Mit: 
telpuncte aller drei Kreiſe in einer geraden Linie liegen ? 

613. Werden zwei Kreife von einem dritten gleidhartig berührt, fo geht jede ih: 
rer beiden äußern Aehnlichkeitspolaren duch den Pol, der für eben dieſen Kreis zur 
Aehnlichkeitsaxe gehört, 

Zuſ. Jeder Berührungspunct Liegt mit den beiden Polen, die in dem einen umd 
andern der ſich berüßrenden Kreife zur Aehnlichkeitsaxe gehören , in gerader Kinie, 

Zrage: Gelten für ungleihartige Berührungen ähnliche Säge? 
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614. Werben zwei Sreife von einem dritten gleichartig berührt, und man verbin= 
Det die VBerährungspuncte mit zwei ſolchen Endpuncten ihrer äußern Aehnlichkeitspolaren; 
die auf derfeiben Seite der Are liegen, fo ſchneiden fidh diefe beiden Geraden ſtets in 
einem Puncte, der auf der Peripherie des dritten Kreifes liegt. 
Frage: Wie heißt der entſprechende Sag, der für ungleihartige Berührungen gilt 2 
615. Werden zwei Kreife von einem dritten gleihartig berührt, fo wird die Pe- 
ripherie diefes ledtern durch die Potenzlinie der beiden erftern in zwei Bogen getheilt, 
die denen beziehungsweife ähnlich find, in die jeder der erftern Kreife durdy feine Äußere 
Aehnlichkeitspolare getheilt wird. 
Anmerkung. Wan könnte unfern Sat auch fo ausfprehen: Werden zwei reife 


von einem dritten gleichgrtig berührt, fo Hegt Jeder Berührungspunct mit einem Ends _ 


puncte einer Außern Achnlichkeitspolare und einem der Durchſchnittspuncte Der dotenz: 
unte unferer beiden in Rede ſtehenden Kreiſe mit der Peripherie des dritten in gerader 

Frage: Wie heißt der entſprechende Say für ungleichartige Berührungen? 

616. Werden drei Kreiſe von einem vierten gleichartig berührt, fo liegt der Durch⸗ 
fpnittspunct ihrer Potenzlinien (X. 594) mit jedem Berührungspuncte und dem Durch⸗ 
ſchnittspuncte der beiden äußern Aehnlichkeitspolaren des Kreiſes, dem diefer Berüb: 
rungspunct zugehört, in gerader Linie. 

Zrage: Wie beißt der entſprechende Sat für ungleihartige Berährungen ? 

617. In jedem Biered (ABCD Fig. 1478), welches um einen Kreis befchrieben 
ift, liegen die Halbirungspuncte feiner Diagonalen (G, H) mit dem Mittelpuncte (M) 
des Kreifed in gerader Linie. 

Bew. Die Gerade GM halbirt die Diagonale BD, denn: 

A AMD + A BMC = A BGC + A AGD = 4 ABCD 
alſo A AMD — A AGD = A BGC — A BMC 
A AGM + ACMD = ABGM + A CGM 
AGMD = A BGM 
BH —= HD 


Anmerkung. Der vorftehende Sap gilt nicht blos für den Kreid, fondern auch für 
die übrigen Kegelſchnitte. Schon der erfie Entdecker deffeiben, Newton, kannte ihn 
in dieſer Agemeinheit. Einen von dem Hier mitgetheilten ganz verfchledenen Beweis 
unferes fpecleten Satzes für_den Kreid gab der (für die Hfenfchaft zu früh verftors 
bene) franzäffhe Mathematifer Durraude f, Gergoune Ann. XIV, p. 309. Sn derfelden 
fchägbaren Zeitichrift finden fih auch Beweife des allgemeinern &a ed; ein ſyntheti⸗ 
Ihe, von Zoncelet, in XII, p. 109, und ein analytifcher von dem Herausgeber felbft 

P- . 

618. Erflärung. Ein Vieleck, um welches ſich ein Kreis beſchreiben läßt, 
bat man in neuerer Zeit ein nach den Eden centriſches Biereck zu nen— 
nen angefangen; einBieled dagegen, weldes um einen Kreis befprieben iſt, heißt cen- 
trifhb nah den Seiten 

Der bequemen Kürze halber, melde dieſe Ausdrüde in vielen Fällen geftatten, 
werden wir uns ihrer bei den nädhft folgenden Sägen, das Biere betreffend, bedienen. 


‚ 619. Iſt ein Bierek nad den Eden und Seiten zugleich centriſch, fo gehen die 
beiden Geraden, weldye die Puncte verbinden, in denen der eingefhriebene Kreis je zwei 
Gegenfeiten berührt, durch den Durchſchnitispunct der Diagonalen (X. 580, uf. 7), 
und balbiren die von den legtern gebildeten Winkel, ftehen alfo auf einander ſenkrecht. 

620. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

621. Iſt ein Biere nad den Eden und Seiten zugleich centriſch, fo liegt der 
Durchſchnittspunct feiner Diagonalen mit den Mittelpuncten des innern und äußern Krei= 
ſes in gerader Linie, 

Anleitung zum Beweis. Der Diagonalendurdfchnittöpunct gehört fowohl für den 
einen ald andern Kreis als Pol zu derfelben Polare. 

622. In jedem Bierede, welches ſowohl nah den Eden ald nad den Seiten cen= 
triſch iſt, und in weldem ſich die Diagonalen unter rechten Winkeln ſchneiden, halbirt 
der Mittelpunct des innern Kreiſes die Gerade, welde die Halbirungspuncte der beiden 
Diagonalen verbindet. 2 

A. 617 — 248. . 

‚ uf. Daher ift der Mittelpunct des äußern Kreifes vom Durchſchnittspuncte der 
Diagonalen doppelt fo weit entfernt,’ als der Mittelpunct ded innern Kreifes von eben 
jenem Puncte, und eben fo weit als die Halbirungspuncte der Diagonalen von einander. 

623. In einem ſowohl nad) den Ecken als nad den Seiten centriſchen Bierede 
verhuften ſich die Entfernungen des Durchſchnittspunctes der Diagonalen von den End⸗ 
puncten einer der Seiten, wie die Segmente, in welche eben diefe Seite dur den Be⸗ 


* 


— — — — — — — 
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rührumgöpunet des innern Kreiſes getheilt wird; die Diagonalen felbjt verhalten fidh wie 
die Summen der von ihren beiderfeitigen Endpuncten an den innern Kreis gezogenen 
Zangenten d. b. wie die Summen der von Endpuncten der Diagonalen auslaufenden Seg⸗ 
mente der Seiten, in welche legtere durch den innern Kreis getheilt werden. 

624. In einem ſowohl nad den Seiten, als nad den Eden centrifchen Bierede 
ift das Rechteck aus zwei folden, durch die Berührungspuncte ded innern Kreifes gebildes 
ten Seitenfegmenten, welche von den beiden Endpuneten einer Diagonale auslaufen, gleich 
dem Duadrate vom Halbmeffer des innern Kreiſes. 


Anmerkung. Diefen Sag, deffen Beweis leicht ift, machte zuerft befannt Durrande; 
f. Gergoune Aal. XV, p. MY M cht iſt, chte 3 


625. Nimmt man in einem nad den Eden und Seiten centriſchen Vierecke von 
den durch den innern Kreis gebildeten Seitenfegmenten die Summe fowohl der beiden, 
welche von den Endpuncten der einen Diagonale auslaufen, als der, welche von den End- 
puncten der andern ausgehen, und bildet aus ihnen ein Rechteck, fo ift der Anhalt def- 
felben um’ dad Quadrat vom Durchmeſſer des eingefhriebenen Kreiſes Fleiner als das 
Rechteck aus den beiden Diagonalen, 

276 — A. 623. 

626, Bleibt Alles wie beim vorigen Satze, fo iſt dad Rechteck, welches aus Sum⸗ 
men von Seitenfegmenten auf die vorher näher bezeichnete Art gebildet wird, um das 
Duadrat vom Durchmefler des innern Streifes größer ald das vierfache Rechte aus den 
„beiden Segmenten, in weldye die beide Halbirungspuncte der Diagonalen verbindende 
Gerade aue den Mittelpunct des innern Kreiſes getbeilt wird. 

+. 215 — 093. \ 

uf, Daher find in einem nad Eden und Seiten centrifhen Viereck das Rechteck 

and den beiden Diagonalen und dad Vierfache des Rechtecks aus den Linien zwifchen de⸗ 
ren Halbirungspuncten und dem Gentrum des innern Kreiſes zufammen doppelt fo groß 
ald das Rechteck aus den Tangentenfummen, welde man aus den Endpuncten jeder Dia⸗ 
gonale an den innern Kreis zieht, 
- 627. Berlängert man in einem nad den Seiten und Eden centrifhen Vierecke 
beide Paare der gegenüberliegenden Seiten bis zum Durchſchnitt, und beſchreibt um jedes 
der vier fo entftandenen Dreiede einen Streis, fo ift der Unterſchied der Halbmeffer zweier 
folder Kreife, die um zwei zufammengehörige d. h. eine gemeinſchaftliche Spite ha⸗ 
bende Dreiecke befchrieben find, glei dem Unterfchiede der beiden andern. 

623. Sind in der Ebene eines Kreifes drei nicht in gerader Linie liegende Pun⸗ 
cte gegeben, und man ſucht dic ihnen für den Kreis zugehörigen Polaren , verlängert 
dieſelben bis zum Durchſchnitt, verbindet in dem fo entftandenen Dreiecke jeden der ge⸗ 
nannten Puncte mit derjenigen Ede, die feiner Polare gegenüberliegt und verlängert 
dDiefe Geraden bis zum Durdfchnitt mit den Gegenfeiten oder Polaren, und verbindet 
endlich diefe letztern Durchſchnittspuncte unter einander , fo find die. ſechs Puncte, in de= 
nen diefe Berbindenden die Peripherie unferes Kreiſes ſchneiden — wenn anders ein Schnei- 
den überhaupt Statt findet — die Spigen zweier Dreiede, deren Seiten einzeln durch 
die drei gegebenen Puncte gehen. 

629, Sind in der Ebene eines Kreifes drei beliebige ſich fehneidende gerade Li⸗ 
nien gegeben, und man ſucht die ihnen zugehörigen Pole, verbindet darauf jeden derfel- 
ben mit derjenigen Ede des won den gegebenen Geraden gebildeten Dreiecks, weldye der 
“ Seite,‘ zu der der Punct ald Pol gehört, gegenüberfteht, verlängert dieſe Transverfa- 
len bis zum Durchſchnitt mit den genannten Gegenfeiten oder Polaren , und verbindet 
endli deren Zußpuncte unter einander, fo find Die ſechs Durchſchnittspuncte diefer letz⸗ 
tern mit dem Umkreiſe — wenn ein Schneiden überhaupt jtatt findet — die Berührungs: 
puncte zweier um unfern Kreis Zusbefchreibenden Dreiecke, deren Spisen einzeln auf den 
zuerft genannten drei gegebenen geraden Linien liegen, 


Aufgaben. 


630. Den geometriſchen Ort für die Mittelpuncte aller der Kreiſe zu beſtimmen, 
* einen Halbmeſſer von vorgeſchriebener Länge haben und durch einen gegebenen Punct 
gehen. 

631. Den geometriſchen Ort für die Mittelpuncte aller der Kreiſe zu beſtimmen, 
melde, bei vorgefehriebener Größe ihrer Halbmeffer, einen der Lage und Größe nad) ge- 
gebenen Kreis berühren. 
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Frage: Iſt der gefuhte Drt für äußere und innere Berührung derfelbe oder nicht? 

632. Die beiden geometrifhen Derter für die Mittelpuncte aller derjenigen Kreife 
zu beitimmen, welche, bei vorgefähriebener Größe ihrer Halbmeffer, eine der Lage nad) ge: 
gebene Gerade berühren. 

633. Ginen Kreid zu beſchreiben, der einen gegebenen Halbmeffer hat und durch 
zwei gegebene Puncte hindurchgeht. 

Anmeyfung- In vieten Zälten giebt es zwei Kreife, welche den Bedingungen der 
Aufgabe Senüge leiften ‚in einem Sale aber nur einen umd in noch andern endlich gar 
feinen d. h. die Aufgabe iit unmöglich. Unter weichen Umftänden findet das eine, dag 
andere und das dritte Statt? 

634. Einen Kreis von vorgefhriebenem Halbmefler zu sonftrniren, fo daß er zwei 
der Lage nad gegebene Gerade berührt. 

Anmerkung. Meift giebt ed vier Kreife, die der Forderung Genüge Seiten. In ei: 

em befondern Baue aber giebt ed unzählige und in einem andern endlich gar Feinen . 
.b. die Aufgabe dit unmöglich. Welche find die beiden legtern Fälle? 

635. Einen Kreis mit vorgeſchriebenem Halbmefler zu conftruiren, der durdy einen 
gegebenen Punct geht und eine der Lage nach gegebene Gerade berührt, 

Frage: In welchem Halle laffen fi) zwei Kreife von der verlangten Befchaffenheit 
beſchreiben, in weldem nur eixer, und in welchem endlid gar Feiner ? . 

636. Einen Kreis zu conftruiren, der, bei vorgejdhriebener Länge feines Halb- 
meffers, durch einen gegebenen Punct geht, und einen der Lage und Größe nach gegebe- 
nen Kreis berührt, 

Trage: In weldem Zalle giebt es vier (zwei für äußere, zwei. für innere Berüh— 
rung) Kreife, welche den Bedingungen unferer Aufgabe genügen, in welchem Falle nur 
zwei, in weldem nur einen, und in weldem gar feinen? 

637. Einen Kreis zu conftruiren , der bei vorgeſchriebener Länge feines Radius 
wine der Lage nad) gegebene Gerade und einen der Lage und Größe.nady gegebenen Kreis 

erührt. 
Zrage: An welchem alle laſſen ſich vier Kreife beſchreiben, die den Forderungen 
genügen, in weldem nur zwei, in welchem nur einer, und in welchem endlid gar 
iner? 

638. Einen Kreis zu conftruiren, der bei vorgefähriebener Größe zwei der Lage 
und Größe nad) gegebene Streife berührt, 

Zrage: In welchem Falle find vier Kreiſe von der in der Aufgabe bezeichneten Be- 
ſchaffenheit mögli , in welchem nur zwei, in weldhem gar Feiner ? 

639. Den geometrifden Drt für die Mittelpuncte aller derjenigen Kreiſe zu be- 
ſtimmen, deren Halbmeffer von vorgefchriebener Größe und deren Peripherie eine vorge- 
Ihriebene Entfernung von einem gegebenen Punct haben. 

640. Einen Kreis zu befpreiben, deflen Halbmeffer von vorgeſchriebener Länge, 
und deffen Umkreis von zwei gegebenen Puncten vorgefchriebene Entfernungen hat, 

b Fezt; Welcher Zuſammenhang findet zwiſchen dieſer und der vorhergehenden Auf- 
gabe Sta | 

641. Die beiden geometrifchen Derter für die Mittelpuncte aller der Kreife zu fin- 
den, die, bei gegebener Größe des Halbmeffers, eine der Lage nach gegegebene Gerade fo 
ſchneiden, daß das Stüd, weldes Sehne ift, eine vorgeſchriebene Länge hat. 

Anmerfung, Anftatt ded umftändlicheren Ausdruds: eim Kreis fchneidet eine der 


Lage nach gegebene Gerade fo, daß das innerhalb, deſſelben gelegene Stüd der legtern 
eine vorgefchtiebene Länge hat; wollen wir der nöthigen Kürze Balder fünftic 6108 fa: 


* 


en: Ein Kreis ſchneidet eine gegebene Gera ene , ihn⸗ 
chen — ol wir ne beim er eine ge Geile kange. und einer Ahn 

642, Einen Kreis zu befpreiben, der, bei vorgefchriebener Länge des Halbmef- 
ſers, zwei der Lage nad gegebene gerade Linien für eine vorgefähriebene Länge fehneide 
(X. 641, Anm.). ° 

Frage: In welhem Zufammenbange ſteht diefe Aufgabe mit der frühern in 634 % 

643. Einen Kreis von vorgefopriebener Größe fo zu conftruiren,, daß feine Peri- 
pherie von einem gegebenen Puncte eine vorgefhriebene Entfernung hat, und er eine 
der Lage nach gegegebene Gerade für eine beftimmte Länge (A. 641, Anm.) ſchneidet. 

Frage: Wie hängt diefe Aufgabe mit der frühern in 635 zufammen? 

644. Den geometrifhen Ort für die Mittelpuncte aller der Kreife zu finden, wel- 
che für einen gegebenen Halbmeffer einen der Lage und Größe nad) gegebenen Kreis für 
eine vorgeſchriebene Länge d. h. fo ſchneiden, daß die gemeinſchaftliche Sehne eine vor= 
geſchriebene Länge hat. . 

645. Einen Kreis zu conftruiren, der einen gegebenen Halbmefler bat und zwei 
der Lage und Größe nad gegebene Kreife für vorgefhriebene Längen ſchneidet. 


_ «si. 
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Frage: An welcher Beziehung fteht dieſe Aufgabe mit der frühern in 638? 
616. Wenn ein Kreis und in feiner Ebene ein beliebiger Punct gegeben ift, durch 
Ä lepteren eine Gerade fo zu ziehen, daß fie den erfteren für eine gegebene Länge ſchneidet 
| (X. 641, Anm). 
Anmerkung. Liegt der Bunct außerhatb des Kreifed, fo kann die Aufgabe nur das 
| durch unmöglich werden, daß die vorgefchriebene Länge zu groß ift, für Puncte inner: 
alb dagegen eben fo.aut auch Dadurch, daß dieſe Länge zu Elein. eiches iſt die 
rk ränze uig biete Unmöglichkeit in dem erftern, und welches find ihre beiden Graͤnzen 
un ie m 
| 47. Wenn zwei Kreife der Lage und Größe nad gegeben find, eine Gerade zu 
— ziehen, welche beide Kreiſe berührt. 
. Frage: In welchem Zalle verlangt die Aufgabe etwas Unmoͤgliches? 
Anmerkung. IR die Aufgabe möglich, fo läſſen fich jederzeit vier ſolcher gemein: 
ſchaftlichen Tangenten ziehen. 
48. ' Wenn zwei Kreife der Lage und Größe nad) gegeben find, eine Gerade fo 
zu ziehen, daß ſie die Kreife für vorgefähriebene Längen (X. 644) ſchneidet. 
Anmerkung. Es laffen fich, fo. fern die Aufgabe überhaupt möglich Ift, vier Linien 
ziehen, die den Bedingungen genügen. 
Frage: In welden Zufammenbange ſteht diefe Aufgabe mit der vorhergehenden ? 
649. Den geometrifhen Ort für die Mittelpuncte der Kreife zu finden, welche 
einen gegebenen Halbmeffer haben und einen der Größe und Lage nad) gegebenen Kreis 
rechtwinkelig fhneiden (X. 595). ’ 
'650. Den geometrifhen Drt für die Mittelpuncte aller der Kreife zu finden, wel- 
de zwei der Lage und Größe nad gegebene Kreife rechtwinkelig ſchneiden. 
PR 651. Einen Kreis zu conftruiren, welder drei gegebene Kreife rechtwinkelig 
neidet, 

652. Einen Kreis zu beſchreiben, welcher zwei der Lage nad) gegebene, nit pa= 
rallele Linien berührt und durch einen gegebenen Punct geht, der auf der Geraden liegt, 
weldye den von den beiden erftern gebildeten Winfel halbirt, 

Auflöfung ; Erridte auf der Winfelhalbivenden in dem gegebenen Puncte eine Senk⸗ 
rechte 20. 
Frage: Aendert fi die Sache weſentlich, wenn die beiden gegebenen Geraden pa⸗ 
rallel laufen ? 
— 633. Einen Kreis zu beſchreiben, welcher zwei der Lage nach gegebene nicht pa⸗ 
rallele Gerade berührt und durch einen gegebenen Punct gebt, 
Auflöfung : Gonftruire einen belicbigen ‚von den beide gegebene Linien berührenden 
Kreifen, verbinde den gegebenen Punct mit dem Durchſchnittspuncte der gegebenen Ges 
raden und erwäge, daß legterer Punct der Äußere Aehnlichkeitspunct für den bereits bes 
fhriebenen und für den gefuchten Kreis ift ꝛc. 
654. Einen Kreis zu conftruiren, der durch zwei gegebene Puncte geht und eine 
der Lage nad gegebene Gerade berührt. 
Auflöfung : Verbinde die beiden Puncte, verlängere diefe Gerade, bis fie die gege- 
bene ſchneidet, und wende nun die Säge 259 und 248 an, 
Zrage: Wie ändert ſich die Auflöfung unferer Aufgabe, wenn die Verbindungslinie 
: der beiden gegebenen Puncte mit der gegebenen Geraden parallel läuft? ' 
655. Wenn zwei Puncte (A, B Fig. 148 und 149) und ein Kreis gegeben, auf 
der Peripherie des legtern den Punct (D) zu finden, durch welden fi) zwei Schnen 
(BDE und ADF) fo ziehen laffen, daß fie einzeln durd) die gegebenen Puncte gehen und 
daß die Ihre nicht gemeinſchaftlichen Endpuncte verbindende Gerade (EF) parallel iſt der 
durch die beiden gegebenen Puncte bejtimmten geraden Linie (AB), 
Auflöfung: Nimm, wenn die beiden Puncte außerhalb des Kreifes liegen (Fig. 148) 
BG gleidy der dritten Proportionale zu BA und der Tangente, die fih von B aus an 
deu Kreis ziehen läßt; ziehe endlich die Tangente GE, und verbinde E mit B, fo ift 
der fo erhaltene Punct D der geſuchte. Liegen die beiden Puncte innerhalb des Kreifes 
(Fig. 149), fo nimm BG gleich der dritten Proportionale zu AB und der zu B gehö- 
rigen halben Mittelfehne, ziche die Zangente GE :c, 
Zrage: Sind die zweiten Tangenten, die fid) in beiden Fällen von G an den Kreis 
| ziehen laffen, für die Auflöfung unferer Aufgaben ganz unbrauchbar ? 
| 656. Einen Kreis zu beſchreiben, der einen gegebenen Kreis berührt und durd 
zwei gegebene Puncte geht. | 
Auflöfunge Suche für die gegebenen Puncte (A und B Zig. 148 und 149) nad) 
Anleitung von %,655 auf der Peripherie des gegebenen Kreiſes den Punct D, für wels 
den EF || AB, fo ift derfeibe der Berührungspunct zwifchen dem gegebenen und Dem ges 
ſuchten SKreife, 


„ll... 
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Anmerfı » 
ee Dem and een Saue (Big. 148 und 139) 

657. Ginen Kreis zu beffhreiben, weldyer zwei gegebene (ungleiche) Kreife berührt 
und durch einen gegebenen Punct geht. 

Anleitung zur XAuflöfung. Verbinde den gegebenen Punct mit einem der Aehnlich⸗ 
teitöpuncte (X. 576) 3. B. dem äußern, ſuche zu diefer Geraden und den von dem ge= 
nannten Aehnlichteltspuncte an die beiden Kreife gezogenen Tangenten die vierte Pro» 
portionale , fäneide ihre Länge auf der zuerft gesogenen Geraden vom Xehnlihfeitepuns 
cte aus ab und beſchreive nad) Anleitung von X. 656 einen Kreib, der durch diefen zur 
ut grpaltenen Punct und den urfprünglich gegebenen geht und einen der gegebenen Kreife 

rührt, - 


Sinmerfung. „ @ott der gefüchte Kcelß bie gegebenen gteicartig d. h, beibe zugleich 

don außen oder beide von Innen berühren, (o muß man au der angebeuteten Aundfung 

den Außern Nebnlich£etspunet der beiden gegebenen Kteile nehmen; für ungleinart 
en 


ige 
Berührungen dagegen den innern. Es Läffen in Atem vier Kreife befchreiben die 
D0 In unfoter Mülgabe Fertangte Leiten“ > tareiben, 


658. inen Kreis zu bejgreiben, welder zwei gegebene Gerade und einen gege- 
benen Kreis berührt. 

Auflöfung: Siehe mit jeder der gegebenen Geraden auf jeder Seite in einer dem 
Haibmefler de& gegebenen Kreifes gieiden Entfernung eine Parallele, und conjtruire nun 
(A. 652) einen Kreis, welcher dur den Mittelpunct des gegebenen geht und zwei fol« 
he von den vier Hälfelinien berührt, weiche beide entweder auf den einander zugekeht- 
ten, oder auf den von einander abgefehrten Seiten der mit ihnen parallelen gegebenen 
Geraden liegen, 

659. Einen Kreis zu befäreiben, welcher durd einen gegebenen Punct geht, eine 
gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis berührt. 

Auftöfung:: Ziehe den Kreisdurdmeffer , welcher auf der gegebenen Geraden ſenk- 
recht fteht, verbinde, je nachdem die Berührung zwiſchen den beiden Kreifen eine äufere 
oder innere fein foll, den unferer Geraden entferntern oder nähern Scheitel deffelben mit 
"dem gegebenen Puncte, fipneide auf diefer Geraden felbft oder auf ihrer Verlängerung 
von legterem Puncte aus ein Stüd ab, weldes gleich ift der vierten Proportionale zu 
der zulegt genannten Linie, dem Durdmeffer und der Entfernung feines (jur Kuflöfung ber 
nugten) Scheitel von der gegebenen Geraden, und befepreibe (X. 654) den Streis, wels 
er durch diefen Punct und den gegebenen geht und die gegebene Gerade berührt. 

660. Einen Kreis zu beſchreiben, welcher die gegebene Gerade und zivei gegebene 
Cungteidge) reife berührt, j 

Auflöfung: Biehe mit der gegebenen Geraden eine Parallele, welche von ihr um 
den ‚Hatbmeffer des einern Rreifed entfernt ift, befchreibe concenteifc mit dem gröfern 
‚Kreife einen zweiten, deffen Halbmeffer gleich dem Unterfäjiede der Radien der beiden ges 
‚gebenen Kreife ift, und befhreibe nun (X. 659) einen Kreis, welder den Hülfekreis 
und die Parallele berührt und durd den Mittelpunct des Fleinern der gegebenen Kreife 
geht, fo ift diefer concentrifh mit dem geſuchten 2c. 

alte Kan ; Iſt es gleihgültig, auf welder Seite der gegebenen Geraden man die Par 
rallele zieht 

661. Einen Kreis E beſchteiben, welcher drei gegebene Cungkiche) Kreife berührt. 

Auflöfung : Veföreibe mit dem drößten und dem mittlern der gegebenen Kreife doci 
andere eoncentrifth, deren Halbmeffer einzeln gleid) dem Ueberfäuffe des Halbmeflere jer 
des der genannten Kreife felbft über den des dritten (kleinſten) und confruire nun (X. 657) 
einen Kreis, welcher die beiden Hülfskreiſe berührt und durch den Mittelpunct des kiein⸗ 
ften unter den gegebenen geht, fo ift diefer mit dem gefuchten concentriſch tc. 


w fegten Aufgabe, welche vor ber hier mit- 
NotgPvon alen — Aurga: 





‚n, aug zwei Büch 
ie aber leider glei fo manchen andern 


aber in Ales weggebtieben, was ſich auf 





i | 
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die Aufzählung und Erörterung der oft ziemlich vielen verfchiedenen Fälle bezieht, bie 

bei cinzemen au unferın Probleme gehörigen Aufgaben möglich find, und ihren Grund 

« in der möglichen VBerfchiedenheit Der gegenfeitigen Lage der gegebenen Kreife (für diefe 

kommt auch ihre_gegenfeitige Größe in Betracht) Linien und Puncte und in der dops 

pelten Art, der Berührung zweier Kreife haben. _ Wir überlaffen eine fotche Unter: 

(uchung alter möglichen Faͤlle dem eignen Fleiße der Lofer, denen wir vorzugsweiſe 

diefe Anhänge beirimmt haben, und einpfehlen fie ihnen ats eine gewiß vecht nützliche 

Arbeit. eleemigen, weiche hierbei eines Führers bedürfen ſollten, finden ihn in Der 
einen Schrift; .. , 

SuX Vieth Leitfaden RN voltfiänidiger Bearbeitung des wiederhergefteitten Apot: 

lonius 2c. Deffau 1820 In 4. 

Anmerkung 4. Bon den zahlreichen Bearbeitern des Apokonianifchen Problems 
wollen wir nur folgende nennen; J 
Fr. Vieta: Apollonius Gallus, seu exsuscitata Apollonii Pergaei repl Etapuv geo- 
metria in feinen opp. ed. Schooten p. 325 — 340. - 
J. Wilh. Camerer: A on de tactionibus quae supersunt,. Goth. et Amstelod. 1785. 
€. G. Haumann: Verſuch einer Wiederherſtellung der Bücher des Apollonius von 
Perga von den Berührungen. Breslau 1817. » 
W. Ch. Christmann : Apollonias Suevus sive tactionum problema nunc demum restitu- 
tum. Tubing. 1821,8& " 
- ... 662, Wenn drei Puncte gegeben find, einen Kreis zu befhreiben, deffen Peripbes 
tie von jedem derfelben eine vorgeſchriebene Entfernung hat. 

Zrage: Wie hängt diefe Aufgabe mit der nächft vorhergehenden zufammen ? 

663. Einen Kreis zu befhreiben, der durch zwei gegebene Puncte geht, und ei- 
yen der Größe und Lage nach gegebenen Kreis fo fehneidet, daß die gemeinſchaftliche Schne 
eine vorgeſchriebene Länge bat. 

664. Durd einen innerhalb eines Kreifes gegebenen Punct eine Sehne fo zu zie- 
ben, daß die beiden Stücke, in welde fie in diefem Puncte getheilt wird, einen vorge- 
fehriebenen Längenunterſchied haben. 

Zrage 1. Welche Bedingungen müffen erfüllt werben, wenn die Aufgabe nicht ct- 
was Unmöglies verlangen ſoll? 

Zrage 2. Kann der gegebene Punct nit auch außerhalb des Kreiſes Liegen ? 

665. Durch einen innerhalb eines Kreifes gegebenen Punct (A Zig. 150) eine 
Schne (DE) fo zu ziehen, daß die Stüde, in welche fie in demfelben getheilt wird, cin 
vorgefchriebenes Berbälmiß zu einander haben, 

Auflöfung: Biehe den Durchmeſſer BAH ; nimm AM fo, daß BA : AM gleich dem 
vorgefchriebenen Berhältniffes und made AD —= AG gleidy der. mittlern Proportionale 
zwifchen AM und AH, fo ift DAE die gefuchte Sehne, 

Frage I. Aendert fi etwas Wefentlihes, wenn der gegebene Punct auferhalb 
des Kreiſes liegt? 

Frage 2. Welche Gränze darf die Größe des gegebenen Verhältniſſes nicht über⸗ 
ſteigen, damit die Aufgabe nicht unmöglich werde? 


666. Wenn zwei Puncte in der Peripderie eines Kreifes gegeben find, einen drit- 
con zu finden, deffen Entfernungen von den gegebenen cin vorgefchriebenes Verhältniß 
haben. 

Auflöfung. Berbinde die gegebenen Puncte, tbeile diefe Sehne nad) dem vorge: 
fchriebenen Berhältniffe, verbinde diefen Theilpunct mit dem Halbirungspuncte eines der 
Schne gehörigen Bogen und veriängere diefelbe bis zum Durchſchnitt mit dem andern 
Bogen. | W 
„Zinmerung. Es laſſen fich vier Puncte finden, die den Bedingungen der Aufgabe 

1 
9 667. Aus einem der Durchſchnittspuncte zweier ſich fchneidender Kreiſe eine Ge- 
rade jo zu zichen, daß das zwiſchen den Umfängen beider enthaltene Stück von vorge: 
Schriebener Länge ift, 

Auflöfung. Beſchreibe über der Gentrale beider Kreiſe als Durchmeſſer einen drit- 
ten, trage in diefen von einem der Endpuncte des Durchmeſſers die Hälfte der gegebenen 
Länge ald Sehne ein und ziehe mit derfelben durdy einen der Durchſchnittspuncte beider 
Kreife eine Parallele ꝛc. | 

668. Ein Dreieck zu befihreiben, das einem (ABC Fig. 151), von zwei gegebenen 
gleihflädhig und dem andern (BCD) ähnlich ift, 

Auflöfung: Berlängere DC bis zum Durdfehnitt mit AE, welde || BC; befihreibe 
über DE cinen Halbfreis, erridhte in C die Senkrechte CF umd bejhreibe über diefer 
ein Dreieck CGF, welches ähnlich mit BCD und in weldhem CF die der CD entſprechende 

eite ift, 
An erkung. aben die beiden Dreiecke nicht, wie hier angenommen worden, eine 
gemeinfchaftliche Seite, ſo Läßt fich Leicht Über einer Seite von ABC, weiches den In: 
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Halt des gefuchten Drelecks beſtimmt, ein ſolches befchreiben , weiches dem andern ges 
gebenen ähnlich iñ. .. 
uf. Gin ungleichſeitiges Dreieck in ein gleichſeitiges zu verwandeln. 

669, In einem gegebenen Dreiede drei Trandverfalen fo zu ziehen, daß fie einen 
gemeinfhaftlihen Ourchſchnittspunct haben und je zwei von ihnen Winkel von vorgefchrie= 
bener Größe bilden. 

Anınerfung. Die drei gegebenen Winter müffen natürlich immer die Bedingung 
erfütten, Daß ihre Summe gleich zwei Rechten ift. j 

Auflöfung. Beſchreibe über den Seiten ald Sehnen Kreife, fo daß die nah aufen 
bin liegenden Abfcynitte derſelben zu ihren Peripheriewinfeln beziehungsweife die drei 
gegebenen Winkel haben. Der gemeinſchaftliche Durchſchnittspunct der drei Umfreife ift 
der gefuchte Punct. 

670. Ein Dreieck zu conftruiren, das einem gegebenen ähnlich ift, und deffen Sei« 
ten (nöthigenfalls verlängert) durch drei gegebene (nicht in gerader Linie liegende) Puns 
cte geben, 

Auflöfung. Berbinde die drei Puncte zu einem Dreieck; fuche in diefem nad Anz 
leitung von X. 669 den Punct, in weldyem ſich drei Transverſalen unter den Winkeln 


des gegebenen Dreiecks, dem das geſuchte ähnlich fein fol, ſchneiden z jede andere Tere 


nion von Tranöverfalen, welche einzeln mit den ſchon gefundenen gleihe Winfel bilden, 
ten in ihren gegenfeitigen Durchſchnittspuncten ein Dreied von der verlangten Bes 
affenheit. 
Anmerkung. Es laſſen ſich alſo unendlich viele ſolcher Dreiecke finden. 

671. Wenn eine gerade Linie, außerhalb und zwar auf derſelben Seite von ihr 
zwei Puncte gegeben find, auf erſterer den Punct zu finden, von welchem aus zwei Li⸗ 
nien, nad den gegebenen Puncten gezogen, mit der Geraden zu beiden Seiten Winkel 
bilden, die einen vorgefchriebenen Unterihied haben. 

Auflöfung. Fälle aus einem der Puncte auf die Gerade eine Senkrechte, verlän⸗ 
gere fie über ihren Zußpunct hinaus lim ihre eigne Länge; verbinde diefen Endpunct mit 
dem andern der gegebenen Puncte und beſchreibe über diefer Linie ald Sehne cinen Kreis⸗ 
abſchnitt, deſſen zugeböriger Peripberiewinfel glei dem Rebenwinkel des vorgeſchriebe⸗ 
nen Unterſchiedes ꝛc. 

Frage: Wie ändert ſich unſere Aufgabe, wenn anſtatt des Unterſchiedes, die Summe 
der genannten Winkel gegeben iſt? 

672. Wenn eine gerade Linie und außerhalb derſelben (und zwar auf derſelben Seite) 
zwei Puncte gegeben find, auf erſterer den Punct, der ſolche Lage bat, daß die Gera- 
den, weldye ihn mit den gegebenen verbinden, mit der durch die legtern gehenden Linie 
Winkel bilden, welde einen vorgefäpriebenen Unterfchied haben, . 

Auflöfung. Sie unterfpeidet fi von der für die vorige Aufgabe nur dadurd, daß 
der Kreisabſchnitt, den man beſchreibt, einen Peripheriewintel faßt, welder das Sup⸗ 
plement zu der Summe des vorgeſchriebenen Unterſchiedes und des doppelten Winkels ift, 
den die beiden gegebenen Geraden mit einander bilden. 

673. Ein Biere zu conftruiren, welches nad den Eden und Seiten zugleich cen⸗ 
triſch iſt, wenn eine feiner Seiten und die beiden anliegenden Winkel gegeben find. 

674. Zwiſchen den Schenfeln eines gegebenen Winfels cine Gerade von vorgeſchrie⸗ 
bener Dee fo zu ziehen, daß das entftandene Dreicd einen vorgeſchriebenen Flächen⸗ 
raum bat, 

675. Im ein Dreiedl drei Kreife fo zu beſchreiben, daß jeder von ihnen fowohl zwei 
Seiten als aud die beiden andern Kreife berührt, 

Auflöfung. Verbinde den Mittelpunct des innern Kreifes mit den Spigen bes 
Dreiecks; befchreibe in zwei der fo entitandenen drei Dreiede ihre innern Kreiſe; ziehe von 
dem Puncte, 100 der eine von ihnen die Seite des Urdreiedd berührt, an den andern eine 
Tangente, und bejhreibe endlich einen Kreis, welder diefe Tangente, und die beiden 
Seiten des Urdreiecks berührt, weldye auch von den beiden vorher genannten Hülfsfrei- 
fen berührt werden, fo iſt dieſer einer der drei gefuchten Kreife. Durd ein ganz ähn- 
liches Berfahren findet man die beiden andern 

676. In einen Kreis ein Dreieck zu beſchreiben, deſſen Seiten (oder ihre Berlän- 
gerungen) durch drei gegebene Puncte gehen, 

A. 628. 25 

677. agpeinen gegebenen Kreis ein Dreieck zu beſchreiben, deſſen Spisen auf drei 

der eas — gegebenen geraden Linien liegen. 


— 
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Bon dem Meilen der Winkel durch Kreisbogen, und dem 
Derechnen derfelben durch Sehnen, Sinuffe, Tanz 
| genten und Secanten. 


— — —— k — — 


Erſter Abſchnitt. 
Bon dem Meſſen der Winkel durch Kreisbogen. 





335. Lehrſatz. In demſelben Kreiſe oder in gleichen Kreiſen ver⸗ 
halten ſich ſowohl die Centri- als auch die Peripherie: Winkel eben fo 
wie die Bogen die zwifchen ihren Schenteln liegen. Daffelbe gilt für 
die Kreisausfchnitte; und jeder Centriwinkel verhält ſich zu vier Rech: 
ten wie der zwifchen feinen Schenkeln enthaltene Bogen zum ganzen. 
Umkreiſe. 

Eucl. VI, 33. — L. ©. II, 17. | 

Vorbereitung. Nimm die Bogen GB und. BJ (Fig. 170) gleich 
AG, und eben fo,die Bogen MN, und NO gleih KM, ziehe CB, CJ 
und LN, LO. 

Beweis. Erfter Theil. Aus 8: Betrachtung, daß Bogen AJ 
und MW. ACI Gleichvielfache von Bogen AG und von W. ACG fo wie 
auch Bogen KO und W. KLO diefelden Vielfahen von Bogen KM 
und von W. KLM; dann aus 148, 245, 3. 1, und 244. 


Zweiter Theil. Aus dem erften. 

Dritter Theil. Aus 233, Zuf. 3. | 
Zuſ. 1. Man kann alfo einen Bogen ald Maaß für einen (ihm 
zugehörigen) Centriwinkel betrachten, fo lange man von einem und dem: 
felben Kreife fpricht. Wir werden uns diefer Ausdrucksweife in dem 
Folgenden bedienen. 

L. G. IL, 17, 3uf. 

Zuf. 2. Das Maaf für einen Peripheriewintel ift die Hälfte 
des Ihm zugehörigen Bogens. 

. 6. II, 18. 


336. Lehrſatz. Bogen ungleicher Kreife, zu denen gleiche Cen⸗ 
tris oder Peripheriewinkel gehören, verhalten fich zu einander, wie die 
Umtreife, von denen fie Theile ausmachen; und umgekehrt, verhalten 
fih in ungleihen Kreifen zwei Bogen wie die ganzen Umkreiſe, fo find 

v. Swinden Geometrie. 17 
— 
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die zu ihnen gehörigen Centri- oder Peripheriewinkel von gleicher 
Größe. " 
Beweis. Erſter Theil. Aus dem dritten Theile des vorigen 


Satzes; und 143. 

Zweiter Theil. Indirect durch Hülfe des erſten Theils. 

Zuf. 1. In ungleichen Kreifen ftehen alfo gleiche Winkel auf 
ähnlihen Bogen (316, Zuf. 2). 

Zuf. 2. Die Bogen ungleicher Kreife, zu denen gleiche Winkel 
gehören, verhalten ſich wie die Umkreiſe, oder wie die Kreishalbmefler 
und diefe wie die Sehnen diefer Bogen (316, 196). 

Zuſ. 3. Umgekehrt, wenn Bogen ungleicher Kreife ſich wie die 
ganzen Umkreiſe oder wie die Halbmeſſer verhalten, fo find die zu ih: 
nen gehörigen Winkel gleich, und ihre Sehnen verhalten fih wie die 
Halbmeſſer. 

Zuſ. 4. Darum ſind in allen Kreiſen die Bogen das eigentliche 
und natuͤrliche Maaß fuͤr die Centriwinkel, und die Haͤlften der Bo— 
gen das Maaß für die Peripheriewinkel. 

Zuf. 5.  Diefelben Halbmeſſer faſſen auf den Umfängen concen: 
trifcher d. h. um denſelben Mittelpunct befchriebener Kreife ähnliche 


Bogen zwiſchen ſich. 
Zuſ. 6. Das Meſſen der Winkel durch Grade, Minuten, Ses 


kunden ıc. beruht auf unferm Sage und auf 316. 

Anmerkung 1. Einem alten Gebraude zufolge theilt man den UmPreis in 360 
gleihe Theile und nennt jeden derfelben Grad; einen Grad theilt man wiederum 
in 60 Minuten, eine Minute in 60 Sekunden 2c. Auf einen rechten Winfel, zu dem 
der vierte Theil des Umkreiſes ald Bogen gebört, kommen aljo 90°, und die Winkel eis 
nes Dreiecks betragen zufammen 180°. — 

Anmerkung 2. Darauf und auf Zuf. 5 beruht die Einrichtung des in allen Reiß⸗ 
zeugen unter dem Namen Transporteur befindlihen Werkzeugs; darauf gründen ſich 
im Allgemeinen alle zum Winfelmeffen dienende Inftrumente, welchen Namen fie auch 
führen mögen. 

Die Geftalt eines Transporteur ijt entweder die eines Halbkreiſes oder die eines 
Rechtecks; in beiden Fällen iſt der Ruin Grade (zumeilen auch halbe Grade) abges 
theilt 5 aber nur im erftern erſcheinen alle Grade alö glei; im letztern als ungleid. 

Es ftelle der Halbkreis AFKA (Fig. 171) einen Trausporteur dar, deffen Mite 
telpunct C dur einen feinen Strich (oder Einſchnitt u. dergl.) auf der Linie AK bes 
zeichnet ift. Die gleihen Bogen AB, BD zc, gehören zu gleihen Gentriwinteln ACB, 
BCD zc. 5 und dad Doppelte, Dreifache 2c. ded Bogen: zum Doppelten, Dreifachen zc. 
eines diefer Winkel. Hat dagegen das Inſtrument die Geſtalt Eines Rechtecks bBJi, 
fo werden die Grade auf den Seiten bB, BJ, Ji durch die Puncte d, e, f, g, han 
gezeigt, in denen die Rechtecksſeiten von den Halbmeffern gefihnitten werden, die man 
nad) den Endpunsten der gleihen Bogen AB, BD ꝛc. des Halbfreifes zieht, in wel 
dem das Rechteck fteht. Die Natur der Sache bringt ed mit fi, daß nicht alle zwi⸗ 
fhen je zwei benachbarten Radien enthaltenen Stüde der Rechtedöfeiten, Bd, de, ef, 
fg, gh, hJ, von gleider Xänge fein Fönnen. 

Der Gebrauch des Inftrumented unter der einen und der andern Zorn ift derfelbe, 
‚und fällt in die Augen. Man legt den Durhmeffer AK auf den einen Schenfel des 
Winkels, fo daß der Mittelpunct G mit dem Scheitel zufammenfällt. Die Zahl, die 
an der Stelle z. B. D oder d ſich befindet, wohin der zweite Schenkel fällt, zeigt an, 
wie viel Grade diefer Winkel oder der zu meflende Bogen in ſich ſchließt. 

Anmerkung 3. Späterhin, und namentlid als man in Frankreich die Decimals 
theilung für Maaße und Gewichte einführte, theilte man den rechten Winkel ober den 
vierten Theil des Umkreiſes, auch Quadrant genannt, nicht in 90 fondern in 100 Gra⸗ 
de, jeden Grad in 100 Minuten, eine Minute in 100 Sefunden ⁊c. Trotz der gro⸗ 
> sen Vortheile, weldye eine ſolche Eintheilung gewährt, bat fie fih doch nit allgemein 
geltend machen innen, ja in Frankreich ſeibſt ſcheint man in der neueften Zeit immer 
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mehr zum Alten wieder zuruͤckzukehren. Es wird daher auch Hier die alte Eintheilung 


beibehalten werden. 

Anmerfung 4. So vie man den Umkreis in heilen des Halb= oder Durchmef 
ſers ausprüdt, eben fo kann man audy umgekehrt den Halbmeffer in Theilen des Um— 
Preifes d. 5. in Graben, Minuten, Sefunden ꝛc. ausbrüden. Hierzu dient folgender : 

337. Lehrſatz. Der Bogen, der von gleicher Länge ift mit 
dem Radius, beträgt 57 Srad 17 Minuten 44,8 Sekunden. 
Bew. Es ift: Halber Umkreis : Radius=355 : 113 oder 
| 180° : r =355 : 113 


— 2 0— 7 AA 
alfo r= 22. 180 570° 17° 448 


Zuf. 1. Der Halbmeffer in Sekunden ausgeprüdt giebt: 2069648, 
Anmerkung, Daß der Radius in Sekunden ausgedrüdt werden fol, deutet man 
an durch r’, 

Zuf. 2. Ein Bogen, der in Theilen des Halbmeſſers als Ein: 
heit dargeftellt ift, wird in Sekunden ausgedrückt dadurch, daß man 
ihn durch r“ multiplicirt; und umgekehrt ein in Sekunden angegebe: 
ner Bogen wird in Theilen des Halbmeflers ausgedrüdt, wenn man 
ihn durch r’’ dividirt. 

338. Lehrſatz. SKreisabfchnitte (ABC, DEF $ig. 158) find aͤhn⸗ 
lich, wenn die in ihnen ſtehenden Winkel gleich; Kreisausſchnitte ſind 
aͤhnlich, wenn die zugehoͤrigen Halbmeſſer gleiche Winkel bilden. 

- Beweis. Erſter Theil. Durch Huͤlfe von 335 zeigt man, daß 
die Bogen, auf denen die Winkel ABC und DEF ftehen, fich wie die 
ganzen Umkreiſe verhalten,. dag mithin daffelbe auch für die Bogen 
ABC und DEF gilt; und wendet dann 316, 3. 3 an. 


Zweiter Theil. Aus der Gleichheit der Centriwinkel, der daraus 
folgenden Aehnlichkeit: der Bogen, und dem gleichen. Verhältniß der 
(eßtern zum Halbmeſſer (335 und 316, Zuf. 2). 

Anmerfung. Euclides bat diefen Sag unter die Ariome aufgenommen, die er feis 
nem dritten Buche vorausſchickt. en | 

Zuſ. 1. Die Bogen ähnlicher Abfchnitte oder Ausfchnitte ver: 
halten fih wie die Kreishalbmmefler oder wie die zu den Bogen zuge: 
hörigen Sehnen. 

L. G. IV, 11 3uf. 

Zuſ. . Daher find ähnliche Kreisabfchnitte, die auf gleichen 
Sehnen ftehen, glei. Ä 

Zuſ. 3. Man kann alfo über einer geraden Linie nicht zwei Kreis: 
abfehnitte beſchreiben, die ähnlich und ungleich find. 

Eucl. IIl, 23. 

Zuſ. 4 Aehnliche Ausfchnitte und Abfchnitte ftehen in dem zwei: 
fach Höhern Verhaͤltniß der zugehörigen Sehnen, oder der Durchmeſ—⸗ 
fer der Kreife, zu denen fie gehören (222, und 316, 3. 3). 

L. G. IV, 11, uf. — Toacquet 3u Eucl. XII, 2. . 

339: Lehrfag. Bogen (AG, DE $ig. 157) ungleicher Kreife, 
zu denen ungleiche Winkel gehören, ftehen im zufammengefegten Wer: 
hälthiffe der Winkel und Halbmeſſer; und das Verhältnig der Winkel 
iſt zufammengefeßt aus dem geraden Werhältniffe der Bogen und dem 
umgefehrten der Halbmeſſer. | , 

; 17* 
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Vorbereitung. Dan denke ſich die Kreife concentrifch über ein⸗ 
ander gelegt. ' 
Beweis. Erfter Theil. "AG: ADF=CA:CD 
ADF:ÄDE= W. DCOF: W. PCE 


AAG:ADE=CAW.DCF: CD. W. DCE 

Zweiter Theil. Aus dem erſten und 144. 

Anmerkung. Trot der häufigen Anwendung dieſes Sathes in der Aſtronomie fin⸗ 
det man ihn doch beinahe in keinem einzigen Elementarbuche. L. C. Leçons d’ Astro- 
nomie $. 124 und Kraflt geom. sublim. $. 107. . 

340. Lehrſatz. Ausfchnitte verfchiedener Kreife ftehen im zu: 
fammengefegten Verhältniffe der Winkel, die fie bilden, und der Qua⸗ 
drate der Halbmeſſer von den Kreifen, zu denen fie gehören. Sind 
die Ausfchnitte ähnlich, fo verhalten fie fih wie die Quadrate der 
Durchmeſſer. 

Beweis. Aus 321 und 339. 

Krafft geom. subl. $. 107. " 

Anmerkung. Der Inhalt eines Abſchnitts (Fig. 122) bängt von dem Inhalte 
des zugehörigen Ausſchnitts ab; da derfelbe gleich ift entweder dem Unterſchiede oder 
der Summe ded Ausſchnittes und des Mittelpunctöpreieds, je nahdem er (wie LKHL) 
Meiner, oder (wie LPHL) größer ald der Halbfreis ift. Der Flädeninhalt eines Ab« 
ſchnitts wird daher (321, Anm. 1 und 203, Zuſ. 6) dargeftellt durch 

.r £ A LH =," — LH.CJ 
Das Nähere hierüber f. in 399, Zuf. 2. 

341. Lehrſatz. Das Maaf für den Winkel, welchen eine 
Sehne mit ‚der Tangente im Berährungspuncte bilder, ift die Hälfte 
des zur Sehne gehörigen Bogens. 

L. G. I, 19. 


Beweis. Aus 347, und 336, Zuf. 4. 

342. Lehrfas. Das Maag für einen Winkel (DAE Fig. 159 
und 160), deffen Scheitel (A) nicht auf dem Umkreiſe liegt, ift ent: 
weder die halbe Summe oder der halbe Unterfchied der zwifchen den 
(nöthigenfalls verlängerten) Schenteln deflelben enthaltenen Bogen, je 
nachdem ver Scheitel innerhalb oder außerhalb des Kreiſes liegt. 

. C. $. 470. 

Vorbereitung. Ziehe HN. 

. Beweis. Aus 38 und 336 Zuf. 4. 


Zuf. 1. Nimmt man den Scheitel A (Fig. 155) des Winkels 
auf dem Durchmeffer fo, daß AG==GC fo ift > 
W. FAE = 1 sCE; denn I ngE— I CH=-GCH Di. 

Fa gE =—3GH ı«. 

Anmerkung 1. Gäbe es alfo ein Mittel, um, wenn ein Winkel gCE, oder ein 
Bogen gE gegeben wäre, in dem Kreife, deffen Halbmefler gC, eine Schneidende gGA 
fo zu ziehen, daß das außerhalb des Kreiſes liegende Stück GA gleich dem Radius, fo 
würde es leicht fein, einen gegebenen Winkel in drei gleiche Theile zu theilen. Allein 
die Mittel der Elementargeometrie d. h. Lineal und Zirkel reihen dazu durchaus nicht 
bin. Schon Ardimedes (Lemmata pr. 8) hat die Aufgabe von der Dreitheilung eines 
Winkels oder Bogens auf diefen Say zuruͤckgebracht, der ganz zufammenfällt mit dem 
frühern Sage 53. 

Zuf. 2. Liegt der Scheitel F (Fig. 123) des Winkels GFD in 
nerhalb des Kreifes, ift einer feiner Schenkel ein Durchmeſſer GECN, 
und liegt außerdem der Winkel fo, daß die Sehne GD gleih dem 
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Scentel FD, fo ift der Bogen GD der dritte Theil von dem Bo⸗ 
gen ABGD. , Ä 
Beweis. W. FCD—= WW. GFD — W. FDC W. GDC — 
W. FDC, alfo ÄABG = 2 6D. | 

Anmerfung 2. Man würde alfo einen gegebenen Bogen ABD in drei gleiche Theile 
theilen Pönnen, wenn man ein Mittel Fennte, einen Durdpmeffer GN fo zu ziehen, daß 
die Sehne GD gleich dem Stüd FD würde, was jener von der Sehne des ganzen Bo⸗ 
gend abſchneidet. 

Ich babe diefen Sag in einem Briefe gefunden, welden Kinner in Prag im 
3. 1654 an Huygend gefhrieben hat, 

343. Lehrſatz. Das Maaf für den äußern Winkel (LKJ Fig. 160), 
welchen eine Sehne (KL) mit einer verlängerten Schneidenden (FJ) 
auf dem Umtreife bildet, ift die Halbe Summe der Bogen (LKund KF), 
welche die genannten Geraden von ihrem Durchfcehnittspuncte aus nach 
beiden Seiten hin abfchneiden. 

Vorbereitung. Ziehe LF. 

Beweis. Aus 38 und 236, Zuf. 4. 


zweiter Abſchnitt. 


Vom Meifen und Derechnen der Winkel und Bogen durch 
Sehnen, Sinuſſe, Tangenten und Sekanten. 


— — — — 


I. Erklaͤrungen und allgemeine Eigenſchaften. 


344. Erklaͤrung. Man nennt von zwei Bogen (DB, GD 
Fig. 172) den einen das Complement des andern, wenn beide zu: 
fammen den vierten Theil des Umkreiſes ausmachen; das Supples 
ment eines Bogens heißt ein anderer, wenn beide zufammen dem hals 
ben Umtreife gleich find. Auf ähnliche Weife ift es bei zwei Winkeln; 
fie complementiren fi, wenn fie zufammen einen Rechten, und ſupple⸗ 
mentiren fih, wenn beide zufammen zwei Rechten gleich find. — 

Zuf. Zieht man einen Bogen oder Winkel (d. i. die Zahl der 
Grade, durch die feine Größe dargeftellt wird) von 90° und 180° ab, 
fo erhält man refpective fein Complement und fein Supplement. 

Anmerkung. Da die Bogen dad Maaß für die Winkel. find (336, Zuf. 4), 10 
muß man beim vierten Theil des Umkreiſes an einen rechten Winkel, beim halben Ums 
Preis an zwei Rechte denten, und muß überhaupt das, mas von Bogen gefagt wird, 
auch von Winkeln gelten, und umgekehrt, 

345. Erklärung. Sehne eines Bogens heißt die Gerade, 
welche die beiden Endpuncte des Bogens verbindet. Zwar verbindet 
eine Sehne immer die Endpuncte zweier, zum ganzen Umkreiſe ſich ger 
genfeitig ergängender Kreisbogen, allein wenn man von dem zu einer 
Sehne gehörigen Bogen fpricht, fo verfteht man fillfchweigend im⸗ 
mer denjenigen, der Heiner (ader wenigſtens nicht größer) als der halbe. 
Umkreis ift *). 


_ —— 


worde Nelſe Erklärung iſt hier zur Bequemlichkeit des Leſers aus 228 wiederhohlt 
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346 Erklärung Man nennt Sinus eines Bogens (DB 
Sig. 172) die Sentrechte (DI) welche aus dem Endpuncte (D) des Bas 
gens, auf den durch den Anfangspunct (B) gehenden Durchmeffer ges 
fällt wird. Diefe Senkrechte ift zugleich auch der Sinus deg Winkels 
(DCB), deffen Maaß der Bogen DB if. 


Zuf. 1. Der Sinus eines Bogens ift auch der Sinus feines 


Supplementes. 
L. G. Tr. $. 10. 

Zuſ. 2. Se größer der Bogen iſt, deſto größer ift fein Sinus, 
bis daß mar zu einem Bogen von 90 Graden oder dem vierten Theile 
des Umkreiſes gelangt, wo der Sinus gleich dem Kreishalbmefler wird; 
darum führt der Radins auch den Namen sinus lotus. Die Sinufe 
(3. B. NP) von Bogen (BGP), welche größer als 90% find wiederum 
kleiner, und der Sinus von 1809 ift Null. 

Anmerkung. Gienge man noch über den halben Umkreis hinaus, nähme man > B. 
den Bogen BGAM, fo wäre jein Sinus NM und von einerlei Größe mit dem Sinus bed Bo⸗ 
gend BK d. i. des Unterſchiedes zwifchen jenem Bogen und dem halben Umkreis. Allein 
der Sinus liegt dann unterhalb des Durchmeſſers alfo auf der entgegengefegten von der, 
wo die Sinuffe der Bogen von der Größe bis zu 180° fallen. Grinnert man ſich nun, 
was mir oben (170, Anm. 2) über negative Größen und ihre Beſchaffenheit gefagt 
—* 8 wird man ſich bald überzeugen, daß dieſe Sinuffe als negativ zu betrad- 
en find. ‘ 

Es ift ſonach: sin 0° =0; sin 90° = r; sin 180° = 0; sin 270 = — r ıc 

L. G. Tr. 7,8, 9. . 

347. Erklaͤrung. gig. 172. Cofinus (HD) eines Bogens 
DB oder Winkels DCB nennt man den Sinus feines Complementes; 


oder, was auf daflelbe hinaus fümmt, den Theil (CI) des durch den . 


Anfangspunct (B) des Bogens gehenden Durchmeffers, der zwifchen 
dem Mittelpuncte und dem Sinus des Bogens enthalten ift. 
L. G. Tr. 6. 

Zuf. 1. Die Größe des Coſinus nimmt ab, wenn die des Bor 
gend zunimmt; für 909 oder für einen rechten Winkel ift er Null; er 
wird umgekehrt größer und nähert fi dem Radius immer mehr, je 
. Heiner der Bogen wird, oder je näher diefer dem Werthe 09 koͤmmt; 
daher iſt cos. 0° — r. 

- Auf 2. Der Eofinus eines Winkels oder Bogens ift auch (der 
Größe nach) der Cofinus deffen Supplementes. Ä 

Xnmerfung. Grinnert man fi) deffen, was wir oben (170, Anm. 2) über die 

Beſchaffenheit negativer Größen geſagt haben, fo ſieht man, daß die Cofinuffe für Bo⸗ 
gen zwifchen 90° und 270° ftetö negativ find. Denn während man fie für Bogen, 
deren Endpuncte — für B als gemeinfchaftlihen Anfangspunct — nicht über G hinaus 
gehen, xom Miftelpuncte aus nad) der Seite von BG hin nimmt, muß man fie für alle 
die Zälle, wo die Endpuncte der Bogen über G hinaus fallen und zwar in einem ber 
beiden folgenden Quadranten liegen, vom Gentro aus nad der Seite von GA hin neh⸗ 
men, alfo auf derjenigen, Die der erften und urſprünglichen entgegengefegt if. Und 
diefer Gegenfag der Lage diefer Lirien ift es, der für fie dis Bahlgrößen entgegengefehte 
Borzeihen nöthig mat”). Es ift demnach 

cos 0° = r, cos 90° = 0, cos 180° = — r, cos 270° = 0, 
Diefe Bemerkung ift wihtig, weil man fehr oft nur aus dem Borzeichen eines beredy« 
neten Gofinus beurtheilen fann, ob derfelbe zu einem Bogen gehört, der <“ 90% ober 
zu deffen Supplemente, alfo zu einem Bogen ‚der > 90°. - 

348. Erklärung. Sinus versus oder Querfinus eines 


- °) Eine gründliche und genügende Erörterung die es Gegenftandes findet man in: 
v. Munchow Srundiehren der ebenen und — Srigoromete e Sonn, 1026. 
nınerf. De . 


_ ARE. 


| u . 
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Bogens nennt man den Theil (BJ) des Radius, welder zwifchen dem 
| . Anfangspuncte des Bogens und deflen Sinus enthalten if. - _- 
| auf. Der Querfinus ift alfo für Bogen, die kleiner als 90% find, 
- gleich dem Unterfchiede zwifchen Radius und Coſinus, für Bogen da⸗ 
gegen, die größer als 909, oder für die Supplemente der erftern ift er 
gleich der Summe des Radius und Eofinus. 

Anmerkung. Der Querfinus ift daher für die Bogen von 0° bis 180° poſitiv, 
weil man ihn auf dem Anfangsdurchmeſſer vom Anfangspuncte der Bogen aus nad) der⸗ 
felben Seite hin rechnet; und zwar wädt er von 0 bis + 2r. 

349. Erflärung Tangente eines Winkels oder Bogens 
(BD) heißt der Theil (BE Fig. 172) von der unbegränzten durd) den 
Anfangspunct (B) der Bogen gehenden Beruͤhrenden, der zwiſchen die: 
fem Anfangspuncte und dem Durchſchnittspunct (E) mit dem durch den 
Endpunct (D) des Bogens (BD) gehenden Halbmeſſer enthalten if. 
L. G. Tr. 5. j 
Zuf. Die Tangenten wachſen alfo mit den zugehörigen Winkeln 
oder Bogen; ift leßterer 90° fo kann der durch. feinen Endpunct ge: 
hende Halbmeſſer der Berührenden durch den Anfangspunct gar nicht 
begegnen, denn beide find fenkrecht auf dem Anfangsdurchmeffer alfo 
parallel; daher tft dte Tangente in diefem Falle von unbegrängter Groͤ⸗ 
Be, oder, wie die Mathematiker ſich auszudrücken pflegen, unend⸗ 
lich. Aber die Tangenten der Winkel oder Bogen, die größer als 909 
haben gleiche Größe mit den Tangenten der Bogen, von benen fle 
Supplemente find. 

L. G. Tr. 12. 

Anmerfüng. Was den legfen Theil unferes Sage: anlangt, fo Aberzeugt man ſich 
leiht, daß in der That, wenn der Bogen größer ald 90° 3. 8. BGP iſt, der Ra⸗ 
dius CP die Tangente BE niemals oberhalb des Anfangsdurchmeſſers treffen kann, ſon⸗ 
dern nur unterhalb; wenn man z. B. hier PC über K hinaus bis Q verlängert, fo iſt 
BO, der aufgeftellten Erklärung zufolge, die Tangente des Bogens BK, - welder = 
PA, dem Supplemente von BGP ift.. 

Und beadptet man dad, was wir oben (170, Anm. 2) über dad Weſen' negatis 
ver Größen gefagt haben, fo fiehbt man, daß BQ ald negativ betrachtet werden muß. 

65 ift alfo: tang 09% = 05 tang 90° = nn ((unendlich); 
tang. von einem Bogen, der — 90° negativ; tang 180° = 0. 
tang. eines Bogens der — 180° bis 270° yofitivz tang 270° = 
‚tang. der Bogen von 270° bis 360° negativ; tang 360° = 0. 
| Wir werden fpäter (364, Anm.) fehen, wie diefes mit dem, was wir über pofle 


% 


‚tive und negative Sinuffe und Eofinuffe gefagt haben, übereinftimmt. 

350. Erklärung Die Cotangente (GF Fig. 172) eines 
Winkels (BED) oder Bogens (BD) tft die Tangente von deflen Com: 
plement. - 
| Zuſ. Die Eotangente wird alfo Heiner, wenn die Groͤße des 
Bogens zunimmt; fie wird Nul für 90%, und unendlich für 0%. 
. Anmerkung. Was wir über das Pofitive und Negative der Tangenten gefagt ha⸗ 

den, gilt auch für die Gotangenten, | 
| 351. Erklaͤrung. Die Secante (CE Fig. 172) eines Bogens 
ift der durch feinen Endpunct gehende und bis zur Tangente verlän: 
gerte Radius. 
L. G. Tr. 5. Be \ 

Zuf. Die Secante wächft alfo mit dem Bogen; für 909 ift fie 

unendlich ; aber Secanten von Bogen, die > 90°, haben gleiche Größe 

- mit den Secanten ihrer Supplemente. . 
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Anmerkung. Was wir über das Pofitive und Kegative der Tangenten gejagt har 
ben gilt auf gleiche Weiſe auch von den Secanten. 

352%. Erflärung. Tofecante (CF) eines Bogens iſt die 
Secante feines Complements. 

Zuf. Die Eofecante wird Heiner, wenn der Bogen wählt; für 
90° iſt fie Null; für 09 unendlich. 

Anmerfung. Was über das Pofitive und Negative der Secanten gejagt worden 
findet hier auf gleihe Weife Statt. 

353. Erklärung. Alle diefe im Vorigen aufgeführten Linien, 
nämlich Sehne, Sinus, Cofinus, Tangente, CTotangente, Secante, 
Eofecante, und Duerfinus führen den gemeinfchaftlihen Namen go: 


niometrifche d. i. zum Winkelmeffen dienende Linien. 

Anmerfung. Die Eigenfhaften der Schnen, Sinuffe, Tangenten und Secanten 
werben ganz durch die Geometrie erwiefen, und aus den Eigenfdaften des Kreiſes und 
der ähnlichen Dreiede hergeleitet; und infofern gehören Diefe Linien zur Geometrie felbjt. 
Aber die Mathematiter gehen weiter. Sie vergleihen die Größe biefer Linien mit der 
des Radius, und drüden diefelbe in Zahlen, für den Halbmeffer ald Einheit, aus. 
Dieß gebt aus den Gränzen deifen, was die Alten im ftrengften Sinne Geometrie nann⸗ 
ten, beraus, befonder& da außer chord. 60°, sin 30°, tang 45° und sec. 60° alle 
Sehnen, Sinuffe, Tangenten und Secanten,, durch incommenfurable Zahlen, alfo nur 
näberungsweife auögedrüdt werden. u 

Da es nöthig ift, daß wir in dem Folgenden, wo von diefen Linien gehandelt 
wird, und der Kürze befleißigen, und doch aud die Art ihrer Berechnung nit ganz 
mit Stillſchweigen übergehen dürfen, fo werden wir Fein Bedenken tragen, jene Fürze- 
ren Ausdrüde, über die wir uns oben in der Anm. zu 203, Zul. 2 auögefproden ha⸗ 
ben, zu gebrauden. Unfer Lehrſatz 358 3. B. würde nad der Ausdrucksweiſe der Als 
ten, die wir bisher genau beachtet haben, fo lauten: „Das Rechteck aus der Sehne, 
welche die Summe zweier Bogen fpannt, und dem Durdmeffer, ift glei der Summe 
der Rechtecke aus der Schne eines jeden einzelnen Bogen und der Sehne vom Supples 
mente des andern.’ Die folgenden Säge Pönnten auf Diefelbe Weife auögefproden 
werden, Wiewohl diefe Ausdrüde nun, wie ich glaube, mehr dem Sinne und der Weife 
der Alten entfpredend wären, fo ziehen wir hier dod die andern vor, weil fie Fürzer 
find und bei den Berechnungen noch mehr zu Statten kommen, befonders aber, da wir 
fie oben genau erklärt und erörtert, und überdieß gezeigt haben, wie fie in der That 
aus den ftrengften Beweifen der Geometrie felbft hergeleitet werden. Wir haben um fo 
weniger Bedenten getragen, dieß zu thun, da felbft Euclives und Archimedes, fobald 
ed auf ein Rechnen in Zahlen anfam, diefe Ausdrüde gebraudyt haben; wie man deut⸗ 
li fieht aus dem Tten und 10ten Bude der Elemente, und aus der Schrift Archimed's 
über den Kreis. So viel über unfere Behandlungsweife der folgenden Lehrfäge. 


354. Lehrfag. Die Verhältniffe der Sehnen (DB, db Fig. 172), 
der Sinuffe (DJ, di), der Querfinuffe (BJ, bi), der Tangenten (BE, 
be), der Secanten (CE, Ce), der Eofinuffe (CI, Ci), der Cotangen: 
ten (GF, gf), und der Cofecanten (CF, CH von gleichen Winkeln, 
oder von Bogen, die zu gleichen Winkeln gehören, alfo ähnlich find — 
die Verhältniffe aller diefer Linien zum Radius find in allen Kreifen, 
wie groß auch deren Halbmeſſer fein mögen, diefelben. 

Beweis. Aus der Achnlichkeit der Dreiecke duch 196. 

Zuſ. Die Sehnen, Sinuffe, Tangenten und Secanten bilden 
daher ein beftimmtes und wahres Maaß für die Bogen und Winkel ;' 
denn, was auch die Größe des Radius fein möge, die Sehnen, Si: 
nuſſe, Tangenten und Secanten werden immer durch diefelbe Menge 
von Theilen diefes Radius dargeftellt. 

355. Lehrſatz. Das Gränzverhältniß zwifchen einem Bogen, 
defien Sehne, Sinus und Tangente ift das Verhältniß der Gleichheit. 

Beweis. Aus 309. 
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Zuſ. 1. Die Sinuffe und Tangenten fehr Heiner Bogen ftehen 
daher annähernd in demfelden Verhältnifle als die Bogen feldfl. 
Zuf. %. Der Bogen von 1” tft Hein genug, um ohne erheb: 
lichen Fehler. feinen Sinus als gleich mit ihm zu betrachten; aljo 
sin. 1° — 1° zu fegen. Daher ift der Halbmeſſer in Secunden 


1 
ausgedrückt (337, 3. 1 und 2) = in, je 
Anmerdung. Der Bogen von einer Sefunde, für den Radius als Einheit, ift 
- 0,00000 48481 36811 | 
fein Sinus 0,00000 48481. 36809. 
Selbſt der Bogen von einer Minute unterfäeidet fich noch wenig von feinem Sinus; denn 
er ift: 0,00029 08882 08666 
‚fein Sinus: 0,00029 08882 04563. 
Zuf. 3. Iſt daher ein Bogen B fehr Hein, fo ift 


B 4, und wenn B= x — y, 
sin &—y) _ 1 d. h. je kleiner der Unterfchied zweier Bo: 


(x —y | 
gen ift, defto näher fömmt der Quotient, den man aus der Divifion 
des Sinus von dem Bogen, der diefen Unterfchied ausdruͤckt, durch 


" den Bogen feldft erhält, der Einheit. Es findet alfo namentlich Statt, 


wenn x=y, dr x—y=0 
Zuſ. 4. Auf gleihe Weife ift, wenn B fehr Hein, 


t — 
ER — 1, ober u EV) — |, 
Zuf. 5. Auch ift in eben diefem Falle 
. l, — 
chord. B — 1, oder chord. (x — y) 4 


B Ä x—y 


u. Eigenſchaften und Berechnung der Sehnen. 





356. Lehrſatz. Sind zwei ungleiche Bogen (BG, AB Fig. 156) 
von demfelben Kreife gegeben, fo hat die Sehne des größern zur 
Sehne des kleinern ein größeres Verhaͤltniß als der größere Bogen 
feldft zum fleinern. " 

Vorbereitung. Halbire durch BD den Winkel ABG, ziehe AG, 


DA, DG, und aus D DZ LAG, befchreibe aus D mit DE einen Kreis: 


bogen, welcher die verlängerte DZ in T und DA in H fchneibet. 
Deweis. Da W. ABD=DBG, fo ift AD— DG, und, weil 
BG>AB, EGT>AE. Es ift aber Ausfchnitt DET > A DEZ, und 
A DEA Ausſchnitt DEH, alfo | 
A DEZ : A DEA < Xusfchnitt DET : Ausſchn. DEH; 
und, da A DEZ : A DEA= EZ: AE, j 
EZ : AE < zusfonitt DET : Ausfchn. DEH 
’ < . EDZ : EDA 
Alſo auch pZ LAE: AE < W.ZDA : EDA 
und QJAZ:AE < 2W. 2DA: EDA 


- 
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d.i. AG: AE< W. ADG : EDA 
Mithin aud AG—AE: AE < B.EDG : EDA 


aber GE : AE = BG: BA, 
und W. EDG :EDA = BG: m AB, 
darum auch BG : BA < BG : BA. 


Anmerkung. Diefer Say ift von Ptolemäus, der ihn fo wie die beiden folgenden 
in feinem Almageft I, 9 vorträgt. 

Zuf. Die Sehne eines Bogens fteht alfo zur Sehne von einem 
Theile deſſelben z. B. dem mten, in einem Meinern Verhältniß ale 
m: 1; und die Sehne vom dritten Theile eines Bogens iſt größer als 
der dritte Theil der Sehne des ganzen Bogens. " 


357. Lehrſatz. Das Quadrat des Durchmeſſers iſt gleich der 
Summe der Quadrate von der Sehne eines beliebigen Bogens und der 
Sehne feines Supplements. 

Beweis leicht, 

Zuſ. Daher ift es leicht, wenn Durchmeſſer und Sehne eines 
Bogens gegeben find, die Sehne von deffen Supplement zu finden. 

Anmerkung 1. Die Sehne eined Bogens don 60° ift die Seite des innern regels 
mäßigen Schdedd (277, 3. 2), ift alfo glei dem Radius. Alle Übrigen Sehnen 
findet man durch Wurzelauöziehen und zwar aus Zahlen, die Feine Quadratzahlen find ; 
man Eann daher die Schnen aud blos näherungöweife finden. 

Anmerkung 2. Darauf, daß die Sehne eines Bogend von 60° gleich ift dem Ra⸗ 
dius, gründet ji der Gebraud der Linien, die man auf dem Proportionalzirkel mit 
dem Buchſtaben C. (Chordes) bezeichnet findet. Sie dienen dazu, um die Sehnen für 
jeden Winkel oder Bogen zu finden, und umgefchrt aus der gegebenen Länge der Sehne 
die Größe des zugehörigen Bogens oder Winkels zu beftimmen. 

Anmerkung 3. Die Chordenlinie dient aud zur Auffindung der Größe der Seiten 
der regelmäßigen Bielede in Beziehung auf den Radius, da diefe Seiten Sehnen der 
Mittelpunctswintel find. Die Chordenlinie ift zu diefem Zwecke eben fo braudbar als 
die Polygonlinie. 

358. Lehrfaß. Die Sehne (DB Fig. 140) von der Summe 
zweier Bogen (AD, DB) ift gleich der Summe der Produkte aus der 
Sehne jedes Bogens in die Sehne vom Supplemente des andern, di: 
vidirt durch den Durchmefler; alfo: 

AB.DJ + AD.BJ 

DB — N VRR . 

Vorbereitung. Ziehe den Durchmeſſer AJ und die Supplement: 
fehnen DJ, BJ. | 

Beweis. Aus dem ptolemäifchen Lehrfage (276); ja unfer Lehr: 
ſatz fällt ganz mit diefem zufammen, wenn man für Rechtecke feßt: 
Produkte der Zahlen, welche die Längen der Linien ausdrücden. Auch 
Ptolemaͤus hat diefen Sag zur Berechnung der Sehnen angewandt. 

Zuſ. 1. Kennt man alfo die Schnen zweier Bogen, fo kann 
man auch die ihrer Summe zugehörige Sehne finden. Man bereche 
net zuerft durch Huͤlfe von 357, Zuf. die Sehnen der Supplemente 
diefer Bogen, und dann durch unfern in Rede ftehenden Sag die 
Sehne der Summe. Diefen Weg fchlug auch Ptolemäus ein. 

Zuf. 2. Die Sehne eines Bogens, ber doppelt fo groß, als ein 
gegebener, iſt gleich dem Produkte aus der Schne des legtern in die 
Sehne feines Supplementes, dividirt durch den Radius; alfo, wenn 


—— 
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AB=AD, fo ift: 
AB.DJ 
BB= 77,7 - 


Zuf. 3. Um die Sehne eines Bogens, der das Drei: Vier: Fünf: 
fache ıc. von einem gegebenen ift, zu finden, berechnet man durch 
Huͤlfe des Hauptfages und des vorigen Zuſatzes, die Sehne des Bo⸗ 
gens, der gleich der Summe des Einfachen und des Doppelten vom 


- gegebenen ift, ꝛc. 
Zuf.' 4. Die Sehne AB des Unterfchiedes zweier Bogen (DAB 


und DPA) ift; Ä 
, AJ.DB — AD.JB 
B= DJ 


Beweis. Er ergiebt fih unmittelbar aus dem Hauptſatze. 


359. Lehrfag. Die Sehne BH (Fig. 130 unter den zu. den An⸗ 
hängen gehörigen Figuren) eines Bogens (BMH), welcher die Hälfte 
eines gegebenen Bogens (BMHD) ift, ift gleich der Quadratwurzel aus 
dem Produkte des Radius und des Ueberſchuſſes, welchen der Durchs 
mefler über die Sehne (AD) des Bogens hat, welcher das Supplement 
des gegebenen ift; alſo BU=YV BC.(BA— AD). 

Beweis. BH, = BA, BK = 2 BC, (BC — CK) = BC, (BA 
— 2 CK) —=BC, (BA — AD) x. 

Zuſ. Man kann alfo die Sehnen aller derjenigen Bogen berveche 
nen, die durch ein fortgefeßtes Halbiren entftehen; und die Rechnung 
wird noch erleichtert durch den Sag des Snellins, der den Zuf. zu uns 


ferm ©. 295 ausmadit. 

Anmerfung 1. Man Fann die Sehne von der Hälfte eined gegebenen Bogens auch 
noch auf eine andere Weife finden. Wenn FJ = JE, Fig. 141, fo tCK L FE, alfo, 
da auch W. JEB = 90°, 

JE = VIE. IB (87, 3. 1) 


wo IK—=CI - CK, mw ck= VCE—KE 
Anmerkung 2, Man Fann alfo leicht die Sehnen für alle Winkel oder Bogen be 
rechnen. Denn die für 60° ift glei dem Radius; daraus leitet man durd) Hülfe Uns 
ſeres Satzes der Reihe nach her die Sehnen für 30°, 15°, 74°, 330, oder für 225°5 
ſucht dann die Sehne für den fünften Theil von 223° v. d. für 45’5 darauf die für 
den dritten Theil von 45° d. i. für 15’5 Daraus wiederum die für den fünften Theil 
d. i. die für 3° und daraus die für den dritten Theil d. i. für 1%. Um nämlid die 
Sehnen zu finden, die zu Bogen gehören, welche den dritten oder fünften Theil von 
einem gegebenen Bogen bilden, bedient man fid) einer Art regula falsi. Die Sehne 
von dem dritten Theile cined gegebenen Bogen ift, wie man weiß (356, 3.) größer 
als der dritte Theil der Sehne des letztern ſelbſt. Man nimmt daher eine Zahl, die 
um etwas größer it, ald.der (befannte) dritte Theil, betrachtet diefe als die Länge der 
Sehne von dem dritten Theile des Bogens, und beredhnet aus ihr (358, 3. 2) die 
Länge der Sehne des dreifachen Bogens, die alfo mit der gegebenen Sehne überein« 
rn muß; findet fih nod ein Unterſchied, fo macht man folgenden Negel de tri« 
atz: 

Die gefundene Sehne verhält ſich zu der als Sehne vom dritten Theile des Bogens 
angenommenen, wie die wahre Sehne des Bogens zur wahren Sehne feines dritten 
Theils. Die Berfahren gründet fi) darauf, daß für Bogen, die wenig von einander 
verfhieden find, die Zunahme der Sehnen demfelben Berhältniffe folgt, als die der Bo⸗ 
gen; wie Dich ſchon aus der Lehre von den Gränzen folgt, aber auch nod aus unferm 
Ente in 366 hervorleuchten fol. - 

WMan kann bierüber nadlefen: Deparcieux nouveau trait& de Trigonometrie 
p- 4— 12, mo dieſer Gegenftand ſehr gut behandelt if, 


- 
⸗ 
— — —— ———— — —— 
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Anmerkung 3. Ptolemäus ift der erfte Schriftfteller, welcher und auf diefe Weiſe 
. die Eigenfhaften der Sehnen Fennen gelehrt, und Ghorbentafeln berechnet bat, von 
balbem zu halbem Grad, indem er von 30° anfing und mit 180° endigte. Gr theilte, 
der Gewohnheit der damaligen Zeit gemäß, den Radius in 60 gleiche Theile, jeden 
derfelben wiederum in 60, und fo fort indem er durchweg die Seragefimaltheilung bes 
folgte. Delambre bat die Berechnungen des Ptolemäus fehr genau gefunden. Man 
bediente fi der Sehnen und Sehnentafeln, als Sinuffe und Zangenten noch nicht be⸗ 
fannt waren. Jett gebraudht man blos die legtern, welche die Griechen nit kann⸗ 
ten. Aus S. 360 wird ed einleudhtend werden, daß man die Sinuffe aus den Sehnen 
md umgefehrt diefe aus jenen herleiten Tann. \ 


I. Eigenfhaften und Berehnung.der Sinufie - 
und Duerfinuffe. 





360. Lehrſatz. Der Sinus (DJ Fig. 172) eines Bogens (BD) 
ift die Hälfte der Sehne (DK) vom doppelten Bogen (DBK); und die 
Sehne jedes Bogens ift zweimal fo groß als der Eofinus feines hal: 
ben Supplements. | | 

Tacquet Trigon. Lemm. p. 335. — L. G. Trig. 15. 

Beweis. Erfter Theil aus 245 und 346. 

Zweiter Theil aus dem erften, chord. B= 2 sin 4 B= % cos 

0 
90° — 4 B) = 2 00 II. 

Zuf. 1. Man kann alfo die Sinuffe aus den Sehnen, und um: 
gekehrt diefe aus jenen herleiten. 

Zuf. 2. Der Sinus des Winkels oder Bogens von 309, alfo 
auch der Kofinus von 60° ift gleich der Hälfte des Radius oder des 
Sinus von 90°. | 

Anmerkung. Darauf gründen fi auf den Proportionalzirkeln die Linien, welde 
mit Sinus oder aud blos mit S bezeichnet find. Sie dienen dazu Winkel vermittelft 
ihres Sinus zu beftimmen, und umgekehrt, für einen gegebenen Winfel und Radius den 
Sinus des erftern zu finden. 

Zuf. 3. Die Seite eines in den Kreis befchriebenen Vielecks ift 
das Doppelte vom Sinus des halben Mittelpunctswintels, fo daß man 
diefe Seiten fehr leicht finden kann, fo bald die Sinuffe aller Bogen 
mit binreichender Genauigkeit berechnet find. 

361. Lehrſatz. Der Sinus des größern von zwei Bogen bat 
zum Sinus des Meinern ein kleineres Verhältniß, als der größere Bo: 
gen zum kleinern. . 

Beweis. Es fei der größere Bogen A, der Meinere a, fo ift 
sin A = 1 chord. 2A, und sin a — $ chord. 2a, aber chord. 2A: 
chord. 2a 2A : 2a \ 

<< A:a 
alfo auh sin A: sin <.A:a. 

Zuſ. Die Sinuffe nehmen nach einem kleinern Verhäftnifle zu 

oder ab als die zu ihnen gehörigen Bogen; diefer Unterfchied tritt defto 
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ſtaͤrker hervor je größer die Bogen werden; für fehr Heine Bogen ift 
er unmerflich. 

362. Lehrfag. Die Summe der Quadrate vom Sinus und 
Coſinus eines Bogens iſt gleid) dem Quadrat des Radius; alſo 

r? =sin +4 cos. 

L. G. Tr. 16. , 

Beweis. Aug, 87. \ 

Zuf. 1. Daher findet man fehr leicht den Sinus oder Cofinus, 
wenn. Radius und Cofinus oder Sinus gegeben find. Denn 


mer co. — (r 4 cos.) (r — cos.) . 
ser mn (r—+ sin) (r — sin). 


Tacquet Trigon. Porism. 1. 
auf. 2. sin? 45° 4 cos? 450 2 sin? 450 = 2cos’ 45 rꝰ 


a OO — 0 — x 
alſo sin 45° = cos 45° = — 


Zuſ. 3. sin 60% = cos 30° = v3 
Beweis. sin? 60° + sin® 30° = r? 
sin? 60° + —- (360, 3.9 = 1? 





alſo sin 60° = T v3. 





Anmerkung. V2, VW3,WVı oder fommen fo oft bei diefen Berechnun⸗ 


gen vor, daß wir ihre Werthe beifügen wollen. 
V2 = 1,41421356 
v3 = 1773205081 


1 7 
vr == 0,707106 78. 


363. Lehrſatz. Der Sinus (LM Fig. 173) von der Hälfte ei: - 
‚nes Bogens tft gleich der Quadratwurzel aus dem halben Produkte des 
Radius und Querfinus; oder der Hälfte der Quadratwurzel aus der 
Duadratfumme des Sinus und Auerfinus. Der Coſinus (CM) von 
der Hälfte eines Bogens dagegen ift gleich der Wurzel aus dem halben 
Produkte des Radius und des Querfinus vom Supplemente; d. h. 


sin 4 B= V:. sin. vers. B = Vz (r — cos B) 

—=}4V sin? B-+ sin. vers? B 
co,B= Vz. sin. vers. supp. B= V £.(r-+ cos B)« 
L. 6. Tr. 20. . 


Beweis. Erfter Theil. Aus der Achnlichkeit der Dreiecke ABL 
und LBN, verbunden damit, daß LI = 4 LB. 


Zweiter Theil. Aus 87, angewandt auf Dr. LBN. 


Dritter Theil. Aus der Betrachtung, daß cos = V r? — sin? 
verbunden mit dem erften Theile. 


| I 3 
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2 | 
r . 
auf. sin? 4 B.cos®?  B= —-.. sin. vers B.sin. vers. supp. B 


4 
=7 (1— cosB) (1 cos B) 
=. (1— cos? B) 
=. sin? B 
sin? B 


sin. vers. supp. B 


Anmerfung. Ueber andere Ausdrüde des Querſinus ſ. 348, Zuſ. und 368. 
364. Lehrfas. Nimmt man im Umfange eines Kreifes einen 
beftimmten Bogen AY (Fig. 174), dann das Zweifache deſſelben AD, 
und nun die Bogen DE, EF, FG, GH ıc. fämmtlich gleich diefem 
Zweifahen AD, fo verhält fich der Radius zum doppelten Kofinus die: 
fes (einfachen) Bogens, wie der Sinus deffelden zum Sinus des 
doppelten Bogens, oder wie der Sinus des doppelten zur Summe der 
Sinuffe vom dreifachen und einfachen Bogen, oder wie der Sinus 
des dreifachen zur Summe der Sinuffe vom vierfachen und doppelten 
Bogen — kurz wie der Sinus des (n — 1) fahen Bogens zur Summe 
der Sinnffe vom n fahen und (n — 2) fachen Bogen. | | 

Vorbereitung. Ziehe den Durchmefler ACZ, die Sehnen DE, 
EF, FG, GH, fo wie AY, AD, AE, AF, AG, AH, und HG, HF, 
HE. ®erlängere AF und nimm EJ=AE; eben fp FK=AF, 
GL= AG ıc. 

Beweis. Aus der Eonftruction ergiebt fich leicht, daß die Drei: 
ee ADE, AEJ, AFK, AGL ⁊c. gleihfchenkelig und nicht nur einanz - 
der, fondern auch dem Dreieck DCZ ähnlich find. Eben fo leicht fieht 
man, daß AEIFO® AADE, AFCKO A AEF, AGCHLO® 
A AFG ⁊c., alſo N=DE, GK=AE, UL=AF ⁊æ c. 

Demnach iſt: | 
DC:DZ = AD:AE=—=AE: AJ = 

J — Ab: AFA FI 
—AE: AF-LAD 
— AUF: AK 
=AF:AG-+GK 
— AF: AG-HAE: 

—AG : AL 
—AG : AH+ HL 
— AG: AH-+AF. 

Nun iſt aber: Eu 
DZ =%cos4 AYD (360) =% cos AY 
AD==?%2 sın 4 AYD — 2 sin AY. 
AE =? sin 4 ADE — 9 sin AD=—=%sin QAY 
AF=1%sin ADEF = 2sin 3 AD — 2sin 3AY 
AG=2sin} AEG = 2sin QAD = 2sin LAY 
AH=2 sin 4 AEH = 2sin AD = sin SAY 
u. ſ. w. 
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Bezeichnet man alfo Bogen AY mit B, fo hat man 
e:%cosB = sin B sin 2B 
sin 2B: sin 3 B sin B 
sin3B: sin 4 B sin 2B 
sin 4 B: sin 5B sin 3 B 


ale 


— sin (n—1)B:sin.nB-+ sin. (a—2)B. 
Anmerkung 1. Diefen Sag, nur auf Sehnen angewandt, gebrauchte ſchon 1633 
Gellibrand in feiner 'Trigonometria Britannica. Später wurde er fo wie der fol« 
gende angewandt von Sharp in feiner Method of constr. the natur. sines, die man 
in den Mathematical Tables von Sherwin findet, und bei mebhrern andern, 


Anmerkung 2. Der Beweis unfers Sapes lehrt uns folgende bemerfenöwerthe Ei⸗ 
genſchaft des Kreifes Pennen: Theilt man einen Peripheriewinfel DAF in zwei gleiche r2/ 
—Theile dur eine Sehne, AE, fo ift diefe die mittlere Proportionale zwiſchen dem Hei 
nern Schenkel und der Summe von beiden Schenkeln. 

Zuſ. Es iſt allgemein 
sin. nB== 2cosB.sin (n — 1) B— sin(n— 2) B, wenn man 
den Radius r=—=1 febt, | 
alfo für den befondern Fall, won? 

sn@B==%sinB cos B. 
Anmerkung 3. Man fieht hieraus, wie leicht es ift, wenn sin B und cosB be 
kannt find, der Reihe nad sin?2B, sin 3B, sin AB ıc, zu berechnen, ohne daß man 
. die Eofinuffe eben diefer Bogen zu kennen braudt. 

365. Lehrfas. Unter denfelben Vorausfegungen wie beim vori: 
gen Sage verhält fi auch der Radins zum doppelten Coſinus, wie. 
diefer Tofinus zur Summe des Radius und des Cofinus vom doppel: 
ten Bogen; oder wie der Eofinus des doppelten Bogens zur Summe 
des Coſinus vom einfachen und des Kofinus vom dreifachen Bogen, 
oder wie der Kofinus des dreifachen Bogens zur Summe des Coſinus 
vom zweifachen und des Kofinus vom vierfachen Bogen — kurz wie 
des Coſinus vom (n— 1) fahen des Bogens zur Summe des Coſinus 
vom (n—2) fahen und des Kofinus vom nfacher des Bogens *). 

Vorbereitung. Man verlängere den Durchmefler ZA, und bie 
Sehnen ZD, ZE ꝛc.; ziehe nad) diefen Verlängerungen DM == DZ, 
EN=EZ, FO=FZ, GP=GZ ı. Dadurch werden, alle Drei: 
ecke wie MDZ, NEZ, OFZ, PGZ gleichfchentelig und ähnlich dem 
A DCZ. Es ift ferner, wie man leicht fiht, MAD A DZE, . 
ADENS A EFZ ı., alſo AM=EZ, DN=EZ ıc. 

Daher hat man: 
DC: DZ =DZ: ZM on 
 =DZ:AZ--AM 
==DZ2:AZ--EZ=EZ;:ZN 


= EZ:DZ DN 
=—=EZ:DZ FZ = FZ: ZO 
= FZ:EZ+ EO 
=FZ:EZ-+ 62 
u. ſ. w. 





2Oieſer Lehrſatz lautet in dem Original merku erſchieden von d 
Pa eehung, een Unfer Berfafer a le um es eun een 
’ ’ 


I ⸗ 
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Aber es iſt: 


ZU = 2 cos BB 
he 5) 


(360) — 2 oA | 
2 cos AY. . | 
ZE 2 cos EDA = 2 cos 2 AY 
ZF =2%cos 4 FEDA = 2% cos 3 AY 
26 — 2% cos GEA = % cos 4 AY 
Setzt man alfo Bogen AY—=B, fo hat man 
r:2coB=cosB:r-+ cos 2B 
‚zw 2B:co Br cos dB 
=co3B: cos 2 B Bros4B 


= cos (a1) B: cos (n - ) B-+ cosıB. 
Anmerkung 1. Aus dem Beweife ſieht man, daß: 
| DC : DZ — DZ: ZA + ZE " 
oder AZ: DZ = nz: Zt 

d. 5. halbirt man einen Peripheriewinkel, deſſen einer Schenkel ein Durchmeſſer iſt, 
durch eine Sehne, fo ift diefe die mittlere Proportionale zwifhen dem Durdhmeffer und , 
ter halben Summe deſſelben und des andern Schenkels. 

Zuſ. Man hat alfo allgemein: 


con B— 2 cn Bar. dB 

und fürn 2 J 

co 2 DB Feet B — ı® __ cos — cos® B) 
— cos? B _ sin? B 


wenn man r=1 feßt. 

Anmerkung 2. Man fieht hieraus, wie leiht man, wenn cos B gegeben ift, die 
Werthe von cos 2B, cos3B ꝛc. berechnen kann, , - ohne die Werthe von den Sinuf- 
ſen dieſer sogen zu kennen. 

366. Lehrfaß. Den Sinus (LN Fig. 175) von der Summe 
zweier Bogen (DL und DB) erhält man, wenn man die. Summe der 
Produkte aus dem Sinus eines jeden Bogens in den Cofinus des an- 
dern durch den Radius dividirt; "und der Sinus (TS) des Unterfchie: 
des zweier Bogen ift gleich dem Unterfchiede der genannten Produtte 
dividirt durch den Radius. 

L. G. Tr. 19. 

Vorbereitung. Es ſei LM LCD, fo if LM der Sinus und CM 
der Eofinus des Bogens LD; zieht man ferner DI | CB, fo ift DJ 
der Sinus und CJ der Eofinus des Bogens DB; und wenn 'LN LCB, 
fo ijt LN der Sinus von LB d.i. DL DB, und CN der Coſi nus 
von der Summe dieſer beiden Bogen. Verlängert man ferner LM big 
‚fie dem Umkreiſe zum zweitenmal (in T) begegnet, Jo ift „— DT = 
— DL, alfo BT gleich dem Unterfchiede unferer beiden Bogen DB und 





r:2coeB=cosB: r+c002B 
= cos?2B: r+coe3B 
Zeos s B: r+cos4B 


= c08 N B:r +e 
was_aber offenbar nur fo lange == cos (m ift, als n nicht geite als 2 ift. 
Die vorgenommene Menderung war daher nothwend 
Anmerf. des Weberf. 


J 
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DL. Zieht man endlih TU und MP 1] LN und MO | CB, fo 
ft ISS=UN=PN —PU=PN—LP, dem LP.= PU, weil 

LM=MT if. 

| Beweis. Erſter Theil. Es it LN=PN-- PL; ſucht man 
nun für PL einen Werth mittelft der ähnlichen Dreiecke PML und CDJ, 

und eben fo für PN aus den Drr. MCO und CDJ, fo erhält man: 


LM.CJ + DJ. CM 
ET 
woraus unfer Sa& unmittelbar folgt. 

Zweiter Theil. TSS=UN=PN— PL ⁊c. 

Zuf. 1. Der Sinus des Zweifachen eines Bogens ift gleich dem 
doppelten Producte aus Sinus und Coſinus des Bogens dividirt durch 
den Radius, alfo 

2 an B.ces B 


sin 2 B= — —, oder fir *1 


sin B=%2 sin B. cos B. 
Anmerkung 4. Dieß ftimmt überein mit 364, Zuſ. 
Zu. 2. inB=2sin B. cos } B, wenn r=1. 
Cagnoli $. 63. 
Zuf. 3. sin (300 Pa) = J cos a P3 sin a . V3Z 
sin (300 —a) = J cos a— } sina. VZ 
wenn r—=1 ' 


alfo on 
sin (30° + a) = sin (30° — a) + sina. V9. 
Beweis. Aus 362, Zuf. 3. 

Anmerfung 2. Multiplicirt man daher den Sinus eines Bogen: a mit VZ und 
abdirt zu diefem Producte den Sinus des Bogens, der um a Pleiner als 30° ift, fo ift 
diefe Summe glei dem Sinus des Bogens, der um a größer als 30° ift, 

Zuf. 4& sin (60° La) =Lcosa.v3+ $sina 
Ä sin (600° — a) =%cosa.vY3— %sina 
sin (60° + a) = sin. (600° — a) + sin.a 

sin (60° — a) = sin. (600° 4 a) — sin a. 

Anmerfung 3, Man Tann daher aus dem Sinus eines Bogens, der größer oder 
Heiner als 60° ift, blos durch Addition den Sinus eines Bogens herleiten, der klei⸗ 
ner oder größer als 60° iſt. | 

Zuf.5. sin (60% + a).v 3 = sin (300° + a) + cos a. 

Anmerkung 4. Man kann alfo aus dem Sinus eines Bogens, der um a größer 
a 3 ift, den Sinus des Bogens finden, der um a größer ald 60° ift, und um⸗ 
gekehrt. 
Zuſ. 6. Iſt der Bogen C fehr Bein, fo ift annähernd 

sin(B+tC)=snB-+tC. cos B 
d. h. wenn zwei Bogen nur fehr wenig von einander verfchieden find, 
"fo. folgt die Zu: oder Abnahme ihrer Sinuffe fehr nahe demfelben 
Verhältniffe, als die Zu: oder Abnahme der Bogen. 
367. Lehrfag. Den Eofinus (CN Fig. 175) von der Summe 
" (LB) zweier Bogen (DB und DL) erhält man, wenn man den Unter: 
ſchied zwiſchen den Producten aus den Coſinuſſen und Sinuffen dieſer 
Bogen durch den Radius dividirtz der Eofinus (CI) dagegen von dem 
v. Smwinden Geometrie. _ 18 
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Unterſchiede zweier Bogen iſt gleich der Summe der genannten Pro⸗ 
ducte, dividirt durch den Radius; d. h 


cos (B + C) = StR el — ein sind 
008 (B — 0) = MR ent FoieS mc 
L. G. Tr 


Tr. 19. 
Vorder. Sie ift diefelbe, wie für den vorigen Lehrfag; man 
erhält aus ihr: i 
CN =CO — NO (0O — PM, 
sSs—(C0+0S=-C0O +XT=CO +UX= CO + PM. 
Beweis. Man fucht den Werth für CO aus den ähnlichen Drei: 
een CMO und CDJ, und den Werth für PM aus den Drr. PLM und 


CDJ, und erhält fo: 
cn— M.QJ— LM. DJ 


CD 
cs — (MU +IM.D 
— CD 


worin eben unfer Lehrſatz enthalten ift. 
Anmerdung 1. Aus 347, Zuſ. 1 fieht man, warum der Gofinus des Unterſchie⸗ 
des zweier Bogen größer ift, ald der Sofinus ihrer Summe, 
Zuſ. 1. Der Eofinus vom Zweifachen eines Bogens ift gleich 
dem Unterfchiede zwifchen den Quadraten des Eofinus und Sinus des 
Dogens dividirt durch den Radius. 


2 RB __ sin? 
cs? B— cos? B sm? B 


T . 
L. G. Tr. 13. 
Anmerkung 2. Died ftimmt überein mit 365, Zuſ. 
Zuf. 2. Iſt C fehr Mein, fo ift 
co (B+tC)=cos BC. sin B- \ 
d. 5. unterfcheiden fid) zwei Bogen nur wenig ven einander, fo folgt 
die Ab: oder Zunahme ihrer Coſinuſſe fehr nahe demfelden Verhälts 
nifle, wie die Zu: oder Abnahme der Bogen. 
Anmerfung 3. Sett man in den Ausdrücken diefeb und des vorigen Satzes 
C 2 B, fo erhält man 
sin B 4 2B) = sn3B— n 
_ sin B (cos® B— sin? B) + 2 sinB cos? B 
ei Bull ni. Ai DEE BE de 
3 sm B cos? B— sin B 


sinB.cos 2B-+- sin 2 B cos B 


und auf ähnliche Weiſe 
cos 3B = 


74 
Subſtituirt man in dem erſtern Ausdruck für cos® B feinen Werth r? — siu® B, fo 
erhält man 


cos® B— 3 sin? B. cos B 


sin 3 B= 3 sin B — IP, um wenn 3 B = D, 
D «int = 
sa D=3sinn — —.— 


u 7 = 
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Anmerkung 4. Auf demfelben Wege Tann man Ausdrüde für sin 4 B, sin5 B 


etc. (f. L. G. Tr. 34) berleiten, nämlich: . 


.4 sin Bcos®® B— 4 sm® B.cosB 


sin4B= >= 
. 4 _ 2B. sin? in⸗ 
co4B = cos B 6 = B.sin® B-+ sin? B | 


Gienge man in diefer Entwidelung nur nod um einige Schritte weiter, fo würde 

mah das allgemeine Geſetz, nah dem diefe Ausdrüde fortſchreiten, von felbft bemerfen 

und fehen, daß allgemein:  - | 

n.n-1.n-2 co, 13 B 
1.2.3 

n.n-1.n-2.n-3.n-4 n 


5 . 

_— [17.70.7008 B.sin® B— etc. 

1-2.3.4.5 = 
n.n-1 n-2 ne n.n-{.u-2.n-3 n-4 an 
1.2, Bsin®B + 1.2.3.3 cos B.sin® B-etc. 
Formeln, deren Richtigkeit auch no auf anderm Wege dargethan werden Finnen. 
Dan findet fie bei fehr viel Schriftftellern, unter andern bei: Euler Introd. in. Anal. 
Inf. I, $. 133, und Cagnoli $. 117 — 124. 

Anmerfung 5, Bergleiht man dieſe Ausbrüde für sin 3 B, cos 3 B, over 
sinn B, cos n B, mit denen, welde wir oben in 364 und 365 mitgetheilt haben, 
fo fieht man um wie viel geeigneter zum Berechnen der Sinuffe und Gofinuffe von 2 B, 
3 B, etc. durch Hülfe von sin B und cos B diefe legtern vor jenen erftern find, und 
wie fie, aus geometrifchen Beweifen entlehnt, in der That mehr und unmittelbarer zur 
Geometrie gehören als jene, die mehr in Umformungen einmal befannter Ausdrüde be= 
fteben, Aber zugleich fieht man, wie nüglid es ift, dieſe verfchiedenen Berfahrungsars 
ten mit einander zu vergleichen. 

6. Allgemeine Anmerkung über die Berehnung der Sinuötafeln. Die in dem Vo⸗ 
rigen erörterten Gigenfchaften der Sinuffe find es durch die man in den Stand gefegt 
würde, um Tafeln der Sinufle und Gofinuffe für alle Bogen zu berechnen. Man Tann 
3. B. mit dem Sinus von 30° anfangen, welcher der Hälfte des Radius glei ift; 
leitet daraus nah 362, 3. 1, den Werth für cos 30° herz; und dann durch Hülfe 
von 363, der Reihe nach, die Sinuffe und Gofinuffe von 15°, 74°, 320%, 15°, 56 15, 
28’ 74, 14° 33°, 7° 13”, 3° 3048”, 17 4513, 5237”, welder legtere Bogen 
Mein genug ift, um daraus, durd 367, 3. den Sinus und Gofinus non 1’ herzu⸗ 
leiten; daraus nad) 359, 3. die für 7’, 4°, 8°, 16°, 37°, 64’ 2c. Ferner durd Hülfe 
von 366, die von 3, von 5’, von 7°, 14°, xc.5 von 16° + 14° d. i. von 30°, und 
daraus die für 60° oder 19 und von da von Grad zu Grad fort, bis 30°, von mo 
an man, nad 366, Anmerk, 2, leicht die übrigen findet. Man ann über das Bes 
rechnen der Sinustafeln auf diefem Wege nachſehen: Tacquet Trig. prop. 1 —5 
fowie p. 346, und andere, 

Anfange bat man auch wirklich auf diefem Wege dad große Werk der Berechnung 
von Sinuötafeln von Minute zu Minute, ja von 10° zu 10° ausgeführt; und fügte 
nad) der Erfindung der Logarithmen aud die Logarithmen der Sinuffe bei. 

‚Späterhin berechnete man die Sinuffe Teihter und von Secunde zu Secunde, durch 
Hülfe von Heiden, deren Glieder Potenzen des Bogens (in Theilen des Halbmeſſers 
auögebrüdt) deflen Sinus man ſucht. Doch da diefe Reihen nit der Gcometrie fon- 
dern ‚ganz der böhern Rechnung angehören, fo Tönnen wir bier nidyt von ihnen han⸗ 
dein. Einige werden wir in dem Anbange mittheilen, 

368. Lehrſatz. Der Querfinus (NB Fig. 173) ift gleich dem 
Quadrat der Sehne (LB) dividirt durch den doppelten Radius. 


Beweis. Aus der Aehnlichkeit ber Dreiecke LNB und ALB. 


Zuf. Den Querfinus kann man alfo leicht aus der Sehne be: 
rechnen; aber noch leichter aus dem Kofinus (348). 
Anmerkung 1. Man fehe den andern Ausdruck für den Querſinus 368, 3. 
Anmerkung 2. In neuern Zeiten hat man die Querfinuffe, als entbehrlih, in 
vielen bieher gehörigen Schriften, und befonders aus allen Aare gegsriafien. Kur 


sinnBen.co" IB. zin B— . sin? B 


n 
cosnB”=cos B- 





— — — —2— 
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in einigen wenigen Altern Tafeln‘ findet man auch die Querſinuſſe befonders aufgeführt, 
3. B. in den englifhen Tafeln von Sherwin. 

369. Lehrfag. Der Graͤnzwerth fowohl für den Querfinus 
eines Bogens als für den Theil der Secante, der zwifchen dem Bo: 
gen und der Tangente liegt, tft gleich dem Quadrate des Bogens divis 
dirt durch den doppelten Radius. 


. Newton Principia I, Lemm. 11. 


Bew. Erfter Theil. Es ift: (Sig. 172) sin. vers = BJ = 5; 
da nun der Bogen die Sränze der Sehne ift, fo tft die Graͤnze des 
2 


sin. vers = 52 wo B den Bogen bezeichnet. 


Zweiter Theil AEDZACEB, alfo DE — "BCE 


CB 
_BB.cE 
TAB.CB 
aber Bogen DB ift Gränge für Sehne DB, und CB Graͤnze von 
% 
CE, alfo Graͤnze von DE = | 
Zuf. 1. Die Querfinuffe Heiner Bogen nehmen daher zu oder 
ab wie die Quadrate diefer Bogen. 
Zuf. 2. Für kleine Bogen ift der Theil der Secante, welcher 
zwifchen dem Bogen und der Tangente liegt, gleich dem Querfinug, 
und er nimmt zu wie das Quadrat des Bogens. 


Anmerkung. Dieſe beiden Zufäge find von vielfahem Nusen in der Natur⸗ und 
Sternfunde. > 


— 


— — — —— — 


IV. Eigenſchaften und Berechnung der Tangenten. 


— — 


370. Lehrſatz. Die Tangente (BE) eines Bogens (DB Fig. 172) 
oder Winkels (DCEB) ift ‚gleich dem Producte des Radius und St: 
nus dividirt durch den Coſinus; und die Cotangente gleich dem Pros 
ducte des Radius und Coſinus dividirt durch den Sinus; alfo 


in. T.cos. 
‚„ cotang —= — 
08. sin. 








r 
tang. = 


L. G. Tr. 17. 
Bew. Aus der Achnlichkeit der Dreiecke CID-und CBE, für den 
erften Theil; CHD und GFC für den zweiten. 
Cagnoli $. 56, 57, 102. 
Anmerkung 1. Man fieht hieraus 
1) daß, wenn entweder der Sinus, oder der Coſinus eines Bogens negativ ift, 
auch deffen Tangente negativ, übereinftimmend mit der Anmer?. zu 349. 
2) daß, wenn Sinus und Gofinus zugleich) negativ find, die. Tangente pofitiv ift, 
wie z. B. für die Bogen zwiſchen 180° und 270°. 
r . sin 909 


2 
3) daß die Tangente für 90° unendlich if, da tang 90° = cos O0 — —, welcher 


letztere Ausdruck eine Größe im Zuſtande eines unbegränzten Wachsthums, d. h. 
ein unendlich Großes bezeichnet. 
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Zuf. 1. Tangente und Eotangente für 450 find beide gleich 
dem Radius. 

Anmerfung 2. Hierauf beruhen die auf den Proportionalzirfeln befindlichen und 
. mit tang. bezeichneten Linien. Die Entfernung vom Anfangöpuncte bis 45° ift der 
Radius; darnach werden die Tangenten größer, aber eben darum find auf jeber 
Platte des Zirfeld zwei Sangenten = Linien befindlih 5 die eine, an deren Ende die 
Zahl 45 ſteht, dient für die Winkel, die nicht größer als 45° find; Der Radius ift 
hier die ganze Linie vom Mittelpuncte des Zirkels bie 45. Die andere Tangentenlinie, 
gemöhnlid mit t bezeichnet, fängt in nicht größerer. Entfernung vom Mittelpuncte mit 
45° an, und geht bis 70° und drüber, dient alfo für Winfel, die größer als 45° find. 
Sie ift nad einem Fleineren Maaßſtabe gezeichnet, ald die erfte, indem-bier der Ra— 
dius der Fleine Abftand des Mittelpunctes von dem Anfangspuncte der Linie ift. 

Anmerfung 3. Nicht felten fleht mit der Tangenten - Linie eine andere, gewoͤhn⸗ 
li durd S. T (Semi - Tangens) bezeichnete Linie in Verbindung, welche gewöhnlich 
die je der halben Tangenten oder richtiger die Linie der Tangenten der halben Bo- 
gen beißt. 

Es fei z. B. BG Fig. 178 ein Bogen, deffen Tangente BE; man ziehe aus dem 
Endpuncte H des Durchmeſſers BH die Supplementfehne HG, die den fenfredhten Ra- 
dius AC in D ſchneidet; alsdann ift CD das, was man halbe Tangente des Bogens 
BG, oder beffer Tangente von der Hälfte des Bogens BG nennt. Gin Maafftab, auf 
welchem dieſe fogenannten halben Tangenten angegeben find, kann mit vielem Nugen bei 
der Zeichnung von Ziguren gebraudt werden, die ſich auf die ſtereographiſche Proies 
ction beziehen, 

Zuſ. 2. Tangenten und Cotangenten find leicht zu berechnen, 
wenn die Sinuffe und Eofinuffe ſchon berechnet find. 


Zuf. 3. Die Tangente eines Bogens ift die Hälfte von der Seite 
eines um den Kreis befchriebenen Vieles, deffen Centriwinkel doppelt 
fo groß iſt, ale der dem Bogen zugehörige; fo wie der Sinus die 
Hälfte von der Seite eines ſolchen innern Vieles ift, nach dem was 
wir fchon früher bemerkt haben. So ift z. B. die Tangente eines 
Bogens von 19 52° 30% die Hälfte. der Seite von einem Viele, def 
fen Centriwinkel 30 45° beträgt d. i. von 96eck; und der Sinus von 
19:52° 30” ift die Hälfte von der Seite des.in den Kreis .befchriebe: 
nen. Yhed8.. 

Nimmt: man daher: diefe Tangente und diefen Sinus, fo ift das 
Verhältniß des Umkreiſes zum Radius größer als das 192fache des 
Sinus, und Heiner als das 192fache der Tangente. Hätte man den 
Sinus und die Tangente von 1’ genommen, fo wäre-dieß fo viel ge⸗ 
wefen als. hätte man ein 10800ecf angewendet. Man fieht alfo, wie 
leicht es ift, folche. das Verhältniß des Umtreifes zum Radius. um: 
fchließende Verhaͤltniſſe zu erhalten, fobald einmal die Sinus: und Tans 
genten= Tafeln berechnet find. Man vergleiche. damit, was wir oben 
325, Anmerkung 8 gefagt haben. | 

Zuf. 4. Die Tangente eines Bogens von 609 iſt das. Drei: 
fache. der Tangente von 30°. a 
sin 60° 2 sin 309 cos 30° 
cos 600 — sin 30° 

— 2 cos 30° 
= v3 (360, 3.2 und 362, 3. 3) 


Bew. tang 609 — 


— — ⸗ 


— VZ3 
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o__ Sn 300 3 141 
Aber tung 30 — 3*7 alſo 
tang 60° 3 tang 300 
Anmerkung. Dieſer Say ſoll noch einmal, auf eine mehr geometriſche Art, be⸗ 
wiefen werden, in der Anmerkung 1 zu 376, 3. 5 
371. Lehrf atz. Die Tangente eines Bogens iſt gleich dem 
Quadrat des Radius dividirt durch die Cotangente, und dieſe alſo 


gleich dem Quadrat des Radius dividirt durch die Tangente; alſo: 
.2 2 


tang. = 





—, ınd cotaug. = 
cotang. und 5 tang. 


Beweis. Aus der Achnlichkeit der Dreiede CEB und CFG 
(Big. 179. 

Zuf. 1. Für den Radius als Einheit ift die Tangente der reci⸗ 
profe Werth der Cotangente, und umgekehrt diefe der veciprofe 
Werth von jener. 

1. 


tang. 





tang. = — -—, und cotang. = 


L. G. Tr. 18. 

Zuſ. 2. Es kommt daher auf daffelbe hinaus, ob man durch die 
Tangente dividirt oder durch die Cotangente multiplicirt und umgekehrt, 
und wenn man mit Logarithmen arbeitet, ob man den Logarithmus 
der Tangente fubtrahirt, oder den der Cotangente addirt, und da das 
Addiren immer leichter und bequemer ald Subtrahiren, fo giebt man 
ihm natürlich immer den Vorzug. . 

372. Lehrfag. Bon zwei ungleihen Bogen hat die Tangente 
des größern zu der des Fleinern immer ein größeres Verhältniß als der 
größere Bogen zum Ffleinern. 

Vorber. Es fei JEL (Fig. 143.) der größere und JE der Hei: 
nere Bogen; JH ift die Tangente des erftern und JG die des leßtern. 
Ziehe CEG und CLH; befcdreibe aus C mit CG ald Radius den Bor 
gen VGU, welcher die verlängerte CJ in V und CH in U fchneidet. 

Beweis. Ausfhn. CGU : Ausfhn. CGV = A GU: r GV 
M El. Fr u JE | 
A GCH : A GCJ = GH: GJ, aber A GCH Ausſchn. CGU 
ind A CGJ << Ausfchn. CGV, alfo 

A GCH : A GCJI > Ausfehn. CGU : Ausfchn. CGV 
alſo and CH:GJ > r EL: JE, und 
JH :GJ > _JEL: JE. 

Anmerkung 1. Diefer Sap ift derfelbe wie der oben in 206, Zuf. 2, angeführte sz 

und Dice diefe Weife von Commandinus in der dort angeführten Stelle des Pap⸗ 
u 

’ Anmerkung 2, Der berühmte Niederländifhe Matbematifer Albert Girard hat in 
feiner vortreffliden kleinen Schrift: Invention nouvelle en Algebre diefen Sat aus 
Pappus entiehnt und ihn einfacher alfo bemwiefen : 

Es fei BFK (ig. 176) eine Schneidende, und FP eine Berührende, und 


MK || BH, fo ift 
MK : BG < GH: BG, 
aber MR: BG = FK: BF 
alſo FR: BF< CGH: BG 
und FP: BF < GH : BG 
daher AFD: A BE< GH: BG 
und = BED: A FB< BH: BG. 
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Zuf. Die Tangeriten nehmen in groͤßerm Verhäftniffe zu als die 
Bogen, und zwar um defto mehr je größer leßtere werden. 

373. Lehrſatz. Der Unterfchied der Quadrate des Radius und 
der Tangente eines Bogens verhält fih zum doppelten Quadrat des 
Radius, wie die Tangente diefes Bogens zur Tangente des doppelten 
Bogens. 

Vorbereitung. Es ſei BH (Fig. 177) der einfache, BHD der 


‚ doppelte Bogen. Ziehe BF} AB, ferner AHC, ADF, DB und 
63 L AC; ſo iſt PDE=EB, oder DB = 2DE. 


Beweis. A ABEcv A ABC, daher AB — AC.AE, md 
— —2 — 2 
AB: AC = AC.AE:AC = AE:AC=DE: Ci 
Ferner 2AB: AB— BD: DE, alfo auch 
—s — 
2AB:AC=BD:CJ = BF: CH 
2 AB: AB -+ BC—= BF: CF 
—® — — 
AB — BC: 2 AB —= BC: BF. 
2 AB. BC 
AB — BC 
oo. — 2r?2tgB 
d. i. g2B= — B 


Anmerkung 1. Dieß iſt der bekannte Sah von John Pell; und der Beweis, wel⸗ 
hen Cavaleri davon gegeben bat. S. controversia de circuli meusura p. 13 et 60. 
Anmerkung 2. Man kann diefen Sap auch ohne die Hülfe ähnlicher Dreiede be= 


weiſen: 


Zuf. BF 


AF: AB=CF:cCB. 
AF AB — CF: CB 
AB -+ BF: AB—= (BF— BC): BC 
N . —2 — 2 —: 
— BF-++ BC — 2 BF. BC: BC, 
— en —L — — — — 
2BF. BC AB — BC: AB + BF— AB — BC: AB 
2BF . BC : BF— AB — BG: AB 
2 BC : BE —= AB — BC: AB" 


2 AB . BC 
BF= 7707, 
AB — BC 
2r? . tanz B 
taug 2 B r? — Tanga B 


Diefer Beweis ift von Lagay und findet ſich in feiner fhönen Abhandlung über die 
Tangenten von den Vielfadyen der Bogen Mem. de 1’ Acad. 1705- p- 254- 
Anmerfung 3. Man kann zu unferm Sage aud fo gelangen: 





tang 2B = r . sın 2B — 2r.sinB. cos 
cos 2 B cos? B — sin? B 
2ır 
— cos B sın B 
sin B 7 os B 
2 r? 
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2 r? 
— tang B 


= 
r?2 


tang B 
2 r?2 tang B 
2 — tang? B ' 

Anmerkung. 4. Auf diefelbe Weife Fönnte man Ausdrüde für tang 3B, tang4B 
.„.. tang n B herleiten; allein es ſcheint uns nicht nöthig, darauf weiter einzu- 
ER Lehrfas. Theilt man den halben Umkreis in n gleiche 
Theile, fo ift die Summe der Sinuffe der Bogen, welche der Reihe 
nach, einen, zwei, drei ıc. bisn folcher Theile in-fich fchließen, gleich 
dem Producte aus der Cotangente von der Hälfte eines folchen Theils 
in den Radius. 

Beweis. Es fei ein folher Theil AB (Fig. 144); er heiße B; 
aledann ift AB : BE —= AE : 2 (BK-+CM-+-DO) (284). Aber 
2 (BK--CM-F DO) ik die Summe aller Sinuffe BK, KH, CM, 
MG, DO, OF der Bogen innerhalb des ganzen Umkreiſes, alfo 

chord. B : chord. supp. B = r : Summe aller Sinuffe 


— 














_ bis 1809 
und darum <hord B 
r . chord. supp. 
Summe aller Sinuffe Bis 180° — nd. Bd 
2. % chord. supp. B 
— #4 chord. B | 
r.cos#B 


= —;-—=r.cotg$B. 


| sin 4 B 
Iſt alfe B=1? fo iſt die Summe aller Sinuffe von Grad zu 
Grad genommen = r.tg 894° — 114,5886 für den Ras 
dius — 1. 
&. Vieta opp. pag. 375; und Krafft geometr. sublim. $. 100. 


nn — —z— 


V. Eigenſchaften und Berechnung der Secanten. 





375. Lehrſatz. Die Secante eines Bogens tft gleich der 

Summe der Tangente des Bogens und der Tangente feines halben 

Complements. 

Beweis. W. E = 900 — ECB (Fig. 178). Es fei W. BCF 
=3E = 4 (90°— ®.ECB); alsdann it W. ECF=ECB + BCE 


= ECB+ I — ee 
Aber W. CFB = 90° — BCF —= 90° — } (90° — ECB) | 


90° + ECB | 
| — —m 
alfo W. ECF = CFB, und darum EC—= EF= EB + BF—= 
tang W. BCE + tang W. BCF — tang ®. BCE + tang 4 
compl. ®. BCE. 
Gellibrand Trigon. Brit. Cap. XVII, pr. 6. 
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Zuſ. ‚Die Secanten können daher durch eine einfache Addition 
der Tangenten gefunden werden. 

376. Lehrſatz. Die Secante (CE Fig. 172) ift gleich der 
Wurzel aus der Summe der Quadrate des Radius und der Tangente; 
auch gleich dem Quadrate des Radius dividirt durch den Coſinus; auch 
gleich dem Producte aus Tangente und Radius dividirt durch den Si: 
nus. Die Eofecante ift gleich der Wurzel aus der Summe der Quadrate 
des Radius und der Kotangente, auch gleich dem Quadrat des Radius 
dividirt durch den Sinus; auch gleich dem Producte aus Radius und 
Eotangente dividirt durch den Coſinus; alfo 

r? - r .tang 





sec. = Yr? + tang? = — 


cosin. ‚sin 
— — r? Tr. cot 
cosec. = Yr? + cotg? = —— — I. 
. sın. cos. 


Beweis. Erfter Theil. Nro. 1 aus 87; Nro. 2 und 3 aus der 
Aehnlichkeit der Dreiecke CDJ und CEB. | 
Zweiter Theil. Nro. 1 aus 87; Nro. 2 und 3 aus der Aehn: 
lichkeit der Dreiecke CGF und CHD. 
auf. 1. Für den Radius — 1 wird die Secante der reciprofe 
Werth des Tofinus; vie Eofecante der reciprofe Werth des Sinus, 
1 


alfo sec. — ,„ cosec. — 
COs. 8111. 


Zuſ. 2. Es gilt daher für Secante und Coſinus, fo wie für Co: 
fecante und Sinus ganz daffelbe, was wir oben 371, Zuf. 2 für Tan: 
gente und Cotangente bemerkt haben. 

Zuf. 3. Die Logaritöimen von Sinus und Eofecante deffelben 
Bogens ergänzen fich daher zum doppelten Logarithmen des Sinus tot.; 
eben fo ift es mit den Logarithmen von Eofinus und Secante. 

Zuf. 4. Man fieht daher, wie leicht Tafeln für die „ogarithmen 
der Secanten und Eofecanten zu berechnen find, wenn man die Loga⸗ 
rithmen der Sinuffe und Eofinuffe fchon kennt. Aber man fieht zu: 
gleich auch, daß ihre Berechnung ganz unnuͤtz if, indem man die Los 
garithmen der Sinuffe und Eofinuffe unmittelbar ftatt ihrer gebrauchen 
fann. Daher find fie auch in den beften Tafeln weggelaffen. 

. uf. 5. sec. 60° = %2r. 








r? r2 r2 
Deweis. Sec, 60° — — — — m — — 2 Y. 
cos 60° sin 00 Sr 


Anmerkung 1. Hieraus läßt fi) leicht ein Beweis für unfern frühern Say, 370, 
3. 4 herleiten. Denn es fei W. DAB (Fig. 177) = 60°, und W. CAB = 30°, 
fo ift W. FAC = CAB, und daher AF: AB—= CF: CB —= 2:1 (206), alfo 
Anmerkung 2. Auf manden Maafftäben und auf allen Proportionalzirkeln befin« 
det ſich eine ‚Secanten » Zinie, welde auf legtern mit einem s bezeichnet iſt. Da bie 
Secanten größer ald der Radius find, und beim Proportionatzirkel es nöthig ift, den 
Halbmefler zu kennen, fo hat die Secantenlinie ihren Anfangspunct niht in dem Mit: 
telpuncte des Zirkels, fondern in einiger Entfernung davon, und eben diefe Entfernung 
ift der Halbmeiler des Kreifes, zu dem die Secantenlinie gehört; den Halbmeffer des 
beabfihtigten oder gegebenen Kreifes hat man in der Entfernung des Nullpunctes der 
einen Platte von dem der andern. 
‚ Allgemeine Anmerkung. Es würde nun bier die ſchicklichſte Stelle fein, dad Nö⸗ 
thige über die Einrihtung und den Gebraud der Tafeln für die goniometrifhen Linien 
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zu fogen. Allein da man alles hieher Gehörige in ben gangbarften Tafeln felbft, um 
year in der Ginleitung angegeben findet, fo kann man den Anfänger darauf vermeifen, 


Dritter Abſchnitt. 
Bon den Formeln für goniometrffche Linien. 





377. Man madht gegenwärtig in der Mathematik einen fehr 
häufigen und wichtigen Gebrauch von den goniometrifchen Linien und 
ihren gegenfeitigen Beziehungen, die zu diefem Ende durch Formeln 
dargeftelle werden, weiche man leicht entweder dem Gedächtniffe ein: 
prägen, oder doc, dem Auge vergegenwärtigen fann. Mehrere Schrift: 
fteller wie Euler, Cagnoli, de Gelder u. a. haben eine große Anzahl 
ſolcher Formeln aufgeftellt. Miele derfelben, vielleicht alle, laffen fi 
geometrifh, d. h. aus der Figur felbft herleiten, wie dieß, wenigftens 
für mehrere, von vorzüglichen Schriftftellern gefchehen iſt. Ausge⸗ 
zeichnet, befonders durch feine Einfachheit, iſt in diefer Beziehung 
Robertfon in feinen Elements of Navigation, IV, $. 169 — $. 225. 
Hier aber, nachdem wir die Hauptformeln geometriſch begruͤndet haben, 
ziehen wir es vor, zu zeigen, wie alle uͤbrigen, ohne weitern Beweis 
aus dieſen hergeleitet werden koͤnnen. Wir werden ſie durch mehrere 
Saͤtze hindurch in fortlaufender Ordnung aufführen, damit man die: 
jenigen, die man gerade gebraucht, defto feichter finden kann; und bes 
merken nur noch, daß fie alle für den Radius als Einheit entwidelt 
find, oder daß in ihnen durchgängig r— 1 gefeßt ifl. 

378. Die wichtigften Ausdruͤcke für die Sinuffe und Cofinuffe 
in beftimmten Fällen, find in folgenden Formeln enthalten: “ 

1. sin 0° = 0 (346, Anm.) cos. 0° = 1 (347, Anm.) 
2. sin 30% = cos. 60° = 0, 5 (360, 3. 9 
cos 30% = sin. 60° = % v3 (362, 3. 3) 





3. sin 45° = co SI Ir? = —r (362, 3. 2) 

4. sin 900 — 1 cos 90° = 0 

3. sin 180% — 0 cos 180° = — 1 [ 346, Anm. 

6. sin, 270% = — 1 cos 270° = 0 und 347, Anm. 
7. = 0 cos 360° = 1 


sin 360° 


8. sin? B-+- cos® B= 1 (369% 

9. sin? B 1 — cos? B 

| (1 + cos B) (1 — cos B) 

sin. vers. supp. B . sin. vers. B. (348, 3.) 


I 


10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 


16. 


17. 


18. 
19. 
20. 


21. 
22. 


23. 


24. 


25. 


26. 
27. 
28. 


29. 


30. 
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cos? B — 1 — sn? B 


iu (B+O)=sinB.coC+sinC.cuB] 


sin(B—C)=snB.cosC — sin C. cos B ) (366) 
cos (BA 0) = cos B .coo C— sinB. sm C 
(367) 
cs (B—C)=cosB.cosC + suB. sin 
sin 2 B — 2 sin B. cos B ($. 11) 
cos 2 B == cos? B — sin? B ($. 13) 
cos 2 B = 2 cos? B— 1 ($. 16 und 9) 
co 2 B — 1 — 9% sin? B ($. 16 und 10) 
sin (90° 4 C) = cos C ($. 11, 12, 4) 
cos (90° EC) = + sin C (8. 13, 14, 4) 


sin (180 &C) = 7 sin C (8. 11, 12, 5) 

cos (10 #0) = — cos C ($. 13, 14, 5). 

Die Werthe für 

sin (B-+- C) +4 sin (B — C) 

sin (B + C) — sin (B — C) ergeben fi) unmittelbar . 
co (B—C) + cos (B-+ C) aus F. 38, 39, 41, 42. 
cos (B — () — cos (B-Ht C) 


sn (B-HC).sin(B—C) = sin? B— sin? C F. 11, 12, 9, 10. 
= cos? C — cos? B 


sin (BC). cos(B—C) = m2Pin2e (. 11, 14, 8, 15) 


een G. 19,13, 8, 15) 

2.sin (B+C).cos (B+C) =sin 2B cos 2CH sin 2C. cos2B ($. 15, 11) 

2.sin(B—C). cos (B—C) = sin B. cos 2C—sin 2C cos 2B ($. 15, 12) 
B _C\=c0s?B _ 

cos ( +0). cos (B—C) = cos? B— sin? C (8. 13, 14, 9, 10.) 


= cos? C— sinꝰ B 


sin (B—C).cos(B-+C) = 


nn — — 


sin? B—= —— (F. 18) 


des 
2 


c»?4B— ($. 17) 
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31. sin (B-+C).sin 3 (B—C) = ee (5. 23, 29) 


32. cos4(B+C). cos 4 (BZ — C) = c0s?1C— sin? 3B 


= cos? 4 1B—sin?}C 


(3.28). 


33. sinB-+sinC = 2 sin 3 (B-+-E).cos4 (B—C) (8. 4) 

34. sin B—sinC —= 2 sin 4 (B—C).cos4(B-+C) (8. 25) 

35. cos B-+cosC = 2% cos 4 (B-+C).cos 4 (B—C) ($. 238, 30) 

36. cos C—cosB = 2 sin4 (B-+C).sin 41(B—C) (5.2%,2%9) 
cos C—cosB fiche F. 48. 





37. sinB.cosC — sin B— 7 sin? C. sin B ($. 9) 
38. sinB.cosC = % sin (B+O+ }% sin (B—C) (8.11, 19 
39. sinC.cosB = %sin (B-++C) — 3 sin (B—C) (8.11, 19) 
40. cosB.cosC —=.cos C — 2 sin? L B.cnoC. 

41. cos B. cos C — 4 cos (B+C) + 1 cos (B—C): (8..13, 14) 
42. sinB.sinC = %cos (B—C)— 4 cos (B-H C) (8. 13., 14) 
43. sin. vers. B= 1 — cos B (348, 3.) 

44. sin. vers. B —= 2 sin2 3 B (8. 43, 9).. 

"rina B 

45» sin. vers. B =. in vers. supp. B” (363, 3:) 

46. sin. vers. B — sin. vers. C = cos C.— cos B. ($. 43). 





 ———— | 


sın B 
os B 
os B > (3703 
cos F 
48. cotang B = — 
ot _ 
cotang B 

— _ 

tang B 
91. tang 45% — cotg 450 — 1. 


47. tang B 


49. tang B 
(371, 3.) 
90. cotang B = 


52: tang B-+ tan C = sin (B B+t o (F. 11, 47) 


cos B.cos€ 





»- 


59. 


61. 


tang B—-tugCc= 


ctg B+t otgClt = 
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sinB. 


sin (B— C) 
cos B. cos C 


sin in Ar @. 11, 48) 


(8. 12, 47) 





cotg C— cotgB= 0 ($. 12, 48) 


sin B. sın C 


tang? B — tang?C = 


tang? B— tan? C = 


sin (B-+ C). sin (B— C) 
cos? B. 

sin? B— sin? C 

cos? B. cos? C (8. 23, 





(8.52, 53) 


cos? C 


96) 


cos® C — cos? B 


sin (B - +06). 


ee 
cos? B . cos? C 


sin{B — C) 


cotg? C — cotsꝰ B = “sin? B. sin? C @. 54, 8) 
in? B— sin? 
cotg? C — cotg?B = sin B — in? € 
B 
ang (B-+ C) = KIEITE (F. 11, 13, 47) 
B— 
tang (B— c) = Ita F rad ẽ 812, 14, 47) 
1—tgB.t 
cotg (B-+ C) = rn re G. 50, 60) 
—cotg B. cotg C — 1 
cotg B—+ cotg C 
1 t 
colg (B — (0) = ne (8. 50, 61) 
1+ 18 B 
tang (45° +B) = TE: (8. 51, 60, 61) 
nn __ ._2tang B 
tang ?B= T— tang® B (8. 60) 
„r1 — cos B 
tang 4 B = V Kerze (8. 29, 30) 
| in B ’ 
tang } B= Peer: (3. 66, oder $. 15, 30) 
f RL. 
tang % B sin“ B ($. 67) 


== sin B(1 + cos B) 
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1 — cos? B 





69. tan} B= sin B(1 - cos B) (8. 68) 
— B 
70. uns B = 1 . 69) 


72. cot B=1 cos B 

8} ——— (F. 67) 
73. cotg yB = eosec B-+ cotg B (376, 3.1, $. 48, 7%) 
74. tang 4B-+ otg}B= 2 cosec B ($. I 73) 
cos B-+ sin 


71. tang 4 B = cosec B — cotg B (376, 2. 1, $. 48, 70) | 

















75. tang (45° IB) = BE Fanny B (8. 64, 47) 
76. tang? 455 +4 B) = wre (8. 75) Ä 
7. iang B+O)—= —6 33,35) Bu 
78. og} B+ = an ($. 34, 36) 
9. BB = — (8. 34, 35) 

80. 0 - = — G. 33, 36) 
.atg-iitttenn 
82 ctg4(B-+ C) _cosB- cos G 

tang 3 (B—C) cos C — cos B 


83. sec B= u B-- tang } 
(376, 3. 1) 


compl. B (375) 


84. sc B= — B 


85. seceB= V1- tan? B (376) 





_1+t®}B 
8. secceB = T—%: 58 (376, 8. 29) 
87. sec B— 1ig B. ig IB ($. 47, 13, 84) 
88. cosec B == 55 


89. coseeB—= Y1-+ cog?B- 


Anmerfung. Diefe vorftehenden Formeln enthalten Ausdrücke für Sinus, Gofinus 
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und Tangente, welche oft gebraucht werden; wir halten es daber für nuͤhlich, ſie hier 
noch beizufügen. Sie find ſämmtlich aus Cagnoli entlehnt. 


379. Der Sinus eines Bogens kann durch folgende Formeln 
ausgedruͤckt werden: | 

















90. sinB=V1-— cos? B 
91. snB=cosB.tangB 
. cos B 
3. sin B= — B 
- , 1 
93. B= —— — 
Yu vi + cotg? B 
9. sin B — tag Bo | 
vi rt tang? B | 
05. sinB=.235 cos $ B | 
. | — cos 2 B 
06. sinB= va ) 
. — — 4 F 
97. sin B= IF tang? 4 B (5. 85, 84, 95) 
2 
98. sinB = Gy BF es y B ($. 74). 
9. suB— 1 (F. 70 


cotg B + tg 4 B 
100. sin B= 2 sin? (45° + 3 B) — 1 (8. %9, 20) 
101. sin B= 1 — 2 sin? (45° — 3 B) (8. 9, %0) 
1 — tg? (45° — 4 B) 
Fig ey) 9 

un (450 +4 B) — 18450 — 4 B) | 
103. sin B= ig (45° £ 45) Fig 45° —% 5) (8. 75, 8, 95) | 
104. sin B= sin (60° + B) — sin (60° — B) (8. 11,9 


380. Der Eofinus eines Bogens läßt fih durch folgende Aus: 
druͤcke darftellen: 


-105. esB=V1—sin?B (®. 10) 


sin B 


106. cos B— ng B ($. 47) | 
107. cos B= sin B. cotg B (6 48) 


1 
108. cos BR= sccB (F. 84, 85) 


102. sin B 
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cotg B 
VIE cotge B 
110. co B= cos? 4 B— sin? 3 B ($. 16) 


109. cos B= (5. 89, 88, 48) 





111. cos B 1 — 2sin? LB ($. 18) 
112. cs B=2c0? 43 B—1 ($. 17) 
113. cs B= ve + m2®, (8. 17) 
_1—tg?4B 
114. cos B = 1fFt?yB (8. 86, 84) 
_ectg3B—ts4B 
115. co B= — BA IB ty RB ($. 71, 73) 
— 1 
116. cs B=77%B. sin ($. 87, 84) 
117. ccsB= 


BES FIGHT m rTn 8 
118. cos B= % cos (45° + 3 B) . cos (45° — 3 B) (5.238) 
"119. cos B = cos (60° + B) + cos (60° — B) ($. 13, 2) 

381. Für die Tangente eines Bogens hat man folgende Werthe: 





sin B 
120. tang B= cos B (8. 47) 
1 
121. tang B= ‚cotg B (5. 49) ! 


12. ug B=Vv(—5)— 1 (8. 84, 8) 





_VI=osB 
124. tang B= ——s:B 
__. 2tang 4 B 
125. tang B= (F. 65) 
tg 1 B 
127. tang B — 2 = 8. 16) 


ctg4B — tg 
128. tang B= cotg B— 2% cotg 2 B ($. 65) 


129. tang B= east ($. 70) | " 


Bon dem Gebraude der trigonometrifhen Tafeln 2c. 289 
sn 2 B 
1-+ cos? B * 
— 1- cos 2B 
131. tang B v( IF 00025) (F. 66) 


132. tangB= ag (ST HAM) 1 5° — EP) (8. 75) 


1%. tang B = 67) 


Vierter Abfehnitt. 


Bon dem Gebrauche der frigonometrifchen Tafeln zur leich- 
tern Berechnung mander Größen, 





382. Lehrſatz. Jede Größe, die ein Achter Bruch ift, und, 
welche Veränderungen fie auch erleide, dieß ftets bleibt, kann man als 
den Sinus eines Bogens anfehen; eben fo fann man jede Größe, die ein 
Bruch if, und bei Veränderungen, die fie erleidet, den Werth ſowohl 
. jedes beliebigen Achten als unaͤchten Bruches, alfo auch jeder noch fo 
großen ganzen Zahl, annehmen kann, als die Tangente eines Bo: 
gens betrachten. 

Beweis. Nimmt man den Radius zur Einheit, fo find alle Si⸗ 
nufle (Achte) Brühe; die Tangenten find Achte Brüche bis 450, von 
da an werden fie unächte Brüche und zum Theil ganze Zahlen. 

Anmerfung, Die Secanten, die immer größer ald der Nadius, find unädhte 
Brühe und ganze Zahlen, 

383. Lehrſatz. Wenn man in einem Ausdrud von der Form 
ab — cd=x, wo a, b, c, d jede beliebige Größe haben können, 


nur fo, daß fletd ab << cd, V () == cos A feßt, fo iftab— cd 


= x==cd.tang? A. 


Dew. xzm=ab—cd= cd (2 — 1)= cd — 1] 
\ = cd. (sec? A — 1) 
— cd. tang? A. 


Zuſatz. Da man jeder Zeit ab = p? und cd = g? ſetzen 
fann, fo hat man auch, wenn x = p? — q? und * = cos A, 


x== q?. tang? A. 
384. Lehrfas. In jedem Ausdrud von der Form x — ab + cd 


tann man, welche Größe auch a, b, c, d haben, Y ()=tangA 


ab 
fegen, und erhält alddann x — — 


v. Swinden Geometrie. 19 





+ 
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cd 


Bew. x=ab-+ cd ab a+ 
—=ab(1 + ang Aa) 
= ab.sedA— — 

auf. 1. Man kann auch 

cotg A v( 
feßen, und erhält alsdann 


cos? A 


— a 
sin? A 
Zufag 2. Nimmt man ab — p? und cd — q?, und feßt 





3 — tang A, fo erhält man 
pP pe 
"005? A 
385. Lehr ſatz. Sekt man in einem Groͤßenauedrucke von der 
—_ıTa La 4— _._P 
Sem x=Vp? + q3, „= tang A, fo erhält man x — ch 


— — 2 
dw. x—Vpae Fae ⸗pV( + 33) 
=pyVi1-+ tan? A=p.scä 
\ — p 
cos A’ 
386. Lehrfag. Wenn man in einem Ausdrucke von der Form 
x—=Vp? — q2, > = cosA feßt, fo erhält man x == p sin A; 


und nimmt man > =smA,ftix=p.cos A. 





— q428 (pVTEM-— 
Bew. x*V PP Le? Vi cos?2 A 





„IP. sin A 
pP. cos A. 
387. Lehrſatz. Sest man in einem Ausdrude von der Form: 
b b 
xm=m — _ = tang B, fo erhält man dadurch 
x==m.tang (45 + B). 
b 
Bew. x=m 87 _, ‚iE#eB 
" — — b 57 17is B 
17 7 


= m. tang (45° + B). 


unten — — — — LE 
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Trigonomertrie 


Einleitung. 


388. Erklärung. Die Trigonometrie tft die Wiffenfchaft, welche 


und Dreiecke, ausmeflen oder diefelben auflöfen lehrt *). 
L. G. Tr. 1. 


Anmerkung 1. Wir werden und bier auf die Auflöfung geradliniger Dreiecke bes 
ſchränken. Man nennt diefen Theil der Trigonometrie gewöhnlich ebene Trigono⸗ 
metrie, weil die Seiten jedes geradlinigen Dreieds in einer und derfelben Ebene lie⸗ 
gen, und ftellt ihr entgegen die ſphäriſche Trigonometrie, welche die ſphäriſchen oder 
Kugel = Dreiede zum Gegenftand ihrer Unterfuhung nimmt, — Dreiede, deren Scis 
ten als Normaltreisbogen einer Sphäre nie in derfelben Ebene liegen. 

Anmerkung 2 Was man Dreiedömeflung (Trigonometrie) nennt, follte eigentlich 
Dreiedöberehnung beißen, da man die unbekannten Seiten und Winkel eines 
Dreietks durch Rechnung findet — eine Beftimmungsart, die bei den Alten gar nicht 
vorkam, und wovon fih z.B. im Euflided au Feine Spur findet, 

Linien und Winkel werden dort als befannt angefeben, wenn fie ihrer Größe nad 
gegeben oder durdy die übrigen Stüde der Figur, zu der fie gehören, beftimmt find 3 wo⸗ 
von wir in der Anm. 2 zu S. 478 ein bemerfenswerthes Beifpiel anführen werden. — 
Da wir alfo redhnen müflen, fo werden wir von Multiplication und Divifion von Li⸗ 
nien d. i, von Zahlen, welche die Größe diefer Linien darftellen, ſprechen; wie wir dieß 
fon in der Anm, 1 zu 325 gethan, und noch umftänblidyer in der Anm, zu 354 er⸗ 
örtert haben. 


389. Erklärung. Dean fagt, ein Dreieck werde aufgelöft, 
wenn aus zwei Winkeln und einer Seite, oder aus zwei Seiten und 
einem Winkel, oder aus allen drei Seiten deflelben, als den befann: 
ten und gegebenen Stücen, die übrigen (durd) Rechnung) beftimmt 
werden. Und die Erforfchung der Regeln, weldye man, um zu diefer 
Beſtimmung zu gelangen, befolgen muß, ift es, welche den Zweck der 
Trigonometrie ausmacht. 


Anmerkung 1. Die Trigonometrie fest voraus, daß die gegebenen Stüde hin⸗ 
reichend find, um von ihnen als den befannten zu den gefudhten zu gelangen, Daß alfo 
dadurch, daB man den gegebenen Stüden beftimmte Größenwerthe beilegt, aud) die 
übrigen nothiwendig bejtimmte Werthe annehmen, daß es mithin nie zwei Dreiede ges 
ben fann, die in den gegebenen Stüden übereinjtimmten, in den übrigen dagegen ver: 
ſchieden waͤren. Dieß ift au der Grund, warum in der Erflärung nidt der Fall mit- 
aufgeführt worden ift, wo bloß die drei Winfel in zwei Dreieden einzeln gleich find, 
denn aus dem vierten Buche weiß man, daß dann die Dreiedle blos ähnlich, und zwar 
jede Seite des einen gleich wielmal größer oder kleiner ald die entfpreddende des andern 


) Eine weit umfaffendere und richtigere Beſtimmung de3 Begriff8 der Tri ono: 
metrie findet man in: v. Munchow's Srundiehren der cbenen und ſphäriſchen Trigo: 
nometrie zc. Bonn 1836, 9. 6. NY des Ueberſ. in: 

1 
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ift, aber eben darum je zwei folder Seiten nichts weniger ald unter einander gleich zu 
fein brauden. , , , 

Es laffen fi) daher auch bei der Unterfuhung über die Beftimmung der noch feh⸗ 
lenden Stüde eines Dreiedö aus den übrigen gegebenen nur drei Zälle unterjcheiden, 
die nämlich), melde wir in der Erftärung felbft nambaft gemacht haben. Und daß in 
dem erften und legten Zalle durch die gegebenen Stüde die übrigen in der That voll- 
kommen beftimmt feien, geht aus den Sägen 46 und 50 im erften Buche Flar und be- 
ftimmt hervor. Daffelbe gilt im Ganzen von dem zweiten Yale, nur mit dem Unter- 
ſchiede, daß man bier unterfheiden muß, ob der gegebene Winkel zwifchen den gegebe- 
nen Seiten liegt oder nit; findet das erftere Statt, fo leuchtet die Wahrheit unferer 


Behauptung aus S. 45 hervor ; ift dagegen der gegebene Winkel der Gegenwinkel für _ 


eine der gegebenen Seiten, fo ift nah S. 49 im erften Buche durch Die gegebenen Stüde 
Alles beftimmt , wenn man nur nod weiß, ob der Gegenwinfel der andern gegebenen 
Seite ſpitz oder ftumpf ift. Denn find (Fig. 68) die Seiten AD, DC und Winfel A 
gegeben, fo.laffen fi zwei Dreiede ADC und ADB conftruiren, die in diefen Stüden 
übereinftimmen und gleihwohl nicht nur hinſichtlich ihres Zlächeninhaltes ſondern auch der 
drei übrigen Stüde verfhieden find. In jedem alle aber find die beiden Dreiecke 
fo befhaffen, daß der Winkel ACD in dem einen dad Supplement von dem Winfel B 
des andern it. Da nun Supplementarmintel einerlei Sinus haben (346, 3. 1), To 
kann man,-fo oft eine Rechnung, durch welche man einen Winfel zu beftimmen ſucht, 
dahin führt, daß man einen Werth für den Sinus diefes Winfels findet, nicht wiſſen, 
ob man den in den Tafeln neben dem gefundenen Sinus ftehenden fpiten Winfel oder 
deffen Supplement ald den geſuchten betrachten fol. Ob beide Werthe zuläffig find 
oder nur einer und welder, kann nur aus der befondern Befchaffenheit der jedesmaligen 
Aufgabe entſchieden werden. 

Anmerfung 2. Man pflegt gewoͤhnlich "bei der Auflöfung der Dreiecke die recht: 
vwinfeligen zuerft und abgefondert von den ſchiefwinkeligen zu behandeln. Und es ift 
ohne Zweifel, daß die erftern größere Leichtigkeit und Einfachheit für die Auflöfung 
darbieten, als die legtern, darum weil ein Stück, der rechte Winkel, in ihnen ſchon 
zum Boraus beftimmt und gegeben ift. Woraus dann ferner folgt, daß fein Sinus 
glei) dem Radius, und jeder der’ beiden :fpigen Winfel das Gomplement des andern iſt. 

Anmerkung 3. Wir wollen bier nod eines Hülfsfages erwähnen, den wir im 
Folgenden oft anwenden werden. Bon zwei Größen A, und B erhält man die groͤ⸗ 
fere (A), wenn man zu ihrer halben Summe 4 (A -H B) ihren halben Unterſchhied 
3 (A —B) addirt ; zieht. man dagegen diefen halben Unterfchied von der halben Summe 
ab, fo erbält man die Pleinere Größe CB). 


Erfter Abſchnitt. 
Von den rehtwinfeligen Dreieden, 


- 





3. Lehrfas. In jedem rechtwinkeligen Dreiecke verhält fich 
der Radius zum Sinus eines der fpigen Winkel, ‘wie die Hypotenuſe 
zu der Cathete, welche diefem Winkel gegenüber liegt; dagegen ver- 
hält fich der Radius zur Secante eines der genannten Winkel wie die 
an diefem Winkel anliegende Eathete zur Hypotenuſe. 

L. G. Tr. 42. 

Vorbereitung. Man nehme an, Cd (Fig. 172) fei der Radius, 
gdb der mit ihm aus C befchriebene Umkreis; ferner fet di | Cb, dh 
und DH _| Cg, und Cg | Ch. 

Beweis. Erfter Theil. Aus der Achnlichkeit der Dreiecke Cdi 
und CDJ verbunden mit 346. 


vv |——: at“ 


Bon den reohtwinfeligen Dreieden, 293 


Zweiter Theil. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke CDJ und Ceb 
verbunden mit 351. . | 

Anmerfung 1. Diefer Sag ijt eigentlid nur ein befonderer Fall von 393, 

zuf. 1. r: cos W. CD = CD: DJ Ä 
r:cos W. DC) = CD: (J 
Zuſ. 2. DJ: CD=r:cosec W. DEJ —= sin ®.DCJ: r 
CH: CD—r:cosec B. CDJ — sin B.CDJ:r| 376 3. 1. 

Anmerfung 2. Da man in den beften Tafeln die Secanten nicht findet, fo ift es 
r gut, wenn man alle Säge und Regeln für die Secanten und Eofecanten in Säge und 
| Regeln für die Gofinuffe und Sinuſſe ummanbelt. 


Zuſ. 3. in 4 ic PM 378, 5. 29. 


2CD 
CD—DJ 
alſo .CcDJ = — — 4. 
iſ sin 4. CD (> 
Cagnoli $. 217. 
CD — DJ 


guſ. 4. 1 EB. DI = ur 378, 8.29 u. 30). 


391. Lehrfag. In jedem rechtwinkeligen Dreiecke verhäft ſich 
der Radius zur Tangente eines der fpigen Winkel, wie die an diefem 
Winkel anliegende Cathete zur andern. 

L. G. Tr. 43. 

Vorbereitung. Wie für den vorigen Satz; außerdem be _| Cb, 
und GF | Cg. 

Beweis. Aus der Achnlichkeit. der Dreiecke CDJ und Che; in 
Verbindung mit 9. . | 

Zuſ. Daher iſt auch: 

CJ:Di=r: cotang W. CDJ. 
DI: J =r: cotang W. DCJ; 


. Regeln | 
zur Auflöfung der vier Fälle, die bei rechtwinkeligen 
Dreiecken vorkommen. 

Anmerkung. Sind drei Stüde eines Dreieds gegeben, ſo kann man immer (mit 
Ausnahme der ſchon früher bereits ausgefchiedenen Fälle) jedes der drei. übrigen unmit⸗ 
telbar d. h. unabhängig von den beiden andern finden, Aber man kann au, und dieß, 
ift oft nod bequemer und beſſer, erft eines derfelben bejtimmen und dann durch Hülfe 
diefes bereits gefundenen die übrigen, So wird 4. B. in dem ?ten der folgenden vier 
Faͤlle die gefuchte Seite entweder ummittelbar gefunden, durch die erite Auflöfung 
(II, Nro. 2), welde fih auf (87) ftügt, oder noch leichter dadurch daß man zuvor 
en Gegenwinkel ſucht, und dann II, Nro. 1 anwendet, Daſſelbe gilt von dem vier- 
ten Fall. . 

I. Erfter Fall. | 
Gegeben: Die Hypotenufe und einer der fpigen Winkel. 
Sefuht: Die beiden Eatheten und der andere Winkel. 
Auflöfung : 
1) Segenfeite (des gegeb. Wink.) — 
.. . gegeb. Wink. 
2) Anliegende Seite — Hyp. . cos. gegeb. Wint. (3%, 3. 1). 


radius 


3) Geſuchter Winkel — compl. gegeb. Wink. 


392 


‚Kyp. . sin. gegeb. Wink. (390). 


radıus. 





— a WE. _ __.. 
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ii. Zweiter Fall. 
‚ Segeben: Hypotenuſe und eine Cathete 
Geſucht: Die andere Cathete und die Winkel. 
Erfte Auflöfung. 


. Seite . radi 
1) sin. Gegenw. (d. gegeb. Seite) = ‚gegeb. Seite . radius 


Hypoten. G00) 
oder & 

gr — gegeb. Seite. radius 
cos. anlieg. -Wint. — en ER, 8.1) 
2) gefuchte Cathete — A Tee Seen... Hypot. (390) f 

__ ang. Gegenw. . gegeb. Seite (391) 
— radius | 
oder auch | \ 


gefuchte Cathete = V (Ayp.)? — (geg. Cath.)? (87, 3.2) 
— V [(Hyp.+geg. Cath.) (Hyp. —geg. Cath.)] 
Zweite Auflöfung für die Winkel. c 
Hyp. — gegeb. Cath. 
L anlieg. Rint. —y | 27 > — | (390, 3. 3 
Hyp. — gegeb. Kath. 
Hyp. + gegeb. Cath. ] (390, 3. 4). 
Anmerkung. Giebt eine Rechnung als Refultat den Gofinus eines fehr Heinen 
oder den Sinus eines einem Rechten fehr nahe Pommenden Winkels, fo kann man durch 
die gewöhnliden Tafeln Feine große Genauigkeit erlangen, weil in diefem Falle die Co— 
finuffe und Sinuffe für eine ſchon merkliche Beränderungsdes Winfeld oder Bogens ihre 
eigne Größe nur wenig ändern, Das Gegentheil findet "Statt für Sinuffe Fleiner und 
Gofinuffe folder Winkel, die nahe einem Rechten glei find; man muß daher bei Aufld- 
jungen zur Erreihung des möglid größten Grades der Genauigkeit diefen Umjtand be- 
rüdfichtigen, 
III. Dritter Fall. 
Gegeben: Eine Cathete und ein Winkel. | 
Sefuht: KHypotenufe, andere Cathete und Winkel. \ 
Auflöfung: 
1) Geſuchter Wintel — compl. gegeb. Wink, | 





rang anlieg. Wink. ⸗ V | 





—gegeb. Kath. . radius 
os. anlieg. Wind, 00, 8 1) 
— _gegeb. Cath. . radius (390) 


sin. Gegenwink. 
— _gegeb. Cath. . sec. anlieg. Wink, 


radıus SW) 
gegeb. Sath. . cosec. Gesenwint. _. 
— gegeb. Cath. © souer, Segenwink, (3%, 3. 2. 


| 3) Geſuchte Cathete — gegeb. Kath. me. anlieg. Wink. (391) 
gegeb. Kath. .cotg. Gegenwint. 
— radius 


391,3). 
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EV. Bierter Fall. 
Gegeben: Die beiden Catheten. 
Geſucht: Die Hypotenuſe und die beiden Winkel. 
Aufloͤſung: & 
a __ anlieg. Seite radius 
f) cotang. gefucht. Wink. — Segenfeite 
Segenfeite . radius 


anliegende Seite 
(390). 


(391, 3.) 


oder tang. gefucht. Wink. 


Cath. >< radius 
sin. Gegenwint. 


2) Aypst. = 
Ccath. >< radius 
EP = anlieg. Win 090, 3. 9) 


__ Kath. >< cosec. Gegenwint. 


radius 


— _Eath. X sec. anlieg. Wink, (390). 
radius 


3) Hypot. = V (eine Eath.)2 + (andere Cath.)?2 (87) 
| — eine Cath. v [1 + Fer —2 ] 


Anmerkung 1. Wenn man, was freilich das einfachfte ift, den radius — 1 feht, 
fo muß man darauf beim Gebraude der Tafeln die gebührende Rückficht nehmen, und 
alle Sinuffe und Eofinuffe, die Zangenten bis 45° und Gotangenten über 45° als 
achte Brüde betrachten, alfo wenn man mit Logarithmen rechnet, die Characteriftit des 
Refultates, ſo oft dieß der Logarithme von einer Seite ift, um 10 vernindern. 

Anmerkung 2. Wenn man, wie dieß in der Praxis faft immer der Fall ift, mit 
Logarithmen rechnet, fo wird die Rechnung einfacher, wenn man, anjtatt einen Loga⸗ 
rithmus zu fubtrabiren , feine decadiſche Ergänzung addiert, Eben fo muß man bei %o« 
garithmen immer in dem II und IV all den Ausdrud in Rro. 3 gebrauchen, weil 
die Rechnung ſich vereinfacht, 


(391). 


(3%, 3. ) 


— — — — — 


Zweiter Abſchnitt. 
Von den ſchiefwinkeligen Dreiecken. 





393. Lehrſatz. In jedem Dreiecke (ABC ig. 179) verhalten 
ſich die Seiten zu einander wie die Sinuſſe ihrer Gegenwinkel, alſo: 
AB: BC sin C: sin A 
AC: BC = sm B: sin A 
AC:AB=sinB: sin C. 
L. G. Tr. 44. 
Vorbereitung. Ziehe AH | BC und BE | AC. 
Beweis. Aus 390 und 156. 
Anmerfung 1. ft Dr. ABC 3 B. in A rechtwinkelig, fo hat man: 
: BC = sin B:: sin 9° 
AC: BC —= sin B: radius 


Bu unjern Sah 390 giebt, der alfo nur ein befonderer Fall dieſes allgemeinen 
age iſt. . 
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Anmerkung 2. Auch unfer ſuterer Satz 391 wird leicht aus dem vorſtehenden 
N) - 


hergeleitet. Denn tft A = 9°, 
AB: AC = sinC:sinB 
= cosB:: sin B 
sin B 
cos B 
= r :tangB. 
Anmerkung 3. Ift einer der Winkel z. B. A ein fiumpfer, fo follte man eigent= 
lich anſtatt sin A haben sin. suppl. A; allein wir haben oben in 346, 3. 1 gefchen, 
daß daB Supplement eines Winkels denfelben Sinus bat, wie der Winkel felbft; und 
wollte man die Nichtigkeit diefer Behauptung aus unferem Sage hergeleitet haben, fo 
betrachte man Fig. 22. In ihr ift 
AD ® A HCD, alſo 
AD:DC = AB: CH 
Aber im Dr. CAB ift: 
AB: CA = sin ®. ACB: r 
und im Dr. CAH 
CH : CA = sin W. CAH : r 
alfo AB: CH = sin ®, ACB: sin W. CAH, 
und darım aud 
AD : DC = sin W. ACB : sin W. CAH. 
Aber im Dr, ACD ift: 
AD : DC = sin W. ACD : sin W. CAD 
alfo sin W. ACB : sin W. ACD = sin W. CAD : sin ®, CAD 
mithin sin W. ACD = sin W. ACB d.h. sin W. ACD = sin. suppl. W. ACD. 
Anmerkung 4, Diefer Say dient die Seiten eines Dreiecks zu finden, wenn eine 
derfelben und die Winkel gegeben find, oder die dritte Seite zu finden, wenn bie bei= 
den andern und einer ihrer Gegenwinfel gegeben. Aber man achte in diefem Yalle auf 
dad, was wir in 389, Anm. 1- über die Befchaffenheit der unbekannten Winkel gejagt 
baben, Wir werden Anwendungen diefes Sages in dem erften und zweiten Falle finden. 


394. Lehrſatz. In jedem ungleichfeitigen Dreiecfe ABC ver: 
hält fi die Summe zweier Seiten (BC —+ AB) zu ihrem Unterfchiede 
(BC — AB) wie die Tangente der halben Summe ihrer Gegenwin- 
fel [tang 4 (A + C)] zur Tangente des halben Unterfchiedes diefer 
Winkel [tang 3 (A— C)]. 

L. G. Tr. 47. 

Beweis 1. BC: AB = sin A: sin C (393) 

BC-+-AB:BC—AB = sinA vo) sinA— sin C 

—= tang}(A-+C):tg4 (A—C) (378, 5.81). 

Beweis 2. Aus Figur 180. 4 X 

Zuf. 1. Kennt man in einem Dreiecke zwei Seiten und den von 
ihnen eingefchloffenen Winkel, fo kennt man auch 1) die Summe je: 
ner Seiten, 2) ihren Unterfchied,, 3) die Summe ihrer beiden Gegen: 
winfel, die das Supplement zu dem gegebenen Winkel bilder, kann 
alfo durch unfern Satz den halben Unterfchied diefer beiden Winkel 
finden, und daraus durch den Hülfsfas 391, Anm. 3, die einzelnen 
Winkel felbft herleiten. Unſer Satz dient alfo ganz eigentlich dazu ein 
Dreieck aufzulöfen, wenn zwei Seiten und der zwifchen ihnen liegende 
Winkel gegeben find. 

Anmerkung 1. Diefer Sag ift nur anwendbar bei ungleigfeitigen Dreiedenz nicht 
bei gleihfeitigen, da in ihnen ſowohl der Unterfchied zweier Seiten als zweier Winkel 
Nul iſtz aus eben dieſem Grunde auch nicht bei gleichſchenkeligen, wenn der gegebene 
Winkel der von den Schenkeln eingefchloffene ift. In den übrigen Zällen beim gleich⸗ 
ſchenkeligen Dreiede wäre zwar die Anwendung des Sapes zuläffig, allein man bedarf 


ihrer dann nicht, da ſchon ohnehin alle Stüde des Dreiecks bekannt find. 
Anmerkung 2. Sind in einem gleichſchenkeligen Dreiede (KBH Zig. 79) die bei⸗ 





1 
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"den Schenkel und der von ihnen eingefchloffene Winkel gegeben, fo fälle man aus der 
Spige B die Senkrechte BJ; da durch diefe fowohl die Grundlinie ald der Winfel an 
der Spige halbirt wird, fo bat man: 
r:sin3 KBA=KB:4 KH 
oder, (mad noch leiter) da alle Winkel eines gleichſchenkeligen Dreiecks beftimmt find, 
“wenn man einen Fennt, man findet die dritte Seite durch S. 393. 
u. 2. Da aA+c—= 180° — B 
alſo 3 AO) = 1 — IB 
oder 4 (A C) = compl. 4 B, 
daher tang & (A C) = cotang. 4 B 
fo kann man unfern Satz aud) fo ausdräden: 
BC - AB: BC — AB= cotg4 B:tang 4 (A — C) 
und man erhält den 
größern Winkel A — compl. 4 B + 4 gefund. Unterfchied 
Heinern Winfel C = compl. 4 B — 3 gefund. Unterfchied. 
Zuf.3. BE— AB:BC-H- AB=tgtB:cotg4} (A—C) (371,3. 1) 


alfo ‚ coig 4 (A — C) vĩ tang } B 
\ AB 
Ir 
= .tg4 B 
BC 


Anmerfung 3. Man braudt alfo, um die Winkel zu finden, nit die Seiten 
felbit zu Pennen; es ift genug, daß man ihr Verhältniß Er kenne. 


Zuſ. 4. Setzt man in Zuſ. 3 — tang a, fo hat man 


a gt vyn 


= 18 (45°-+-a). tg 4 B (378, $.64) 
395. Lehrſatz. In jedem ungleichfeitigen Dreiecke verhält ſich 
die größte Seite (AC Fig. 181) zur Summe der beiden übrigen 
(BC + AB), wie der Unterfchied eben diefer beiden (BC — AB) zum 
Unterfchied der beiden Segmente (EG — AE), in welche die größte 
Seite durch ihr Hoͤhenperpendikel getheilt wird. 
Bew. 1. : Aus 87 3.2 auf die Drr. ABE und CBE angewandt, 
verbunden mit 81. 
Bew. 2. Aus Fig. 181. “ 
Zuſ. Aus unferem Satze 
AC: BCE 4 AB=BC— AB: EC — AE 
ergiebt fih, daß wenn AC, BC, AB gegeben find, auch EC — AE 
gefunden werden kann, alfo auch, durch Huͤlfsſatz 391 Anmerk. 3, die 
Segmente EC und AE feldft, da man auch ihre Summe d. i. AC kennt. 
Sind nun AE und EC beftimmt, fo findet man durch ©. 390 in 
den rechtwinteligen Dreiecken ABE und CBE die Winkel A und C, 
daraus Winfel ABE und CBE, und aus ihnen B. Man kann alfo, 
“wie man hieraus fieht, durch Verbindung unferes Satzes mit S. 390 
die Winkel eines Dreiecks finden, deffen Seiten befannt find. 
Anmerkung. Aus denfelben Gründen, die wir in Anmerkung 1 zum vorigen Satze 
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angegeben haben, IAßt fi unfer Sag nicht auf diejenigen gleichſchenkeligen Dreiede an⸗ 
wenden, in denen die Grundlinie die größte Seite ift, und eben fo wenig auf gleichſei— 
tige Dreiede ; aber bei legtern bedarf es auch Feiner Bejtimmung der Winkel (51, 3.3), 
und bei erjtern, wo der Winfel an der Spige immer dur die Senkrechte auf die 
Grundlinie, fo wie diefe ſelbſt, halbirt wird, Tann man durch Auflöfung eines einzigen 
rehtwinfeligen Dreiecks die Größe aller Winkel beftimmen ; denn 

AB: AAC=[r:coA=r:sin!i 


396. Lehrf a tz. In jedem Dreiecke verhäft fid) der Radius zum 
Coſinus eines der Winkel, wie das doppelte Rechterf aus den diefen 
Winkel einfchließenden Seiten zum Veberfchuß der Summe der Qua: 
drate eben diefer beiden Seiten über das Quadrat der dritten Seite, 

alfo (Fig. 66) 
.. r:co W.BCA = 2 AC.BC: BC + AC — AB. 

L. 6. Tr. 45. 

Bew. Fällt man die Senkrechte BD, fo ift (90) 

BA—= BC-+CATF2AC.cD. 
"Aber in dem rechtwinteligen Dreiecke BCD ift 
BC :CD=r: cos BCD, 
alſo, rr = 1, CD=BC. cos BCD. 
Ferner ift cos BCD —= + cos BCA je nachdem BCA ein fpißer 
oder ftumpfer Winkel ift, (347, 3. 2) 
alſo BB—= BCE + CAT 2AC. (+ BC) cos W. BCA 
daher in allen Fällen Ä 


BA —= BC + CA— 2AC.BC. cos C, woraus unfer 


Satz fofort fich ergiebt. | 

Anmerfung 1. Diefer Sa, der fih ganz auf unfern frühern Say 90 ftüst, 
ann als die gefammte Trigonometrie in ſich faſſend betrachtet werden. 

Zuf. 1. Bezeichnet man der Kürze halber die drei Seiten eines 


Dreiecks mit a, b, c, und ihre Gegenwinkel der Reihe nad) mit A, ' 


B, C, fo giebt unfer Sa unmittelbar 


b2 + c?2 — a2 
1. csA= 7,7 
a2 4 c? — b? 
2. cs B= — 77 
3. cos = ——— 


Anmerfung 2. Es find diefe drei Zormeln, auf melde 3. B. Puiſſant Alles 
Mist, mas er über Trigonometrie beibringt in feinem vortrefflihen Werke: Traite de 
eodesıe, . 
Anmerfung 3. Iſt A = 90°, fo ift cos A = 0, alfo a? — b? 4 c? 
und man erbält alfo den pythagordiſchen Lehrſatz 


Setzt man dieſen Werth für a? aus Rro. 1 unferes Zuſatzes in die beiden andern- 


Zormeln, fo erhält man 





cos B = sin ==, 
und in B— cos C —, 
alſo 1:sinB= a: b etc. was unſern S. 390 giebt; ferner — - = tang B 


ui. 1:tgB= c: b was unfern S. 391 giebt, 


o 


—————— te € 


u 
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"9a: ıh2 2 02 2:2 _a__h3 __ 4 
Zuf.2. sin a—aV 2a2b2? 4+2a2c? +2 b?0c?— at — bt —c 
2 abe 
| sin? A=1 — cos? A 
b2 + c? — a2, ® 
1 - (u) 


_4 a? b? c? — a? (b2 + c2 — a2)? 
4 a? b? c? 





f . _ a V% b2 c? — (b? I c? — 222 
| alfo sin A = — i——— — 
_aV 22252-420202 +2b2 0? — at — bt —c® 
2 abc 


Anmerfung 4. Man vergleie damit die Ausdrüde in 399, 3., und 400, Anm. 


Anmerfung 5. Set man der Kürze halber für den unter dem Wurzelzeichen in 
Zuſ. 2 ftehenden, aus lauter befannten Größen gebildeten Ausdruck, das einfache Sym⸗ 
bei D, fo erhält man 


sin A = av D und auf ähnlihe Weife 


2 abc 
nnd. VD 
sin BD me 2 abe _ 
sin C = re ‚VD 
woraus fofort fi ergibt a: b:c=smA:sinB: sin C d, h. unfer obiger 
: 393. . 
Anmerkung 6. Aus dem Sage sin A: sinB= a: b fann man nun wieder, 


wie wir ſchon früher angedeutet haben, durch bloße Umformung des Ausdrucks berleiten: 
wıatn = ab d. h. unfern frühern S. 394, und 
} (A — 5) a; » GS. ‚ und man 
fieht daher, Die alle auptfäge der Trigonometrie aus unferm in Rede ftehenden Sage 
dur bloße Rechnung bergeleitet werden können. 


‚auf. 3. sion A= v[eztt9etro9 


Bew. sm? 4 A — et (378, Fig. 29) 
. 2be — b? — c? + a? 
— 4 bc 
aꝰ — (b — * 
— 4 bc 
 @a-bto)@+b-— 0 i 
Ä ee 4 u) 
. — b b— 
alfo sunny A= v[ezrteet c) ] 


Anmerfung 7. Diefer Sag bietet, wie man fieht, aud einen Weg dar, die 
Winkel eines Dreiecks aus feinen Seiten. zu finden. 


Zuf. 4. caJA=vV Krasetbte 
Dew. Wird aus 
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auf ähnfiche Weife, wie der des vorigen Zufages hergeleitet. 

Anmerfung 8. Sind alle die drei Seitgn eined Dreiecks gegeben, fo läßt fid un- 
mittelbar der Cofinus für die Hälfte eines jeden feiner Winfel finden. 

Anmertung 9. Die in den Zufägen 3 und 4 gegebenen Auflöfungen gewähren 
den Bortheil, daß, weil 4 A unter allen Umftänden < 90° fein muß, man ftet5 un- 
mittelbar den Winkel nimmt, der in den Tafeln neben dem gefundenen Werthe des Si⸗ 
nus oder Gofinußs fteht, alfo einer Unterſuchung der Zrage, ob nicht vielleicht das Sup- 
piement zu nehmen fei, ganz überhoben iſt. 

Zuſ. 5. a—=Vlb— c)2 +4besin? LA 

Bew. a? b2 + c®? — 2 be cos A 
b®2 + c?2 — 2be (1—2 sin? } A) (378, 8. 11) 
tn be sin? 1 A etc. | 

Anmerkung 10. Man Fann alto in einem Dreiede, von welchem zwei Seiten und 
der eingefchloffene Winkel gegeben find, die dritte Seite finden, ohne einen der beiden 
andern Winfel vorher zu beftimmen. 

397. Lehrfag. In jedem Dreiede (BCA Fig. 66) verhält ſich 
das Rechteck aus einer Seite (BC) und dem Sinus eines der anliegen: 
den Winkel (BED) zu dem Unterfchiede der Rechtecke aus eben diefer 
Seite und dem Eofinus eben diefes Winkels und aus der andern (AC) 
gleichfalls an dem genannten Winkel anliegenden Seite und dem Ra: 
dius, wie die Tangente des der erftern Seite gegenüberliegenden Win: 
fels zum Radius, alfo (für r = 1) 

a.snC:b—a.coC=tangg A: 1. 


Bew. Es fei BD _L AC; alsdann ift: 
BD 
tang A= 


. AD 
und in A BCD it BD =a.sinC un . 
CD = a.cos ®.BCD —= + a. cos W.BCA 
= +ta.cosC, 
a.sım C 


alfo tang A= ACH (Fa.co C)’ alfo in jedem Salle 
a.sıin C 
tans 4⸗ cos C 


woraus unfer Sag leicht folgt. 


Anmerfung 1. Obgleich die Lage der Senkrechten BD ganz verſchieden ift, je nach⸗ 
dem der Winfel C fpig oder ftumpf ift, fo wird doch in beiden Zällen der Werth von 
AD auf gleihe Weife durch a — b . cos C dargeſtellt. 

Anmerfung 2. Iſt der Winkel C ein fpiger, fo Fann der geſuchte Winkel A gleich⸗ 
faus ein fpiger, oder ein rechter, oder ein ftumpfer fein. .Das erjte findet Statt, fo 
lange a . cos GC << b, denn dann ift tang A pofitiv; dad zweite, wenn a. cos C—=b, 
denn dann wird der Nenner des Bruches, der den Werth von tang A darftellt, Nul, 
alfo fein Werth unendli groß; das legte endlich, wenn a . cos C > b, wo tang A 
negativ und daher A > 90° wird. 


398. Regeln 
zur Auflöfung der vier Fälle, welche bei fchieftwinteligen 
Dreiecken vortommen können. 
I. Erſter Fall. Sig. 180. ü 
Gegeben: Zwei Winkel, A, und C, und bie Seite b. 
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Sefuht: 1) der dritte Winkel B 
2) die beiden andern Seiten, a, c 
Auflöfung : 
1. Sefuchter Winkel = ‚Supel. Summe der segebenen | Winkel 
' sin Gegenwinfel . gegebene Seite 
2. geſuchte Seite = sin Gegenw. der gegebenen Seite (393). 
II. Zweiter Fall. 


Gegeben: Zwei Seiten und ein "Gegenwintel. 
Sefuht: 1) der andere Gegenwinkel 
/ 2) der eingefchloffene Winkel 
| 3) die dritte Seite. 
Auflöfung. 


1. sin. des andern Gegenw. — Segenfeitex< sin. gegeb. Winf. 


Gegenfeite des gegeb. Wink. (333) 


Anmerkung. Da der Sinus eines Winfeld zugleihd aud Sinus von deffen Sup⸗ 
plement ift, fo findet bier die Zweideutigkeit Statt, von der wir oben 389, Anm. 2 
gefprodhen haben. Diefelbe verfehwindet jedoch in wei Zällen, einmal, wenn diejenige 
von den beiden gegebenen Seiten die größere ift, deren Gegenminkel gegeben ; denn ald- 
dann Fann der andere Gegenwinkel nur fpis fein; und zweitens, wenn die Gegenfeite 
des gefuchten Winkels größer ald die des gegebenen, und ber gefundene fpige Winkel 
Pleiner ald der gegebene; denn dann muß jener intel größer fein als diefer, und 
man muß eben darum fein Supplement nehmen, 

2. Deitter Ceingefchloffener) Winkel = suppl. Summe der beiden 
übrigen. 
sin Gegenwinkel >< gegebene Seite 


sin Gegenwinkel der gegebenen Seite 
(393 und Nro. 1). 
II. Dritter Fall. \ 
Gegeben: Zwei Seiten und der eingefchloffene Winkel. 
Sefucht: 1) die beiden andern Winkel 
2) die dritte Seite. 
Erfte Auflöfung. 
1. tang J Unterfchied der gefuchten Winkel 
Unterſch. der gegeb. Seiten 
—— Summe der gegeb. Seiten 


Srößerer Winfel— compl.% gegeb.W. + 4 gefund. Unterfch. 
Kleinerer Wintel=compl. } gegeb. W. —; gefund. Unterfch. '1394, 3.1. 


2. Far die Winkel gefunden, fo fucht man die dritte Seite nach 
all 
Zweite Auflöfung. Man fuche in den Tafeln den Winkel (a) 
defien Tangente gleich ift dem Quotienten, den man erhält, wenn man 
die Hleinere der gegebenen Seiten (AB Fig. 180) durch die größere (BC) 
dividirt, dann ift: 
cois a linterfh, be der gef. W. tg I gegeb. W. tang (45° + a) (394, 3.4). 
Cagnoli 
Anmerkung. Diefe Auflöfung ift von großem Nutzen in der Aftronomie, und lehrt 


zugleih, daß man zur Beſtimmung der Winkel nicht die eigentliche Groͤße ihrer Gegen 
feiten, fondern nur ihr gegenfeitiges Berbältniß zu Fennen braudt. 


— 


3. Dritte Seite = 


. cotg & gegebener Winkel. 
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Dritte ns ’ b. w 
egenſeite >< sin.. gege int. 

tang. gefucht. W — zweite gegeb.Seite- Gegenſ. >< cos. gegeb. 5.397). 

Anmerkung. Dieſe Auflöfung dient blos zur Beltimmung der Größe der Winkel. 

Vierte Auflöfung. Man nehme den Winkel d fo, daf 

2 sin. $ gegeb. Wink. Va 

tangd= Unterfeh. gegeb. Seiten Seiten” Product gegeb. Seiten, 
alsdann ift: 

Geſuchte Seite = 


Cagnoli 227, 228. - 
Beweis. Nah 396, 3. 5, ift 
4 bc sin? bes? 1A: 


= (bo)? +4be sin? A= (bo)? + TE ge 


Vb 
alfo, wenn lang d = 2singA.VYb.c 


a—=(b—c)Y1 + td 
= 2-88, 8. 85 und &4). 
Anmerkung. Dur diefe Auflöfung findet man die geſuchte Seite ohne vorher die 
Winkel beftimmt zu haben. 
IV. Vierter Fall. 
Gegeben: Die drei Seiten 
Sefucht: Die drei Winkel. 
Erſte Auflöfung. Man fälle auf die größte Seite aus ihrer Ge— 


genecke eine Senkrechte, die nach 39 ſtets innerhalb des Dreiecks fallen 
und demnach die Seite in zwei Stuͤcke theilen muß. 
— Summed. and.Seiten x Unterfch. 
1. Unterfch. diefer Städe = 7TGroſte Seite. (395). 
Größeres Stäf — 3 größte Seite + 3 Unterfch. der Stücke 
Kleineres Stuͤck — 4 größte Seite — 4 Unterfch). der Stücde. 
anlieg. Stie> radius 
angränzende Seite 390, 3.1). 
3. Größter Winkel = suppl. Summe der beiden andern. 
Zweite Auflöfung. Die Winkel ohne Hälfe der Senkrechten zu 
finden. 


1. cs4W.=y |? 


Unterſchied gegeb. Seiten 


cos d 





2: cos. eines der beiden Fein. W. — 





3 Summe ber Seiten . (4 Summe — Öegenfeite. serkete)] 


Product der anliegenden Seiten 
(396, 3. 4). 


. 0, 1% Summe - eine angraͤnz. S.) (LS -and. angr. S) 
2. sin Ed Product der anliegenden Seiten. ] 
(396, 3. 3). 


Anmerkung. Dieſe Auflöfung kann in vielen Fällen fehr zu Statten kommen und 
ift ganz ähnlich der, welche man in dem entſprechenden Fall der ſphaͤriſchen Trigonome⸗ 
trie gebraucht 

I. G. Tr. 57. 
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399. Lehrfag. Der Flächenraum eines Dreiecks wird darge: 
ftellt durch das halbe Product zweier Seiten und des Sinus des von 
ihnen eingefchloffenen Winkels. 

Beweis. Nah S. 203 wird der Flächenraum des Dreiecks ABC 
(Sig. 66) ausgebrädt durch 4 AB . CU. 
Bberc):b=sinA:r, alfo 


A ABC — b.c.snm A —bae sin A 


„a, = — für 1. 
Zuf. 1. Daher ift c 
A 
sin A = 2 a Ho , 
Anmerkung 1. Vergleicht man diefen Zufag mit 396, 3.2 fo fieht man, daß 
AABE=}vV 72a: bt 2a? c® + 2 b* 09 — a8 — bt cc“. 

Die Richtigkeit diefes Sages wird ſich auch noch aus 400, Anm. ergeben. 

Anmerkung 2. Mit Berüdfichtigung deflen, was wir oben 353, Anm. gefagt 
haben, überzeugt man fi, daß (Fig. 122) 

C.cCH. sin ®. LCH r?. sin ®. LCH 


. A LCH — u: Di ein WS, DOM 
a LCH 2 2 


Seht man nun W. LCH = —; wo = den halben Umkreis für den Halbmefler als 





Einheit bezeichnet, fo ft ALCH—=4r. sin —, daher 
Abſchnitt LKH = Ausſchnitt LCHK — A LCH 
B.r r 7 
— — — — , sin — 
m 


z.r 
m 





wo B den zugehörigen Bogen bezeichnet. Für denfelben kann man fehen ‚ um 


erhält dadurch: 
Zuf. 2. Für den Abſchnitt, deſſen zugehöriger Bogen —, den 


Ausdrud : > — sin —]. 


23 
Anmerkung 3. Für m=1, wird sin — —=0, und der Abfehnitt aifo = = 


dem Halbkreis. Wenn m = 2, fo erhält man den Werth für den dem Duadranten 
zugehörigen Abſchnitt, nämlich: 
x r? r? 


eG 2* 
- 400. Lehrfag. Der Slähenraum eines Dreieds (ABC Fig. 66) 
wird dargeftellt durch die Duadratwurzel aus dem Producte, welches 
man erhält, wenn man die halbe Summe feiner drei Seiten mit dem 
halben Ueberfchufle der Summe je zweier über die dritte multiplicirt. 
Vorbereitung. Fälle die Senkrechte BD, bezeichne fie durch y 
und CH durch x; den Umfang des Dreiecks aber durch p, feße alfo 
p=ıHtb-+ ec. 
Bew. 1) a2 = y? + x? 
YJe—y+(b — a2 


3) a22  ?—x? — (b — x)” =2bx — )2 


N x _ a2 +b2 — co2 


2b 
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5) y? —a2 —_x2— (at) (a—x) Ä 2 
Due 4) 





alfe 6) yä (a+b+0) — MER (a4) 


1 p. -2296 — 26) — 2a) 





7) y? = 






nn 3prGp—-2).Gp—b)(P— ec) 





)y=-— rare ar=Hnär-) 


und daraus, weil A ABC = a2 


9) AABC=VYY4pr.Gp—)hp—b)(AP— oe). 
Anmerkung 1. Bezeichnet man den Inhalt unferes Dreiecks der Kürze halber 
mit A, fo erhält man aus Niro, 7 . 


—- D-o.- Irdr ddp -Dar—od a 
pP @Gp—-a):A=-A:G4dp-bAr—-Jd). 








Zuf. 1. Jedes Dreieck ift die mittlere Proportionalfläche zwi: 


fchen den beiden Rechtecken, von denen das eine aus dem halben Um: 
‚fange und aus feinem Ueberſchuſſe über eine der Seiten, das andere 
aus den Ueberfchäffen eben diefes halben Umfanges über die beiden an: 
dern Seiten gebildet wird. 
Anmerfung 2. Subftituirt man in unferm Hauptfage für p feinen Werth, 
+ b-+ c, und führt die angedeuteten Multiplicationen aus, fo erhält man: 


NLA ESOIE SER ae 


vergleiht man damit 396, 3. 2, Fr erbält man: 
2 a 
sin A 5 


wie wir ſchon früher 399, 3, 1 gefunden Hatten, Man fieht auch hier wiederum, wie 
man oft auf ganz verfäjledenen Wegen zu Refultaten gelangen Fann, die vollfommen 
mit einander übereinftimmen, wie verſchieden fie auch beim erſten Anblick zu fein fchei- 
nen. Mit den in diefem und dem vorigen Zehrfage gefundenen Ausdrücken für den Tn- 
balt eines Dreiecks vergleihe man 272, 3. 2, und 273, 3. 1 nebft Anm. 


Anmerkung 3. Der für unfern Hauptfag gegebene Beweis ift, bei aller Ge⸗ 


nauigfeit und Strenge, doch nicht im Geifte der Methode der Alten; wohl aber gilt dieß 
von dem Beweiſe, den Castillon in den Mem. de I’ Acad. de Berlin 1766 mitge= 
theilt hat, und den wir wegen diefes feines Vorzuges bier beifügen: 


Borbereitung. Es fei BCA (Fig. 183) das in Nede ftehende Dreieck; 
1) man verlängere CA über beide Endpuncte hinaus 
2) befchreibe aus C mit CB als Radius den Kreis GBH, und 
3) .eben fo aus A mit AB den Kreis DBE 
4) ziehe BG, BD, BH, BE, und 
5) BF | AC. 
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Alsdann ift 

er cc+ar ment MBeetste= 

DEE=CA+AE= CA +AB=b + c 

8) CD=AB— AC=c—b 

9) GE- DA=G6D-+HE=GC—CD-+HE=CH--HE— CD=CE—CD— 
CA-AE— CD=CA+AD— CD=CA+CA=2CA— 2b 

IWDH=GE—- 2 CA=-a+b+c—2b=p—2b | 

1D HE=GE— GH—=GE—200=GE 2 BC—p— 2a 

12) DG= GE DE=GE-2AB—=p— 2° 


Beweis. BF—=DF.FE=GF.FH (252), ober 
13) DF : BF= BF: FE, un 
14) EF:GF= FH: DEF, 
15) EF+GF: FH + DF—GF:DF, d. i 
16) EG : DH = GF: DF 
17) EF — FH:GF— FD=EF:GF b. i. 
18) EH : GD = EF : GF 
EG— DH:GF—- DF=DH:DFbi, 
19) 2CA: DH = GD: DF alfo 
2CaA.DF=GD.DA 
EG — DH’: EG = GF— DF:GF 
20) 2CA: EG = GD:GF = EH:EF (18) 
2CA.EF=EG.EH 


21) CA.EF:CA.BF=EF:BF = BF:FD (13) 
—=CA.BF:CA.FD 


EG . EH GD. DH 


22) —— : CA. BF=CA.BF: 


EG.EH | oA. BF _ CA.BF 6D. Du 
4 
23) 20 @s as — 20), 2 BO, ABC —= AABC „EI Zeh E92) 
woraus unfer Sag fih von ſelbſt ergiebt. 
Zuſ. 2. Beſchreibt man ſowohl um als in ein Dreieck (Fig. 182) 
einen Kreis, fo läßt fich der Halbmeſſer (R) des erſtern und der (r) 
des letztern feicht beftimmen. 


Beweis. Nah 273, 3. 1, if 





AABO — AAO: BS, ao 
| a.b.c 
— 

abc 


“IP — 2a) (p—2 b) P—20). 
Ferner nach 979, 2.3 iſt 


A= @+b5b+9.-; alfo 


.__2A 
{atb+ec | 
_2V/&P: 4r<-a)Gr—-bEPr—o 


vp? 


v. Swinden Geometrie. 20 
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ar e=23 pP 2b Ze 29] 


p? 
— 2 4 — 26 — Ic 
re ) ) (p 7 


— 
| 


401. Lehrfas. Sm. jedem Dreiecke verhaͤlt ſich der Sinus ei⸗ 
nes ſeiner Winkel zur Summe der Sinuſſe von allen drei Winkeln 
wie die Gegenſeite jenes erſtern Winkels zum Umfange des Dreiecks. 

Bew. sin A: sinB:sinC=a:b:c 

: smA:snAtsinB=a:a+tb 
sm C:snA+ sinB=c:a-+tb | 
snC:snA+snB+snC=c:a+b-+te. 


Dritter Abſchnitt. 


Bon der Auflöfung der Dreiede in befondern Fällen, wenn 
nämlich nur zwei Seiten oder Winfel und außerdem 
Summe oder Unterfohied zweier Winkel oder 
Seiten gegeben ift. 





402. Wenn zwei Seiten und der Unterſchied ee Gegenwin⸗ 
kel gegeben ſind, das Dreieck aufzuloͤſen. 

Cagnoli $. 237. 

—— Igegeb. Unterſch. Unterſche gegeb. & 

__ cotg Igegeb. Unter nterfch. gegeb. Seiten 
tang 3 eingefhlofl. 8. — Summe der gegebenen Seiten 
woraus die übrigen Stücke feicht zu beftimmen find. 

-Beweis. Aus 394, 2. 3. 


403. Ein Dreied aufsulöfen , deffen Winkel nebft Summe oder 
Unterfchieb zweer Seiten gegeben ſind. 
Cagnoli $. 238 
Auflöfung. Ä j 
un Summebd. geg. ©. . tang L eingefchl. W. 
1. Unterſch. d. gegeb. Seiten = cotg 4 Unterfch. der beiden andern Wink. 
en Interfch. geg. S.. cotg 4 eingefchl. W. 
2. Summe ber gegeb. Seiten nz | Unterfeh. der andern Winkel 


Deweis. Aus 394, 3.3 


Zuſ. 1. Iſt das Dreieck (ABC) rechtwintelig 3. B. in A, und 
man kennt einen der fpigen Winkel — alfo alle Winkel — und außer: 
dem Summe oder Unterfchied von Hypotenuſe „und einer Cathete, 
fo ift: A—C=9%0°_—-C=B, alfo 

a 4 B 
cftg 4 (A— C) = cotg 4 B, 
man erhält alfo dann: 
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. (a c)te 4 B | 

a—c Eat yB 

a — c) cot B 
a+e= re u Eee 
Beziehungen, die wir ſchon früher (390, 3. 4) auf anderm Wege ge: 
funden hatten. Durch ihre Hülfe kann man, wenn Summe oder Uns 
fchied von Hppotenufe und Cathete gegeben, diefe Seiten felbft finden; 
und daraus die andere Kathete b. 


"Anmerkung. Diefe zweite Gathete könnte man aud unmittelbar fo beftimmen : 
Für A — 909; verwandelt fi) unfer obiger Sat 390, 3. 4 in folgenden: 


| 





tg? 3B--47 alfo 
b2 .tg 4 B= Sr.» 
= <> :@-9= 174.0+9@-9 
— (a — 0)? 
alſo bo — 


3 B | 
und auf ähnlichem Wege findet man, daß 


= op @tr9tıB 

Cagnoli $. 218. " 

Zuſ. 2. Iſt das Dreieck nicht in A fondern in B rechtwintelig, 
und man fennt, außer den Winkeln, Summe oder Unterfchied beider 
Catheten, foift 4 B = 45°, alfo tang 3 B = radius = 1, fer: 
ner A = 90° — C, alſo A — C — dgo — 2C, und darum 
4} (A — C) = 45° 7 C, woraus man die Aufloͤſungen erhält: 

a c . 
am ET tg (45° — C) ‘ 

a — cc 
Fr = BE -d- 

Cagnoli $. 219. 

404. Ein Dreieck aufzulöfen, von welchem ein Winkel, feine 
Gegenfeite, und die Summe oder der Unterfchied der beiden andern 
gegeben ift. ze 

- Auflöfung. u & 6. Wint 

. nterfeh. Seit. .cos 4 gegeb. Wink. 
sin 4 Unterfch. gefucht. Wink. — gegeb. Seite 


Summe d. Seit. . sin & gegeb. Winf. 


cos } Unterfch. gefucht. Winf. = gegeb. Seite. 


Cagnoli $. 219. 
Bew. a:b:c=sin A: sınB: sin C 
a—b:c=sin A — sin B: sin C 


= 2sin} (A—B)cos$(A-+B):2sin$G.cos$0 
i (378, $. 34 und 95) 

— sin} (A— B)sin}C:sin$3C.cos$C 
= sin (A—B):cos#C, 


20 * — 
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alfo sin L(A—B) = te-Bmie 
Und auf ähnliche Weife erhält man: 
a--b:c=sin A-+ sin B: sin C 
— 2sin 2: (A-+B) cos} (A— B): 2sin}Ceos}C 
= cos 4 (A—B : sin 4 


alfo cos (A—B) — etMmı0 


Zuſ. Wäre -der gegebene Winkel C —= 90°, fo hätte man 
sn} C=cso}C=sn 5 =ıIY?2= v2) (fürr=1); 


frne A=%0° —B, Ar A—B=%0°—2B, und! (A—B)= 
450 — B, alfo cos. 4 (A — B) = sin. compl. (450 — B) 
— sin (09 — 1 + B) 
= sin (io 
Sind' alfo in einem rechtwinkeligen Dreiecke eNufe (c) und 
Summe (a + b) oder Unterſchied Ca — b) der Catheten gegeben, fo 
bat man: 
‚ec evtva—b=1 : sin (450 — B). 13 
c:atb=1: sum (45° + B). 
405. Ein Dreieck aufzulöfen, wenn gegeben Ki. ein Winkel 





(C), eine der anliegenden eiten (b), und die Summe der beiden 


andern (a — c) 

Auflöfung cotg des an die gegeb. ©. angraͤnz. Winkels — 

gegeb. Summe me 1 gegeb. ei gegeb. Seite 

gegeb. Summe — gegeb. Seite 

Cagnoli $. 240. 

Vorbereitung. Es fei (Fig. 180) BE= AB=—c, alſo CE — 
CB-+AB=a- c; daher auch W.CAE — CEA —= CAE — 
EAB —= CAB = A, gegeben, daher nach, ber fen Auflöfung des 
dritten Salles in 398, 


. ig 3 gegeb. Winkel. 


| — a +9)- | 
tang 4 (CAE — AEC) = ort cotg 3 3 C 
oder cotg Autor, tg 4 C 


406. Ein Dteieck aufzuldfen, wenn gegeben find: ein Winter 
(C), eine der angrängenden Seiten (b) und der Unterfchied (a — c) 
der beiden andern. 

Auflöfung: tang 4 Winkel, der an die gegebene Seite grängt — 
gegeb. Seite — gegeb. Unterfchied 
gegeb. Seite — gegeb. Unterfchied ' 

Cagnoli $. 241 

Vorber. Ss fet (Sig. 180) BD = BA, alfo 1)CD=CB — 
A=a— c, und I) ®. DAB — ADB, 3) ®. CDA — CAD 

= 180° — ADB — CAD = 180° — (DAB + CAD) = 180° 


fang 5 gegebener Winkel. 


— CAB, alfe 4 (CDA — CAD) = 90° — 43 CAB = comjl. 


4 CAB. 
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Beweis. Für Dreied CAD ift nun nach der erften Auflöfung 
des drinen Falles in 398 


3 (CDA — CAD) = cotg 4 CAB 
CA — CD 
ı — * 
=cogilC. CA f co- 
— colg 4 C CA — (CB — AB) 


"CAT (CB — AB) 
_b-+(a— c) 
407. Wenn die Winkel eines Dreiecks und eine der Seiten 
. gegeben find, die Stuͤcke der leßtern zu beftimmen, welche durch 


das zu ihr gehörige Hoͤhenperpendikel gebildet werden. 
Cagnoli $. 243. 





Auflöfung. 
Un⸗etſch. der Stuͤcke — gegeb. zeit. sin , Unterfch. der anlieg. Wink. 
Summe . Segenwintel, 


Vorbereitung. Theile (Fig. 1810) CA in zwei gleiche Theile 
in E; ziehe die Sentrechten EF und - BD, und endlid CF, y ift 
CF = AF, und daher W. BCF = BCA — BAC = C — A. 


Beweis. sin FOB : sin CBF = BF: FC 
sin See 


—=1b-+DC: 
—bFIDC: b 
—=ADFDC:b 
.sin (C — A) 
alfo Dr =- mn _— 


Anmerfung 1. Das obere Borzeihen gilt, wenn beide Winkel an der gegebenen 
Seite fpis, dad untere, wenn einer derfelben ftumpf. 


Zuf. 1. Iſt der Gegenwinkel der gegebenen Seite ein Rechter, 
fo wird der Unterfchied der Appotenufenftücke gleich dem Product aus 
der Hypotenufe und dem Sinus des Unterfchiedes ihrer anliegenden 
Winkel; alfo 

AD—-COD—=b.su(C —A) . | 
Aber, a C+A=0°, fit C—A=9I0° — YA = compl.2A, 
alſo DA— DE=b.cos?TA. 


Nun it Da L(AC DA - DCO)—=L(b-$bcos?A) 
—}b(1-+cos?2A) 
und? DC = 3 (AC—DA-+-DCO)=4b(1— c0s2 A) 


alſo DA : DC 4b(t + eos2 A): I b (I — cos 2A) 
cos? A : sin? A (378, Fig. 96 und 113) 


1 : tang? A. 


Il 


Cagnoli $. 221. 
Anmerkung 2. Der Fall, wo man die Abſchnitte einer Dreiecksſeite (die auf Wr 
durch das zugehörige Höhenperpenditel gebildet werden) beftimmen fol aus den Dr 


— 
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jeiten, als den gegebenen Stüden, fällt zufammen mit der erften Auflöſung von 
Fall IV in 398. 

408. Wenn zwei Seiten und der von ihnen eingefchloffene Win: 
fel in einem Dreieck gegeben find, die Winkel zu beſtimmen, welche - 
das aus der Spitze des gegebenen Winkels auslaufende KHöhenper: 
pendifel mit den beiden gegebenen Seiten bildet. 





Aufloͤſung. 
Summe ) der ge: 

lang | oder füchten — gr aan Bea Seit, cotg } gegeb. int, 
Unterfch.) Winkel umme gegeb. Seit. 








Cagnoli $. 245. 
Beweis. Es ift (Fig. 66) 
AB: BC = sin BCA : sin BAC 
= sin BCD: sin BAD 
== cos CBD : cos ABD. 
alſo AB+BC : AB— BC = cos CBD -+ cos ABND : cosCBD _ 


— cos ABD 
__ eos CBD + cos ABD 
— cos CB — cos ABI) 
__ cotg } (ABD + CB) 
tang 4 (ABD — CBD) 
alfo, wenn C — 90° 


tang } (ABD — CBD) = - ——— 


c+ta 
und wenn C >> 90° 
ce—+ a __ cotg 4 (ABD — CBD) 
c—a tang } (ABD 1 CBp) 





oder c+a 
C — 4 


(378, Sig. 82) 





cotg 4 B 


und daraus 


ig } (ABD + CBD) — In . cotg } B. 


Zuſ. Sf B= 90°, fo wird cotg} B=1, alfo 


. C — a 
409. Die Stuͤcke zu finden, in welche die Seite (AB Fig. 67) 
eines Dreiecks (ACB) durch die ihren Gegenwintel (C) halbirende Ge: 
trade (CH) getheilt wird, wenn man entweder die Winkel des Dreiecks 
und die getheilte Seite, oder alle Seiten kennt. 
Aufloͤſung. u an ’ 
tang kÜnterfch. anlieg. Wink. 
1. Unterſch. d. Sn, 1 Summe diefer beiden W. geteilte Seite 
Unterfch. der beid. and. Seiten 
. Unterfch. d. —_— —_ — —*— 
2. Unterſch. d. Stuͤcke Summe dieſer beiden Seiten 


Cagnoli $. 244. 





. getheilte Seite. 


— ⸗7 " 
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Bew. BH: CH==sin BCH:: sin B* 
CH : AH = sin A.: sin ACH: 
BH : AH=sinA : sinB 
. BH-+AH:BH— AH=simA- sinB’: sin A— sin B 
=tg$(A-FB):1g4{A—B)(378, 9.81) 
=a-tb:a—b (394) 
woraus unfere beiden Aufldfüngen ſich fofort-ergeben. 
Zuf.. 1: Iſt das Dreieck in C rechtwintelig, To ift, weil 
A+B==%0°, alfo 4 (A+-B) 45%, L(A— B) =45° - B; 
fetnee BT—= 3 AB-+ 4 (BH— AR) 
AH=1AB— 4% (BH—- AH), alfe: 


BH: an), 4 AB (1- BHZAH ) 


—14 A—B ,, _ 14 (AB) 
tg 4 (A+B) tg 4 (A+B) 
tg 4(A+B) + tg 3 (A—B): tg 4 (A+B) — tg 4 (A—B) 
tg 45° + 18 (46° — B) : 1g u — (450 — B) 
1—1g8B . 1.— 
14 Gags : 17 — (378, 5. 64) 
=1+tgB+1—1gB:1+tgB—1-+1gB 
= 2: QtgB=1:1gB. 
Cagnoli $. 222. 
Zuſ. 2. St das Dreieck gleichfchentelig, namentlich AC = BC 


fo it BII — AH=0, oder AH=BH was man fon aus früähern 
Säßen (51) wußte. 

410. Wenn von einem Dreieck zwei Seiten und der eingefchlof: 
fene Winkel gegeben find, die Stuͤcke zu. Beftimmen, in welche die: 
fer Wintel durch die von feinem Scheitel nach dem Halbirungspuncte 
der Gegenfeite gehende gerade Linie getheilt wird. 

Auflöfung. 


| Unterfch. d. Seiten 
tang 4 unterſch. dee Winkelſtuͤcke — Summe d. Selten ' ig I geg. W. 
Cagnoli $. 246. 
Bew. BC:BH= sin BHC : sin BCH (Fig. 67) 
AH:AC==sm ACH : sin AHC 
a:b =sm ACH: sinBCH 
atb:a—b==siu ACH + sin BCH : sin ACH — sin BCH 
—=tg} C:ig% (ACH — BCH) (378, 8. 81) 
woraus die Richtigkeit unferer Auflöfung Bervorleuchtet. — 


—L 








— m. — _. _ __ - . 
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Vierter Abfchnitt. 


Demerfungen ber einzelne Fälle der prackifchen Anwendung 
der Trigonometrie, 


411. Zu practifchen Meffungen werden gute winktelmeflende In⸗ 
firumente erfordert, und genaue Maßftäbe, um mittelft derfelben Laͤn⸗ 
gen auf einem gegebenen Terrain beftimmen zu können — eine Arbeit, 
die, foll ihre nicht erforderliche Genauigkeit abgehen, viel Umficht und 
Aufmerkſamkeit nöthig macht. Doch das Weitere hierüber gehört nicht 
bieher; es follen vielmehr jegt nur noch einige allgemeine Anmerkun: 
gen folgen, Über die verfchiedenen Falle; die in der Praxis vorkom⸗ 
men fünnen. 

Man mißt Höhen, oder Entfernungen, oder ein ganzes Terrain. 

1. Soll man die Höhe BC (Fig. 97°) beſtimmen, und man fennt 
oder hat gemeflen den horizontalen (alfo W. BCA — 90°) Abftand 
CA, fo ift num nichts weiter mehr nöthig als den Winkel BAC zu 
meflen; denn man hat: Ä | 

r : tang. BAC = CA: BC, 
welche leßtere alfo dadurch gefunden ift. 

2. Iſt die Entfernung CA unbekannt und vielleicht gar für eine 
Meflung unzugänglich, fo mißt man zuerft eine Standlinie AE die 
mit BC in derfelben Ehne liegt, daranf die Winkel BEC und BAC, 





fennt alfo auch des letzter Supplement BAE, und darum auch den 


dritten Winkel ABE des Dreiecks ABE. Da nun (393) 
sin ABE: sin AEB== AE: AB, fo findet man hieraus AB, und 
endlich mittelft der Proportion Zu 
 x:sin BAC=AB: BC 

die gefuchte Höhe BC. | | 

3. Die Auflöfung fehiefwinkeliger Dreiecke ift bei practifchen Mef: 
fungen ganz unentbehrlich. Der erfte hieher gehörige Fall ift der, wo 
man beftimmen foll, in welcher Entfernung CA oder CB (Fig. 184) 
man fich von einem unzugänglichen Öegenflande G befindet, wenn man 
von zwei Duncten einer zudiefem Behufe ausdrücklich gemeflenen Stand: 
linie AB aus, die Größe der Winkel beftimmen kann, welche der in Rede 
ftehende Segenftand von diefen Puncten aus gefehen mit der Stand: 
linie bildet; alfo die Winkel CAB und CBA. Denn dadurch ift auch 
W. ACB bekannt, und aus den Proportionen: sin ACB : sin CAB: sin 
CBA = AB:CB : CA findet man die gefuchten Entfernungen CB 
und CA. | " 

4. Ein anderer Fall ift, wenn man die gegenfeitige Entfernung 
CD ($ig. 184) zweier ungugänglicher Gegenftände C und D beftimmen 
fol, unter der Vorausfesung, daß man die Winkel kenne, welche fie 
von den Endpuncten A und B einer gemeffenen Standlinie AB aus ge: 
fehen mit derfelben bilden; alfo die Winkel CAB, DAB und CBA, 
DBA. Dadurch Kennt man in jedem der beiden Dreiecke ACB und 
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ADB alle Winkel und eine Seite (AB) kann alfo durch Anwendung 
| von ©. 393 fowohl AC und BC als auch AD und BD finden. In 
jedem der beiden Dreiefe ACD und BCD fennt man daher zwei Set: 
ten und den eingefchloffenen Winkel, denn W. CAD = CAB — DAB 
| and W. CBD = DBA — CBA, .alfo jeder gleich dem Unterfchiede 
zweier bekannten Winkel, man kann alfo das eine oder das andere die: 
fer Dreiecke benugen, um nach Anleitung von 394, Zuf. 1 die gefuchte, - 
‚Länge von CD zu berechnen. 
5. Wären außer dem einen Segenftande C noch mehrere vors 
handen z. B. E, Dund F (Fig. 184), fo würde man durd) die Mef: 
"fung aller der Winkel, CAB, EAB, FAB, DAB ꝛc.e, welche diefe Se: 
genftände, von den beiden Endpuncten der Standlinie aus gefehen, 
mit diefer bilden, von jedem der Dreiecke ACB, AEB, AFB, ADB 
alle Winkel kennen lernen, alfo aus ihnen und der bekannten Seite die 
“ Ränge der Linien AC, AE, AF, AD, BC, BE, BF, BD (393) be: 
- rechnen können; dadurch kennte man nun in den Dreiecken AGE, ACF, 
ACD, AEF, AED, AFD zwei Seiten und den eingefchloffenen Wins 
tel, koͤnnte alfo (394, 3. 1) die dritten Seiten derfelben, CE, CE, 
' CD, EF, ED, FD beftimmen, hätte alfo die Entfernungen der Ob⸗ 
jecte C, E, F, D nicht nur von den Endpuncten der Standlinie, fon: 
dern aud) von einander gefunden. | 


6. : Man kennt aber dadurch auch noch die Winkel, unter denen 
je zwei der in Rede flehenden Segenftände von jedem der Übrigen aus 
gefehen erfcheinen, denn man kann, wie wir gefehen haben, die Drei: 
ecke ACE und ACD auflöfen, alfo au die Winkel ACE und ACD be 
fiimmen, tennt mithin auch den Unterfchied derfelben d. i. den Wins 
tel ECD; und auf ähnliche Weife verhält es fih, wie man leicht fieht, 
mit den Übrigen hieher gehörigen Winkeln. | 

7. Der oben bei der Auflöfung fchiefwinkeliger Dreiecke unter 
Nro. 4 aufgeführte Fall ift es, der zur Anwendung koͤmmt, wenn man 
aus den bekannten gegenfeitigen Entfernungen mehrerer Gegenftände 
die Winkel beftimmen foll, unter denen je zwei diefer Objecte, von ei: 
nem der übrigen aus gefehen, erfcheinen. Kennte manz.®. (Fig. 191) 
die gegenfeitigen Entfernungen der Segenflände A, J und C, fo käme 
es darauf an, in dem Dreieck AJC, die Winkel AJC, ACJ, und CAJ 
aus den Seiten, als den gegebenen Stuͤcken zu finden; was wir eben - 
oben 398, IV gelehrt Haben. | | 

8 Hat man einmal eine Standlinie gemeflen, fo bedarf es dann 
nur noch des Meſſens von Winkeln um ein ganzes Land aufzunehmen, 
und eine Charte von ihm zu entwerfen. Um den Slächenraum eines 
folchen Landes oder eines Theiles davon in einem beftimmten Maaße 
auszudruͤcken, pflegt man fich der befannten Einheiten: Quadratfuß, 
Quadratruthe, Quadratmorgen, Quadratmeile zu bedienen. Man 
ftögt fid) dabei auf das, was im zweiten Buche (118) gelehrt worden, 
und bedient fich der Ausdruͤcke, welche das vierte Buch (203, 3. 6) 
an die Hand giebt. 

Hätte man z. B. zur Vermeflung des Stuͤck Landes ABCDE 
(Fig. 186) die Standlinie AB, und die Winkel ABC, BCD, CAB, 
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CAD, DAE und AED gemeſſen, fo koͤnnte man die Länge der Diago: 
nalen AC und AD aus den Dreiecfen ABC, ACD und ADE, in denen 
man eine hinreichende Anzahl beftimmender Stücke kennt, beſtimmen; 
und dann die Höhenperpenditel BF, DG, EH berechnen, weldye man 
ur Beftimmung des Inhaltes der drei, die ganze in Rede ftehende 

läche ausmachenden, Dreiecke gebraucht. Man würde auf diefe Weife 
als Ausdruck für die zu vermeflende Stäche erhalten: 


AC.(BF-+DG)-+AD.HE 
2 


Aber freilich alle diefe Berechnungen machen die Arbeit umftändlich 
und mweitläuftis. Man kann fid) diefelbe dadurch etwas abkürzen, daß 
man durch Anwendung von &. 399 den Gebrauch der Höhenperpen: 
dikel, deren Berechnung läftig ift, vermeidet. Nach dem genannten 
Sage naͤmlich kann der Flächenraum eines Dreiecks ABC ausgedruͤckt 
werden durch 
AB.AC. sin BAC 


2 
Fu man erhält daher als Ausdruck für die ganze zu vermeflende 
lädhe: 
AB.AC.sin BACH AC.AD.sin CAD--DA. AE. sinDAE 

Kl 


9. Bei der Vermeſſung eines ganzen Landes oder doch eines gro: 
Gern Theiles deflelben würde man ficher Gefahr laufen in grobe Feh⸗ 
ler zu verfallen, wollte man nicht alle Vorficht anwenden, um das 
Aufhäufen der Fehler, die mit allen Beobachtungen unzertrennlich ver: 
bunden find, zu verhindern. Viel koͤmmt dabei auf die Genauigkeit 
und Güte der Sinftrumente, fo wie auf die Sorgfalt und Gefchicklich: 
keit derer an, die fie gebrauchen. Bei ausgedehnteren Vermeſſungen 
darf man es nie unterlaflen, wenigſtens bei den wichtigeren Dreiedken, 
alle drei Winkel zu meflen. Entfernt fih die Summe der fo gefunde: 
nen Werthe diefer Winkel um ein verhältnigmäßig nur Geringes von 
1809, fo verbeflert man die Beobachtungen dadurch, daß man den ge: 
fundenen Gefammtfehler auf alle drei Winkel gleichmäßig vertbeilt, 
wenn nicht befondere Gründe vorhanden find, die den Beobachter be: 
ftimmen, bei dem einen Winkel eine ftärkere Correction anzubringen, 
als bei dem andern. Mißt man dagegen nur zwei Winkel eines Drei: 
ecks und beftimmt den dritten aus den beiden erftern durch Rechnung, 
fo muß diefer offenbar um die Summe der beiden Fehler, denen die ge: 
meflenen Winkel unterliegen, unrichtig werden, und darf man fich da⸗ 
her diefe Abkürzung der Arbeit niemals da erlauben, wo größere Ge⸗ 
nautgkeit erreicht werden foll. | | 


10. In den Fällen, wo die gemeflenen Winkel eine folche gegen: 
feitige Lage haben, daß die Schenkel einiger die Seiten eines Vielecks 
bilden, innerhalb deſſen der gemeinfchaftliche Scheitel (Z Fig. 185) 
der übrigen fällt, kann die Güte der Meſſungen gepräft werden durch 
folgenden : 


- 


CL 0 en. 
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412. Lehrſatz. Verbinder man einen beliebigen Punct (Z) in⸗ 
nerhalb eines Vielecks (Fig. 185) mit deſſen Eden durch gerade Linien, 
fo daß dag Vieleck in Dreiecke zerlegt wird, fo 

1) ift die Summe aller derjenigen Dreieckswinkel, die ihren gemein: 
fhaftlihen Scheitel in dem genannten Puncte haben, gleich 360° ; 
2) find die Übrigen Dreieckswinkel immer fo befchaffen, daß das 

Product aus den Sinuffen des erften, dritten, fünften ꝛc. gleich 

dem Producte aus den Sinuffen des zweiten, vierten, fechften ıc. 

ift; alfo (Sig. 185) sin BAZ. sin CBZ.. sin DCZ . sin EDZ . 

sin AEZ = sin ABZ . sin BCZ . sın CDZ . sin DEZ. sın EAZ. 


: Beweis. Erſter Theil leicht. — 


Zweiter Theil durch Anwendung des S. 393 auf die Dreiecke 
ABZ, BCZ, CDZ, DEZ, und EAZ. 

Anmerkung 1. Diefes Mittels zur Prüfung der gemeffenen Winkel hat fi unter 
andern der General Krayenhoff' bei der von ihm geleiteten Vermeſſung Holland's be⸗ 
dient, wie man aus feinem Werfe: „Précis historique des operations geodesi- 
ques etc,“ 1814. 4. erſehen Tann. 


„, Anmerfung 2. Alle diefe Gegenftände Fonnten wir hier nur andeuten; das Aus⸗ 
führlichere darüber gehört in die Schriften über practifhe Geometrie, unter denen fol 
gende genannt zu werben verdienen : 


J. T. Mayer’s gründlidger und ausführliger Unterricht zur practifhen Geometrie; 
Ate Aufl. Göttingen 1816 5 Thle. in 8. 


Th. Bugge's Befchreibung der Ausmeſſungsmethode, weldhe bei den Dänifchen geogr. 
an angenenhet worden, aus dem Däniſchen Überfegt von After, Dresden, 
in 4. 
J. G. 3. Bohnenberger’5 Anleitung zur geograpbifchen Ortsbeſtimmung; Göttin- 
gen 1795 in 8. 
M. Delambre Base du Systeme metrique etc. Paris-1806 — 10. 4 Vol. in 4. 
I. 3. Benzenberg volftändiges Handbuch der angewandten Geometrie 2. Düſſel⸗ 
dorf 1813 in 8. 
A. S. Montanus Suftematifhes Handbudy der gefammten Land = und Erd - Mefe 
fung. Berlin 1819 2 Thle in 8. 
Puissant Traité de Geodesie Zme ed. Paris 1819. 2 Vol. in 4. 
Puissaut Traite de Topographie, d’ Arpentage et de Nivellement. 2me edit. 
Paris 1820 in 4. 
11. Hat man bei einer Vermeſſung einmal die wichtigften Puncte _ 
| mit hinreihender Genauigkeit beftimmt, fo wird es dann leichter auch 
die Lage anderer mit der erforderlihen Schärfe zu beftimmen. Es find 
hierbei befonders zwei Fälle wichtig und beachtenswerth, die wir da: 
her auch näher erörtern wollen. 


Erſter Salt. 


413. Aufgabe: Wenn man von drei Puncten A, I, C (Fig. 
187, 188, 189, 190, 191, 192, die Entfernungen je zweier von 
einander kennt, und ein vierter Punct B fo gegeben tft, daß man von 
ihm aus, die Winkel meflen kann, unter denen je zwei jener drei ges 
nannten Puncte, von B aus gefehen, erfcheinen,, den Abftand diefes 
vierten Punctes von jedem der drei erftern, alfo die Längen AB, BJ, 
BC zu beftimmen. 

Snellius, Eratosthenes Batavus cap. X. 


— U 


® 
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Erläuterung. Die drei erftern Puncte beftimmen das Dreieck 
AJC, deilen Seiten alfo gegeben find. 

Die Aufgabe wurde zuerft von Snellius aufgeftellt, gelöft und 
angewandt, und hätte daher billig nad) ihm follen genannt werden *). 
Später hat man häufigen Gebrauch von ihr gemacht, und dadurch ihre 
Nuͤtzlichkeit und Wichtigkeit immer mehr hervorgehoben. Diele Ma: 
thematifer haben Auflöfungen von ihr gegeben, unter andern, fchon 
im S. 1671, Collins Philos. Transact. Vol. VI, Nro. 69; fpäter, 
im J. 1755, Boscowich Voyage Astronomique, Liv. III, $. 17; 


. dann im 9.1765. Lambert in feinen Beiträgen zum Gebrauch der 


Math. I, 88. 107— 117; und in den neueften Zeiten: Delambre in 
feinen beiden Werfen: Methodes analytiques etc. und Base du systeme 
metrique; ferner L’Huilier in feinen Elemens d’ Analyse geom. etc. 
8.138. Wir wollen von unferer Aufgabe, bei der zwei Fälle zu un: 
terfcheiden find, jenachdem der vierte Punct innerhalb oder außerhalb 
des von den drei erftern beftimmten Dreiecks fallt, drei Auflöfungen 
mittheilen, eine graphifche, die fchon bei Snellius fich findet, eine tri⸗ 


gonometriſche und eine algebraifche. — 


Graphiſche Auflöfung. 


1. Beſchreibe über AJ (Fig. 190 und 191) als Sehne einen Kreis: 
abfchnitt JBA in welchem jeder Winkel fo groß ift als derjenige, unter 
welchem A und J, von B aus gefehen, erfcheinen (Aufgg. V, 5). 

2. Eben fo über CJ als Sehne den Kreisabfchnitt CBJ, in wel- 
chem jeder Winkel die Größe deffen hat, unter welchem C und J von B 
aus gefehen erfcheinen. 

Der Punct (B), von dem aus die Winkelmeflungen gemacht wur: 
den, muß fowohl auf dem einen als auf dem andern unferer beiden 
Kreisbogen liegen, ift alfo der eine ihrer Ducchfchnittspuncte, und 
demnach beftimmt. 

Verzeichnet man alfo das Dreieck AJC aus feinen drei gegebenen 
Seiten, indem man die Längen derfelben auf irgend einen verjüngten 
Maafftab reducirt, und beftimmt dann den Punct nach der fo eben ans 
gegebenen Eonftruction, fo kann man dann mit eben diefem Maaßftabe 


„) €8 if dieß aber nicht gefchehen. Man nennt fie vielmehr gewöhnlich die Pothe- 
not’fche Aufgabe, nach dem Sranzofifchen Mathematiker Pothenot, der fich gegen dag 
Ende 2 un Jahrt umberit atio paeit fpäter Aw Irzuu⸗ (defien ——8 — 
vos erſchien fchon mit ihr befchäftigte. P. eher gehörige t 
ch in den Mein de I’ Acadı de Parta K- 1694. yieher gehörige Abhandlung findet 

Den von unferm Berfaffer gegebenen literarifchen Notizen Eönnen noch folgende beis 
gefügt werden: Weber die Geſchichte des Problems verdient nachnelefen au werden, 
was Käftner in den geometrifchen Sammlungen I, ©. 393 ff., un Deiberer in feiner 
ebenen Zrigonometrie (Tübingen 1802 in 8) ©. 273 f. beibringen. Eine Auföfung un: 
ferer Aufgabe von Burkhardt finder fich in der Monatlichen Eorrefpondenz IV, &. , 
34 iſt im weſentlichen die Laͤmbert'ſche, aber mit einer nicht ninwefentlichen Verein⸗ 

ung. . 
Eine bequeme practifche Aufofung Hat BHohnenberger in der von Ihm und von v. Lin: 
benau, heraus gegebenen Zettfchrift für Aftronomie befannt gemacht, im 6ten Bd., 


" Eine befondere Schrift über die Aufgabe bat erauggegeben: J. J. % Hoffmann 


das Pothenotiſche Problem und feine Aufoſung. ainz 
Unter der ſehr großen, Anzahl von Außoſungen, die es für unſere Aufgabe giebt, vers 

dient, beſonders in Beziehung auf höhere geodättfche Dperationen, vor allen ausge: 

zeichnet zu werden, diejenige, welche Sauf m erfien Bande der von Schumacher her: 

ausgegebenen aſtronomiſchen Nachrichten &. 81 big 86 mitgerheitt hat. 

Aninerk. des Ueberſ. 
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auch die Entfernungen AB, BJ, BC meffen, und hat fo das Gefuchte 
gefunden mit einer freilich nicht großen, aber doch ſchon ziemlichen 
und in vielen Fällen hinreichenden Genauigkeit. 


Trigonometrifche Auflöfung. 


1. Da in dem Dreieck AJC (Fig. 187) die drei Seiten bekannt - 


find, fo berechnet man feine drei Winkel JAC, AJC und JCA nad 
398, IV. 

2. Man beſchreibe um das Dreieck ABC den Kreis BADC, ziehe 
BJ, welche den Umfreis zum zweitenmal in D fchneidet, und DA, DC. 
Alsdann ift | 

3 3. DCA — nBa | Alfo Beide betannt. 

c) Der Winkel JAD tft gleich der Summe oder dem Unterfchiede 

der Winfel DAC und JAC; eben fo ift 

d) der Winkel JCD gleich der algebraifchen Summe von DCA und 
JCA , und demnach fowohl der eine als der andere diefer bei- 
den Winkel bekannt. 

3. Im Dreiecke ADC kennt man zwei Winkel DAC, DCA, und 
die dazwifchenliegende Seite AG, kann alfo 398, I, die Größe von 
AD und DC durch Rechnung finden, und kennt mithin 

4. nun fowohl in dem Dr. JAD als in JDC zwei Seiten und den 
eingefchloffenen Winkel, kann alfo Winkel ADJ und Winkel CDJ nad) 
398, III, durch Rechnung finden; und kennt daher aud) W. AJB und 
BJC (38); dadurcheendlich 

5. kennt man nun in den Dreiecfen AJB und BJC eine Seite und 
zwei Winkel, nämlich W. AJB; ABJ und AJ in dem einen, fo wie 
W. BIC, CBJ und CJ in dem andern, kann alfo nach 398, I, AB, 
BJ, BC durch Rechnung finden, und hat fo die Aufgabe gelöft. 

Anmerkung. Die Auflöfung ift freilich umftändlich, da fie verlangt, daß man außer 
dem Dreied AJIC noch fünf andere auflöſe. Snellius bat aud eine trigonometriſche Auf: 
löfung aus feiner grapbifchen hergeleitet. 


Erſte trigonometrifch : algebraifche Auflöfung. 


Der erfie Punct, wenn man von der rechten Hand zu zählen an: 
fängt, fei C, der zweite J, und der dritte oder der erfte linker Hand A. 
I. Befindet ſich nun der Beobachter außerhalb des Dreiecks AJC 
(Sig. 189), fo ift: 
ts ACB— AJ.sin ABC. sin (JBC T JAC) 
6 — AJ.sin ABC. cos (IBCTJAC)— AC.sin ABJ 
II. Iſt dagegen der Beobachter innerhatb des Dreiecks AIC 
(Fig. 192), oift: _ 
18. ACB— — A. sin ABC . sin (BC + JAC 
AJ.sin ABC. cos (JBCTJIAC) + AC. sin AB]. 
Beftimmung. ft der Zähler unferes den Werth von tang ACB 
darftellenden Bruches pofitiv, der Nenner aber negativ, alfo tang ACB 
ſelbſt negativ, fo ift ACB > 90%; daher muß man nicht den aus den 





J 


— 
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alfo sin L(A—B) — Aa 2 
Und auf ähnliche Weife erhält man: 
a-tb:c=snm A-+ sinB: sin C | 
= 2sin 3>(A+B) cos (A—B):2sin}Ccos}C 
= cos % (A—B) .„ :sind4 C 
alfo cos (a) = LEN IC | 
Zuſ. Wäre der gegebene Winkel C — 90°, fo hätte man 
in$36G=cs}C=sn 45° - J V2 v2) (fürr=1); 
ferner A 900 —B, alſo A— B=9%0°—2B, und (A—B)= 
450 — B, alfo cos. 4 (A — B) — sin. compl. (45° — B) 
— sin (90° — 45° + B) 
— sin (45° + B) — 
Sind‘ alfo in einem rechtwinkeligen Dreiecke Hypotenuſe (c) und 
Summe (a — b) oder Unterfchied Ca — b) der Catheten gegeben, fo 


hat man: - 
. 'e:a—b=1:3;n (45° — B) . V2 
e:a+tb=1:sn (45° 4 B) . V2. 
405. Ein Dreieck aufzuloͤſen, wenn gegeben ſind: ein Winkel 





(C), eine der anliegenden Seiten (b), und die Summe der beiden 


andern (a + c). | 

Auflöfung. cotg $ des an die gegeb. ©. angränz. Winkels — 

gegeb. Summe — gegeb. Seite 

gegeb. Summe — gegeb. Seite ' 
Cagnoli $. 240. 

Vorbereitung. Es fei (Fig. 180) BE= AB= cc, alfo CE— 
CB--AB=a- c; daher auh W.CAE — CEA = CAE — 
EAB — CAB — A, gegeben, daher nad), der erfien Auflöfung des 
dritten Salles in 398, de 


tang 4 (CAE — AEC) = e+gJ—b cotg 3 C | 


ig 3 gegeb. Winkel, 


Pas (ac) + b 
1 al 
oder En Pr zur ge c) —.184C 


406. Ein Dreeieck aufzulöfen, wenn gegeben find: ein Winkel 


(C), eine der angrängenden Seiten (b) und der Unterfchied (a— c) 
der beiden andern. 
Auflöfung: tang 4 Winkel, der an die gegebene Seite graͤnzt —= 
gegeb. Seite — gegeb. Unterfchied 
gegeb. Seite — gegeb. Unterfchied 
Cagnoli $. 241. oo. 
Vorber. Es fei (Fig. 180) BD—=BA, alfo 1)CD—= CB — 
A=a— c, und 2) W.DAB —= ADB, 3) ®. CDA — CAD 
= 180° — ADB — CAD = 180° — (DAB + CAD) —= 180° 
J GEB, alfo 3 (CDA — CAD) —= 90° — 4 CAB = comp]. 
CAB. 


. tang 4 gegebener Winkel. 
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Beweis. Für Dreieck CAD ift nun nach der erften Auflöfung 
des dritten Falles in 398 


tg 4 (CDA — CAD) = cotg } CAB 
CA — CD 
= cotg 3. C . CA. Co 


* 093%" CA (CB — AB) 
folglich tg A — . i8 40. 

407. Wenn die Winkel eines Dreiecks und eine der Seiten 
gegeben find, die Stuͤcke der letztern zu beſtimmen, welche durch 
das zu ihr gehoͤrige Hoͤhenperpendikel gebildet werden. 

Cagnoli $. 243. 





Auflöfung. 
Untere. der Stücke — gegeb. Selte. sin. Unterfch. der anlieg. Wink. 
Summe sin . Gegenwinkel. 


Vorbereitung. Theile (Fig. 181°) CA in zwei gleiche Theile 
in E; ziehe die Sentrechten EF und -BD, und endlih CF, fo ift 
CF = AF, und daher W. BCF = BCA — BAC = C— A. 

Beweis. sin FCB : sin CBF = BF: FC 

sn(C—A):snB=BF:FA = DE: EA 
=3b7FDC:3yb 
= bT2DC:b 
—=ADTDC:b 

— b.sin(C — A) 

alſo ADTDC= — —3— 

Anmerkung 1. Das obere Vorzeichen gilt, wenn beide Winkel an der gegebenen 
Seite ſpitz, das untere, wenn einer derſelben ſtumpf. 

Zuſ. 1. Iſt der Gegenwinkel der gegebenen Seite ein Rechter, 
ſo wird der Unterſchied der Hypotenuſenſtuͤcke gleich dem Product aus 
der Hypotenuſe und dem Sinus des Unterſchiedes ihrer anliegenden 
Winkel; alſo 
AD—- CD—b.sunlC — A) . 

Aber, RA CH+A=0, ſo iſt C—A=909 —2A=compl.?A, 
alſo DA— DC b. cos 2 A. 
Nun iſt Da (AC DA - DPO) (6b cos 2 A) 
—b (14 cos? A) 
3(AC—DA+DC)=1b(1 — e0s,2 A) 
Ib (I +4 eos 2 A): 3b (1 — cos 2A) 
cos? A : sin? A (378, Sig. 96 und 113) 
1 : tang? A. 


s und DC 
alfo DA : DE 


na 


Cagnoli $. 221. 
Anmerfung 2, Der Fall, wo man die Abſchnitte einer Dreiediöfeite (die auf ihr 
durch das zugehörige. Höhenperpendifel gebildet werden) beftimmen fol aus den Dreiecks⸗ 


— 
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ſeiten, als den gegebenen Stüden, faͤllt zuſammen mit der erſten Auflöfung von 
Zall IV in 398. 

408. Wenn zwei Seiten und der von ihnen eingefchloffene Win- 
fel in einem Dreieck gegeben find, die Winkel zu beflimmen, welche 
das aus der Spike des gegebenen Winkels auslaufende Höhenper: 
penditel mit den beiden gegebenen Seiten bildet. 





Auflöfung. 
Summe ) der ge: 
lons Summe * | Sir cotg $ gegeb. Wink. 
Unterfch.) Winkel umme gegeb. Seit. 


Cagnoli $. 245. 
Beweis. Es ift (Fig. 66) 

AB: BC = sin BCA : sin BAC 
= sin BCD : sin BAD 
z= cos CBD : cos ABD. 

alfo AB+BC : AB— BC = cos CBD-+ cos ABN : cos CBD _ 
— cos ABD 
oder e+a __ cos CBD + cos ABD 
e—a cos CB — cos ABD 
__ cotg $ (ABD + CBD) 
= Hang 4 (ABD — CD) (378, Fig. 82) 
alfo, wenn C —< 900 


tang } (ABD — CBD) = ——. cotg 4 B 


+ 
und wenn C >> 90° 
ce—+ a __ cotg 4 (ABD — CB) 
c—a tang 4 (ABD 4 CBp) 





und daraus 
c—3a 
ig 3 (ABD 4 CBED) — cta . coig 4 B. 
Zuſ. Iſt B= 90°, fo wird ctg} B=1, alfo 
c—a 


409. Die Stüde zu finden, in welche die Seite (AB Fig. 67) 
eines Dreiecks (ACB) durch die ihren Gegenwintel (C) halbirende Ge: 
trade (CH) getheilt wird, wenn man entweder die Winkel des Dreiecks 
und die getheilte Seite, oder alle Seiten Eennt. 

Auflöfung. Unterf 8 

tang Unterſch. anlieg. Wink. 
1. Unterſch. d. Sid, 4 Summe diefer beiden W. getheilte Seite 
Unterfch. der beid. and. Seiten 
Summe diefer beiden Seiten 





2. Unterfch. d. Stuͤcke — 
Cagnoli $. 244. 


. getheilte Seite. 
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Bew. BH : CH=sin BCH: sin B* 
CH : AH = sin A.: sin ACH: 
BH : AH=sinA : sınB 
BH+AH:BH— AH=sinA- sinB': sin A— sin B 
=tg$3(AFB):tg3(A—B) (378, 8.81) 
=a+tb:.a— b (394) 
woraus unfere beiden Aufldfüngen fich fofort-ergeben. 
Zuſ. 1. SE das Dreieck in C rechtwintelig, To ift, weil ı 
A+B=%00, alfo 1(A+B)—45%, 3 (A—B)=450 —B; 
feenee BE—= 3 AB + 4 (BH— AH)‘ 
AH=4AB— J (BH— AH), alfe: 


BH:AHNH =} AB (t+ AH) :4 AB (1.— AEZAt) 


+ 
tg 4 (A+B) tg 4 (A+B) 
= tg4(A+B) + tg 3 (A—B):tg 3 (AB) — 183 (A—B) 
— tg 45° + tg (45° — B) : 18 450 — tg (45° — B) 
— 1—1gB ,„_ t-tEB 5 
—=1-+ IFigB :1 IB (378, $. 64) 
=1+tB-+1—1B:1+tgB—1-+1igB 
= 92:21gBT1:1igB. 
Cagnoli $. 222. 

Zuſ. 2. St das Dreieck gleichfchentelig, namentlich AC = BC 
fo ft BE — AH O, oder AH=BH was man fhon aus früähern 
Sägen (51) wußte. 

410. Wenn von einem Dreieck zwei Seiten und der eingefchlof: 
fene Winkel gegeben find, die Stuͤcke zu. Beftimmen, in welche die: 
fer Winkel durch die von feinem Scheitel nach dem Halbirungspuncte 
der Gegenfeite gehende gerade Einie getheilt wird. 

Auflöfung. 


tang 4 Unterfch. der Winkelſtuͤcke = 
Cagnoli $. 246. 
Bew. BC:BH = sin BHC : sin BCH (Fig. 67) 
AH: AC sin ACH: sin AHC 
a:Bb =smACH: sinBCH 
a+b:a— b=siu ACH + sin BCH : sin ACH — sin BCH 
=tg} C:tg% (ACH — BEH) (378, 3. 81) 
woraug die Nichtigkeit unferee Auflöfung bervorleudztet. — 


Unterfch. d. Seiten 
Summe d. Seiten 
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Aus diefen bereits gefundenen Stücden werden alle noch übrige gefuchte 
leicht hergeleitet. 


Zweite Auflöfung. 


sin. ABD Im sin ABC 
Da AD = sin ADB » AB, und AC = sin ACB . AB, fo 
ift auch 


AD _ sin ACB.. sin ABD 
AC sin ABC. sin ADB 
Alſo if m gleich einer befannten Größe, da die auf der rechten Seite 


vortommenden Winkel alle nach Vorausſetzung bekannt find. Bezeich⸗ 
nen wir Daher diefe bekannte Größe mit a, fo ift: 
AC = & 
und mithin, der zweiten Auflöfung des dritten Falles in 398 zufolge: 
eotg 4 (ADC — ACD) = tg % CAD. tg (45° + ao) 
Durch Huͤlfe diefer Formel findet man alfo L(ADC— ACD), alfo aud) 
und ACD feldft, und dann leicht auch die noch übrigen gefuchten 
tuͤcke. 


Anmerkung. Bei der Bildung des halben Winkelunterſchiedes, fuͤr deſſen Cotan⸗ 
gente man hier einen bekannten Werth findet, muß man mit einiger Vorſicht zu Werke 


gehen, und auf die Hüuͤlfsgleichung cc” * achten, von der man ausgegangen iſt. 
Jedenfalls nämlih muß derjenige Winkel Mingendus werden, welcher der Seite gegen⸗ 
überliegt, die den Renner unferes Bruches IC bildet, alfo bier ADC, und Subtra- 


hendus der Gegenwinfel des Zählers, alfo ACD. Denn nur dadurch vermeidet man 
Widerſprüche und Ungereimtheiten, in welche man außerdem leidht verfallen kann. 
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678. Borerinnerung. Zur Bermeidung möglicher Irrungen und zur Erleichterung 
des Berftändniffes für Anfänger bemerfen wir : 
1) Allen goniometrifhen und trigonometrifhen Formeln dieſes Anhanges liegt die An- 
nabme zum Grunde, daß sin. 90° oder sin. tot. = 1 fei. 

2) Bogen oder Winfel, die niht nur von willführlider Größe, fondern and obne 
alle gegenfeitige Beziehung find, Item durch die Suäfiaben 

a, B, Yd..... 9,15 
Dagegen 

3) die Winkel eined Dreiecks durd A, B, C, und ihre Gegenfeiten beziehungsweife 
durch a, b, c bezeichnet werden. 

4) den Halbmefier des Kreifes, der fih um ein Dreieck beſchreiben läßt, bezeichnen 
wir mit R, die Radien feiner vier Berührungskreiſe aber mit r, ri, ri, zu 
und zwar mit r den Halbmeffer des innern, mit r! den Radius deffen, ver die 
Seite a von außen berührt, 2C. 








sin 5 @& 
679. =2cosa+t 
sın 3 
cos >. 
680. 7 = 2 cos a — 
c083 3 
3. 
ei tang — 2" Geien cos & 1) @e3=1) cos 5-1) 


| tang < 3 (+20) F 2 sin 3) G-23) — 2 sin 5) 
682. I - 5(1+ ws ) 
688. Lt ne _ SC1+ ootg 5 


1 — cosa 

1 — sin a 

6.  csa 50-5) . 
t — sau 

685. T- 00a — 3(cotg 3 — 1). 


8 


cos & 1 a 
IFoa (lt - 5) 
21 * 
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67. _ N (7 a 1) 


1 — cosa 


688. tang X == tang 5 + : . tang & . sec? 3 | 

689. sin?2a=(ina-t cosa + 1) (ina 4 cosa« — 4) 
= (1 + sin a — cos a) (1 — sin a —+ cos «) 

6%. cos? a = (cos a + sin a) (cos « — sin «) 

691. sec 2 « + tung 2 « = tang (45° 4 60) 


692. sec? a — tang 2 a = tang (45° — a) 
692a 1 + sin « == (sec @ + tang «)? 


"1— ma 
1 — sna 
1 + :sinca 

— tang (45° — a) 

694. cosec 2 a 1+ tang 3 = 

695. cos? a — sin? a = cost a — sin? a 

696. (sin «a + sin ß) (sin a — sin ß) = sin (a + B) . sin (a — $) . 

697. sin (a + ß) . sin (a — P) = sin? a — sin? ß 

698. cos(a-}-Pß) cos (œ - B)= (cosa+- sin ß) (cos a - sin B)—= cos? « - sin? ß 


= (cosß-+-sin«). (cos ß- sin a) == cos2ß - sin?« 


= (soc a — tang a)? 


wottwß ___Wa—tß _,, | 
6N. cotg @ + cotg B cotg a — cotg ß wat ! 
wattsßB _ 
70. ag tga.tg (a 4 P) 
tg a — tg ß 


Sog af tgß — tg 0.15 (0 — 8) 


| __ sin (a + ß). sin (@ -— ß) 
el U Der »YC 2er 
__ 008 (@« + B) . cos (a — B) 
IT ma, 
. cos$(a + ß 

sin & + sinß “ cosi(@ — ß) 
204. sin (4 ++ ß) sind(a + ß) 


sin & — sin ß sinä(a — ß] 


702, cotg? @ — tg? 8 
703 sin (a + ß) 


1 — 2 sin ꝙ 
75. ) + tg} G erg Beeren 
706. #3 + D-18300 —-V)= Fr P 


707. sin = sin . cos (p — 9) 4cos . sin (p — 9) 
708. cos$ — sin . sin ( + Y) + cos . cos (p + y) 
709. (cos &-} cos €) [I. — cos (346)] = (sin 8-H sine) . sin (d5-+e) 


710. sin?& . sin? e-4+-cos?5,cos2e+-sin?&.cos?e+4-sin2e. cos? = 1 
ee 


[2 


sin 45° 
sin 30° 
sin 60° 
sin 8° 
cos 18° 
sin 15° 


cos 15° 


711. 


712. tg? a — tg? B = tg? a. sec? B:— tg? B.. sec? a 


Anhang zum achten und neunten Bude. 


| 


= 


4 =iV2=Vh 
cos 60° = 4 

cos 0 =4IY 3 

cos 72° = 4 (V5 — 1) 

sin 9° -ı Vıt zy5 
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07 =-4VI-VI=-iVs—-vD 
sin 5>7=-ı41VYs F?2r1?=i(v6+V 2 


713. cotg? « — cotg? B = cotg? a cosec? B°— cotgꝰ ß cosec? a 
714. (tg?« -tg? B)(cotg? «- cotg? B)= (sec? « - sec?ß) (cosec?a—cosoc?ß) 


116. | 


af 


(ins +ess-rVIFn 


—* 


. 0 — 
su, — cg9-—=+t v1 -— sina- 


2 


s 


716. Asin (60°-&0) . sin (60° —w)=4cos (30° 0) . 
| —2eos 20 + 1 = 4 cos? -1 
717. 4003 (60° +») . cos (60° — w) = 4 sin (30° +0). sin (30° — w) 
— 2 cos2 — 1=1—4sin?o 
718. sin 40 #0) — sin (160 60) # sin (54° - @) - sin (18° -0)=cosw 
| 719. cos (54° - )- cos (18° - @) - cos (54° + 6) + cos (18° + 0) =sin o 
720. Wenn @ einen beliebigen Bogen. bezeichnet, deffen Sinus nicht Rull ift, und 


fo iſt 


sin @ sin @° 


sin (P — 0) an ( — uw’) 


a-= nn. 180° + wf 


cos (30° — w). 


wo n jede beliebige ganze pofitive Zahl, Null mit einbegriffen, bezeichnet. 
721, Wenn, unter derfelben Vorausſetzung für @, 


jo iſt 


cos & cos w 
ETF — — 
cos (9 — ©) cos (® — w’) 


on, 180° # o 


wo n diefelden Werthe hat, wie im vorigen Satze. 
722. Iſt, unter eben dieſer Borausfegung, 





go  _ __ te __ 
tg (9 — 0) tg (9 — @) 
fo it, go’ = votg (a — 9) 


und tg w = cotg (W’ — P) 
723. Bezeichnen p.,, v, p- drei beliebige Bogen, fo ift: 
A&sing.sinvw.sinpg=— sin tyto+tsao(-utvto 
+ sa 0) sSin ( M-0) 


Zuſ. 1. Daher iſt für jedes Dreieck: 
4 Sin A.sinB.sm&=sin(—A+B+C) 
Zuſ. 2. In jedem Dreieck iſt daher auch: 
4 sin A. sin B. sin GC. siu 2 A 
724. sing Bsiun v. 4· sinp 
sin (n-tv +p)+4sin} — 


+sin(A —B+CO)+#sin(A+B—C) 
+ su2B- sin 20 


V . sin (). Sin IC-o) 


— 
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Buf. 1. Daher ift für jedes Dreieck: 
snAtsoB+tsinC=4cos3 A.cos$B.cos}C 

Zuſ. 2. n2A+sn2B+tsn2C=4s:snA.sinB. sin C 

7235. 4cosp .tos vcap=co(p tv 4 p) + cos (— eg + v-+p) 
+ ess ( ran u ee 

Zuſ. 1. Iſt alſo v4 op = (4 n + 1) 90°, fo ift: 

4cosa.cosy.cop=+(sin?2p + sin?2v-+ sin 2 p) 
Zuſ. 2. Iſt dagegen u + 4 n . 90° 


fo ift: 
4cosp.cosv.coopw=41-- cos 2 p + cos 2v-+ cos 2a 
3.3. Atem vhp= (40 +2) 90°, 
fo tft: 
4cosp.cosy,cosp=—(j cos 2 cos 2, cos 2-p) 
In jedem Dreieck iſt daher: 
Zu. 4. 4 cos A. cos B. cos C = — (14 c0os2A-+cos 2B-+ cos 2 C) 
Zuſ. 5. 4 cos J A. cos B. cos 4 C — sin A- sin B-4 sin C 
726. cos a. coav.cosp= cos (u + v+ p) + sin ga . sin v. cos p 
sin u . sinp.. cosy 4 sinv.. sinp . cos u 
Zuſ. 1. In jedem Dreied ift alfo: 
1} cosA .cosB.cosC = sinA.sinB.cosC+# sin A. sinC.. cos B 
+ sinB.sinC. cos A 
Zuſ. 2. Asinp . siny. cosp-+-4 sin . sinp . cos v-4 sin v. sin .cosg 
= ces () co (- ) Peos ( 9 —3costutrvt e) 
Zuſ. 3. In jedem Dreieck alſo iſt: 
4 (sSin A. sin B. cos C4 sin A. sin CG,. cos B-4 sinB. sin C. cos A) 
— 3 — cos 2 A — cos 2B — cos 2C 
Zuſ. 4. 
4(sing A. sin IB. cos C-sin æA. sSin C. cos IB-sin 4B. sin C. cos} A) 
— sin A suBtHsinC=4cos3A.cos$B.cos$C. 
727. cos au-Fcosy4 cosp== 4 0s (. cos (0) cos (v-+p) 
— cos ) 
Zuſ. 1. cos A 4 cos Bcos Cc 4'sinA . inI B. in C+1 
Zuſ. 2. 1 4 4 cosA cosB cosC + cos 2A + cos 2B + cos 2C=0O 
sin(e +v- o) 
728. tgp.tgyv.tgp=tgu tg v-H tg p — — > 005 P 
Zuſ. 1. gA.gB.g C=-tg A-tgB-t tg C 
auf. 2. tg4A .tg4B.tg4C-}HsechA. seciB.. sec4C 
| =tg4A-+tg4B+ tg 4 C 
729. cotg p. cotg v. cotg - cotg cotg v- cotgp 4 et vo 
ER v. 2 sın A. sin v. sin d 
Zuſ. 1. cotg A. cotg B. cotg C4 oosec A. cosecB.cosec C 
=ycotg A-F cotg Bcotg C 
Zuſ. 2. cotggA . cotg4B. cotg 40 == cotg4 A + cotg IB4 cotg C 
730. 4 sinn . cosy. cosp = sin wtYtR — sin —utıto + 
sin (a—vHtp) + sin 4 - 0) 
Zuſ. 1. sm &A.coB.csC=—sin2A+sino2B+t sin?2C 
duf. 2. 
4sinA.cosB.cosC-+ 4 sin Bcos A . cos CA sin G. cos A. cosB 
= sn?2Atsn2B+4sn2C=4sinA.sinB. sin C. 


4 





" 
. 
[2 
D 


.- —- 
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Zul. 3. 4 sin} A. cos B.cos$ GC 4 sin} B cos$A cos$ C 
+4:m3G. cos$A.co;gB=3- cos A-} cosB 4 cos C 
731. siaa-+ sinß — sin y 
— 4 sing (at BP) oo ga ty). BFY —sna+ß+Y 
fl. sin A P- sin B— sin C 4 sin à.A. sin B. cos 430 
Zuſ. 2. sin A- sin B sont = 
4sin$A.sin4B.cos4C-H4sin$ A.sin}C.cos4 B-+-4sinlB.sin$C.'oos$ A 
= 4cos$A . cos$B.cos4C 
Zuſ. 3. in?2Atsin2B—sin2C=4sinCG.cosA.cosB 
Zuſ. 4. sin 2 A - sin 2B 4— sin 20 = 
4 sin A cos B cosC + 4 sin B cos A cos C4sin C. cos A. cos B— 
4sinA.siınB,. sn 
732. 8sin 4 (a tß+Yy . sind (— ca+B + v; sin}(@ae—B-+Y. 
a4 a@+8-Y= 
4000 0 cos Ben y— cn 2a cn 2B—cn2yY—-ie 
2 (1 — cos? a — cos? ß — cos? y-$ 2 cos a cos ß cos y) 
uf. 1. 1 +4 cosA cosB cosC + cos 2A 4 cos 2B + cos 2C=0 
Zuſ. . 1 — 2 cos A. cos Bcos C= cos? A -+ cos? B -+ cos? C 


733. — 8 cos (a BY . cost — a + BtY) co a—-B+Y. 
con} (a By) = 
4cosacosßcosy-F coo2«-+cos2ß-+coso?y+1= 
2 (1 — cos? a — cos? B — cos? y — 2 cos @ cos ß cos y) 
74. Ssingatß+YVeng-atptYV.co4a—B+Y. 
cos} (a+B—Y) = 
14 cos?2a — 082ß—cos?2y-t4cosa.sinßainy 
Zuſ. 1. 4 cos A. sin B. sin C — 1 -+ cos 2A — cos 2B — cos 2C 
Zuſ. 2. 4 [cosA.sinB.sinC-HcosB. sinA.sinC-Hcos C. sin A. sin B] = 
3 cos 2 A— cos Q2B— cos 20 


7355. —8cst (a + BY. co (— a +p+Y.stnsa—BrY- 
sind (e+-B—Y = 
1+cos 20a —coo2ß—cos?2y—4Acosa.sinß.siny 
736. siag(a--B-Fy) sind (-at+BtY cosd (a— BY) · cos 20 4 
B-m+ong at B+N. vg (-afBtY-inia-BtY. 
sin$ (a--Bß—y) = cos a. sm B. sin y 
737. sin?2a. sin2ßcoos®yF#sin?2«.sin?2yco®?ß+ 
sin? b. sin 2 y cos? a == 4 000? a cost Bcos® y —40sa., con P cos y cos (aHRFY) 
4. 726. 
Zuſ. sinA.sinB cos* - + sin A . sin G . cos? 5 + 


B C 
sınB. sin Gt 4 cos? * . 008? -æ. cos? — 


2 2 2 
73. 8sinp . siny. sinp.sino = co a tv p-+ » — 
00 (= ur tote) — ce — oo ut — +) 
— co(utvtp —w) + cos (kr +v—p—o) + cos (k—v - p-+o) 
+ cs (- pe +Y—- +0 
739. 8cosn.coy.008p.c0 = co ut+vtp+o) + 
cos -utvtpto) + os a — ve + 0) + oo ut — p+u) 
+ cos (UAMe-o — 0) +cos (u +9 — p — w) + co k —vtp— 0) 
+cos (ek —v—er+to 
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Zuſ. 1. A sin a. sinv.sinp.sinw + 4 cosp . cosy .. cosp . cosw 
=cos(ka+v+p+ 0) + cos (u+v—p—w) + 005 (u—vtP— 0) 
+ cos (u —v-—-pe-+ oo) 

Zuſ. 2. 4 cos a. cosv.cosp.cos — Asinn. siny. sinp.. sin@ 
tete He hehe) Ten By Pr) 
+ cos u ty +0) 

740. cos a t+cooyv+t cosp+coswo =co!kt+vtep + 

+ cos} (utv —p—o) + cos} (u—vt+p—w)+ cos} (u—v—p-+o) 
—8sind — at ve +e).sini(e—vtp+0) - sin} (u + —- p+o) 
sin} v4 p—o) = 8 cos} (-utv-tp+tw). cos} (u vtp+o) 
. cos} (u v—pt0). cost utvtp—o) cs; (a tv + rt 


— 005% (ut v—p— u) — cos} (u—y+p—0) — cos} (u-9— p+o) 


74. Sind A, B, C, D die Winfel eines beliebigen Vierecks, ſo ift: 
1+sinA.snB.sinG.snD— cosA.cosB.cosC. cos D 
— sin® A + sin?B 4 sin®C + sin? D 
2 
742. Unter eben diefer Vorausſetzung iſt: Ä 
1—sinA.smB.smC.smD- cosA.cosB.cos 6. o0s D 
__ cos? A 4 cos? B + cos? GC 4 cos? D 
743. sin (a-}ß) . sin (@—ß) + sin (B-+Y) . sin(ß—y) 
+ sin(y-He) . sin (y—a) = 0 
744. cos(a-4B).cos (a — ) + cos (BF Y) . cos Y)-+ 
cos (y + a) . cos (Y—c) = 0 
745. Sind a, B, Y 83. .. . V, w beliebige Bogen, fo ift: 
sin (a+ß) . sin (@a—B) + sin (B+Y) vin BY) .... 
+ sin (+0). sin (d)—o) + sin (oe). sin (0o — ) = 0 
746. cos (a + B) sin (a—B) + cos BY sin B- N +... + 
cos (+0) sin (y—w) + cos (we) sin (0 - ) = 0 


sin (@ — ß) sin (ß — y) sin (y — 8) 
a at 
+ ul = o) + sin (0 — 6) 


sin ) , sin @ sin @ . sin @ 


=0 
TAB, sin (« — 8) g (6G — 9 4 sin (y — 8) 4 


cos a cos ß cos B. cos y cos y cos 8 


sin a) + sin (w —-a) 


cos u cos cos W . cos a 
749. siva . sin (ß—y) # sin 3. sin — + siny. sin(a —B)=0 
750. cosa@ , sin(ß—y) + cosß . sin(y—oa) + cosysin(a—ß) = 0 
751. sin a, sin (B— v—-H)-+sinß.sin(y+5—a)+siny.sin(ö-+a« —ß) 
+ sindsn (a —ß—y)= 0 
752. siua. suß.sm(y—d)+ siuß.siny. sin (ö—«) 
+ siny.sind..sin(@a — 3) + sind. sina. sin(ß—y) = 0 
753. cos a. cos ß.siun(y—8) 4 cos ß. cosy.sin (5 —o) 
4 cos y,cos8. sin (@—ß)+ cos 3. cosa. sin (ß—y) = 


msn... .....- uf — —* 
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754, sin(«-4-ß) . sin (« — ß) + sin (ß + y) . sin ®-—nr) Karen 


cos? a . cos? ß cos? ß . cos? y 
sin (do). sin w — 0) sin (o4«) . sin (wo — a) . 
+ cos? b . cos? @ + cos? & . cos? « 0 
755. is (a — 8) A+tga. tg HEBEN AHrEBEN +... 
re w-o)it+tsy.tgo)+ tg —J (1 4 ts q . te c) — 


756. in3o-+sins5a-tsin7.aHt.. - tsa@n— 1a 
_ sin(a + 1) «a. sin —8 
— sin a 
%. 745. | 
757. cos 3 4 cos 5 4 cos 7«-F...-}+ cos (2n da 
_ cos (a + 1)a . cos (n — 1) 4 
— sin « 
%. 746. 

758. cosec @ . cosec 2 a4 cosec 2 a& cosec 3 @ 4 cosec3 a cosec 4a. 
. ... cosec (n — 1) oa coseena = sn{n—1)«a. cosec?t«. 
cosec n a 

%. 747. | 
759. sec .'sece?2 a secce?«.sec 3 + scce 3@. sc 4aHt...... 
+ sec(n—1)a.seccna==sin(n —1)a.seca .cosece a. secn 0 
A. 748. ' 


‚sin3a=2cosasin?a — sin & 
sn4äa=2cosa.sn3a — sin? «a 
san5@a=%cosa.sm4a—sın3a 


760. 


sinna=?2cosa.sm(n—1)a — sia (n — 2) a 
cos 3a =2cosa. cos? a —’cos & 


cos4Aa—=%2c0osa.cos3a — cos? «a 
cos 5 a =2cosa.cos4a — cos 3 u 








. 161. 
osuna=%caa.cosm—1)a—com—- da 
762. sunatsin2a + su3ca-+t.. tun la 
sin-a ji 
2 
sin 
2 
A. 760. 
763. amateur. .. cos (u —I)a= 
cos 34 sin I a 
. 0a 
sın — 
2 
A. 761. 
764 sin & +-sn2a+tsio3ca+.... + siona — tang — 





cos 4 cos 2 4 cos 3 . .. + cosna 2 


or 
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‚sin (a +ß) = 2 cos ß sina — sin (a — ß) 

sin(a 4 28) — 2 cos 83. sin (a -+ B) — sin a 

sin (a + 3 ß) = 2 cos ß. sin (a 2 3) — sin (a + $) 
765. {ein (@-+4 8) = 2 cos ß. ein («+3 9) — sin (a + 2 B) 


sin (@ + n ß) = 2 cos B.sin[a-- (n— 1) 3) —sin[a-+(n-2)PB} 
sin (aß) == 2 sin ß cos a + sin (a — ß) 
sin (a + 2) = 2 sinß.cos (a + ß) + sin a 

766, sin(a-+3ß)=2sinß.cos (a +2B) + sin (a -+ P) 


sin (a4 nB) = 2 sin B cos [an —1)B]-+sin [a (n -2 2)81 
cos (@ + ß) —2c00s a cos ß — cos (a — ß) 
767.» | 
cos (an) = 2 cosßcos[a-t(n — 1) 8] — cos [ae + — 2) B] 
cos (a + ß) = cos (da — B) — 2 sine. sin ß 
768. a 
cos (a +nBß) = cos («+ (m — 2) 8] —2 sin Bein [a-+(n— 1) ß] 
769. sin’a + sin Ja + pP) + sin (a +2 P) + sin (a-+38) +.... 
2 . sin (@ +3 ß) 
+so a +nß) = sinf B 
„co @—49—cofet+(n+3) Bl 





a. 768. m 
770. cos a -+ cos («a #Bß) + cos (a + 2 ß) + cos (a-+3P) + 
n +1 


. . co (atzB. in B 
+ cos (a + n ß) ng | 
_ :in [a + m +3) BJ] — sin (a — 4) 

2 sin 4ß ‘ 
%. 765. 


Frage : Wie Fönnte man leicht aus den beiden legten Formeln (769 und 770) die 
frübern in 762 und 763 herleiten ? 


zuſ. in a + ie (a + +. sia (a + nm n ß) 
=46.+7z9 


771. iogtsn3atsinsa-.. ‚Faantno 
_. 5in® (a+1 


sin @ 
%. 769. 
772. cos æ4 coat cosba+r - ss, me@ntDa 
sin2(a +1 ) 4 
- 2 sin 


A. 770. 
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sina -+- sin 3a +sin5a-+...+sin Zn+Na _ 
Sul. cosa+ cos3a + cos5a-+.... cos (2n-+1)« tang (+1) a 
773. Sim gp', U, QM .....g9 Heliebige Bogen, deren Tangenten wir ber 
Kürze halber beziehungsmweife mit #, tu, U... tm) pegeichnen, fo ift: 
j +! + gl + gu__ 45 gie gu 
He He) rn en _ ur 
Zuſ. 1. Bezeichnet daher, wie gewöhnlich, x den halben Umkreis, fo ift, wenn 
or gi! to ng, 
t! + gt + yııı — t tu tiui 
Zuſ. 2. In jedem Dreieck iſt daher: 
gA+-tgB+tgC=tgA.tgB.tg C; und j 
uf. 3. cotg$A-F- cotg4 B + cotg4 GC = cotg$ A . cotgäB.cotgiC. 


Zuſ. 4. Iſt daggn + TH" = len +1) 5, ſo iſt: 
gl tu 4 gl tui 4 gt, = 1 

Zuſ. 5. In jedem Dreieck ift daber: 

g4A.tg4 Big A. C+tg4B.tgl C=i 
uf. 6. An jedem Dreieck ift auch: 

cotg A. cotgB + cotg A. cotg C + cotgB.cotg C= 1 
774. Unter eben diefer Borausfegung iſt: tg +" +" ++) = 

dt tu 4 gu + IV — gig TE gIIV OO, — tu pui u 

| y— tut _ gg _ dlV + eetgugv 

Zuſ. 1. aog Foto" Yun, fo il: 
u 4 gi + gilt + tv = t! ale gl ' + tl txv 4 t qIaE IV + gi! gl. ıv 


Buf, 3. Iſt dagegen Ha" HE" HT AL + N 3, ſo iſt: 
gg | + gig + t tux 4 tu tu 4 ui v 4 ui ‚IV —14 ttu I IV 
775. Sest man der Kürze halber: 
' 1 
Sat mt Je Le... t-iy 2 em 


2 
2 t = gg + ti ii +....+ ga-N. (m) 


n—1 
St am, aD... ala, eu 


St — delta, ,;a—D m) 


fo ift allgemein : 
tang [ꝙ +o" +... 9%] 
a) (3) (5) 21- 


— 2u) t — —2 t * —2 t — .... + >> (Zu)! 
@) MH (2 n) = 


1 — —A amt... * % (an) t 


Trage: In melden Halle gelten die obern Vorzeichen der legten Glieder im Zäh— 
ler und Nenner unferes Ausdrucks, und in weldhem die untern ? 


N 
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776. Unter denfelben Borausfegungen,, wie in der vorigen Nummer, tjt: 
tang [p! + "+... g@mtb] Ä 


(d) 20 QAn-1) 
F Sanın t— Zanant ee + @n+1) t 
2 (4) (2n) 


. @&) 


Frage: Wovon hängt es ab, ob für die leſten Glieber die obern oder die untern 
Vorzeichen gelten follen ? | 


777. heilt man einen Bogen von der Größe: (Qn + 1) 5, in eine beliebige 


Anzahl beliebiger Stüde, fo ift die Summe aller 4 nionen Produfte, die man aus den 
Tangenten derjelben bildet, ftets um die Einheit größer als die Summe aller (4n + 2)io= 
nen Produkte eben diefer Tangenten. 

sec 9! .@ 
1 — tg go" . g*! 


Ä ıt 
| sec (p + g") = 

secp! .setgp!l, sec p!!! 
sec (p + pp )= 


secQ! . secp!! . sec® 








Ä sec ı LI III — 
| ae te + ) 


III . sec ot‘ 


1-tgp° tg" tot tg TE HT gg gg ET tg nV 


779. Seht man der Kürze halber: secp! — s! x, und wie vorher: taug p" 
— t? ꝛc., fo ift allgemein : 


sec. [p! + og" +.... 29] — ö— —ñ — 


und 
ı u —X (2n) (2n +1) 
2141 Su Tree s .s 
ve [at + et et] — a m 
M 1 Zanıntt an+nt LS gnynt 


780. In jedem Bielede von gerader Seitenzahl ift das Produft aus den Secan— 
ten aller Winkel um die Einheit größer ald der Ueberfhuß, welden die Summe ber 
4 nionen Producte der Tangenten diefer Winkel über die Summe der (4n-F- 2)ionen 
Produfte dieſer Tangenten bat. 

781. In jedem Vielecke von ungerader Seitenzahl dagegen ift das Produkt aus 
den Secanten aller Winfel um die Einheit Pleiner als der Ueberfhuß der Summe aller 
(4n + 2)ioneu Produkte der Tangenten über die Summe aller 4 nionen Produkte der- 





— 


ſelben. 
782. sin [ꝙ. 4 pil + gi ... ꝓGm] 
(1) 9 @n—1) 
_ Zant— @ntt--.-- + z. amt 


sec p" . sec PT ...... sec „@n) 


783. Wenn drei Bogen a, B, y in folder gegenfeitigen Beziehung ftehen, dag 
(1 + cos y) sin ß . cos ß 


sin ꝙ = 


vi- sin? ß. sin® y 

jo iſt ſtets: 
cos? ß — cosy . sin? ß 
coy= — — 


Vi— sin? ß. sin2y 
und umgekehrt. 
- imo. si inß . sin (a ) = sin . si 
784. Done . siny + ein RE — sin rd . sin BD 


J 
3 


nen 





. 


———————— — 





DE 
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785. In jedem Dreied ift: 
a=b.cosC-+c.cosB 
b=c.cooA+a.coC 
c=a.cosB-+b.cosA 


und daber au: 
a? — b? + c? — 2be. cos A 


b®—= a? + c® — 2 ac cosB 
c®? = a? + b? — 2 ab cos C 


786. In jedem Dreiede A der oben (X. 687) angegebenen Bezeichnung zufolge : 





R a — — — — — 
2 sin A | — 2 sin C 
a—b — at c F 646 
2 (sin A + sin B) 2(inA+sinC) 2c(imB+ sin C) 
at+b+e 
2 mA + sinB + sin C) 
— a—b — a—c — b— c 
2 (sin A—sinB) 2 (sin A — sin C) 2 (sn B — sin C) 
a+b— c a—b-+c 
—36in A+ snB — snl) — 2 Gin A— sinB + sinG) — 
—a+b-+ ec 
21— sin A+ snB + sinC) 
__ abe 
4 A 
a b 
187. “RT cotgäB + cotg4C = cotg4A + cotg4C 
c | 
— cotz4 A + cotg4 B 
_asin$B. singt b.sin4A .sin!C 
cos 4 A ‚cos4 B 
’ _ce.smndA. sin 3B 
cos} C 
__2R.snA.sin3B.sin3C 2RsinB. sin A.sin} C 
— cos 4 A — cos 4 B 
_2RsinG.sinz A.sin}B 
cos 3 C - 
—=4Rsin} A.sin3B.sin}C 
ı a 2c00B cos 40 
78 Tr tg4 B+ tgl C cos} A 
=4R.sin$Acos$Bcos} C 
u | b — b cos ZA cos 3C 
tgl A-+tg} CC cos 4 B 
| = 4Rsin$Bcos4Acos$C 
u — ce _ €.cos$A.cosäB 


tg4A+teıB cos} C 
= 4Rsin}C.cos3Acosi4B 
79. "> ıT-rUzoR(Z3 cos A-+ cosB-+ cos C) 
%. 730, Zuſ. 3. 
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790. rt rer 4Rd h. die Summe der Halbmeſſer der drei 
äußern Berührungdfreife jedes Dreiecks ift glei der Summe des Radius vom innern 
Berührungakreife und des doppelten Durchmeſſers von dem um dad Dreieck beſchriebe⸗ 
nen Kreis. 

U. 789. — A. 727 ' uf. 1. — %. 787. 

794. Zn jedem Dreiede ift: 

acosBcosC-+FbcosAcosC--ccosAcosB = 4 (acosA-+-bcosB--c. 00sC) 


792. Sind D, E, F die Zußpuncte der Höhenperpenditel eines Dreieds, fo dap 


diefe Iegtern felbft dur AD, BE, CF dargeftellt werden, und bezeichnet man den Hoͤ⸗ 
hendurchſchnitt mit H, fo iſt: 
1) AD=2RsinB. sin C 
Y)BE=?2R.snA.sinCG 
3)CF = 2RsinA. sin B 
4)AH=2RcosA 
5)BA=2R cos B 
6) CH= 2RcosC 
»DDA=2RcosB. cos C 
8) EH = 2RcosA. cos C 
9) FH=?2R cos A. cos B 
()DyE=2RsnC.coC=c.csoC=Rsin?2C 
1) DF=2RsnBcoB=b.coB=R.sin?2B 
1)EF=>2R.snA.coA=a.csA=R,sin?2A 
793. Zür jedes Dreied ift: 
2R®.snA.soB.sinC= A =4Rrcos4 A.cos4B.rcos} C 
794. Bleibt diefelbe Bezeichnung wie in 792, fo ift: > 
R.DE+-DF-+-EN =R?(in2A+ sina2B-+ sin 2 C) 
= 4R®.sın A.sinB. sin C 
=. A 
d. b. der doppelte Flaͤchenraum jedes ſpitzwinkeligen Dreiecks ift glei) dem Rechtecke aus 
dem Umfange des Dreiecks, dad durd die Zußpuncte der drei Höhenperpendifel beftimmt 
wird, und aud dem Halbmefler des um das Urdreied befhriebenen Kreiſes. 
uf. Daher ift auch: . 


Ro — — 
a cos A+bcosB-+ c.cosC 


795. Beſchreibt man um dad Dreieck DEF, welches durch die Fußpuncte der Hö⸗ 
henperpendikel beſtimmt wird, einen Kreis, ſo iſt deſſen Radius: 
EF _Rsio?tA R 
2sinEDF 2m2A 73 
d. h. er ift halb fo groß, al& der Halbmeffer des um das Urdreied beſchriebenen Kreiſes. 
7%. Beſchreibt man dagegen einen Kreis in dad genannte Dreied DEF, und 
bezeichnet feinen Radius mit p, fo ift: 
DE 
o Erin RR. cos A cos B cos CC. . 
797. Für jedes Dreieck ift: 
cos? A-+ cos? B-+ cos?C = 1 -£ 
A. 732, Zuſ. 2. — A. 796. 
798. Zür jedes Dreieck iſt: 
C 


cos? + cos 2 +} cos? = 2 + 2sinjA. sin} B .sinC 
A. 727, 3uf. 1. 
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Zuſ. Daher tft auch ſtets: 
cos? a + cos B + cos? c =?2+ — 
2 2 2R 


2 
tr gi 
2R 


A. 790. 
799. Füuͤr jedes Dreied ift: 


sin? 5 + sin? n 4 sin? 


vio 


— 1 — 2 sin JA. sin IB + sin}C 
800. Für jedes Dreieck iſt: 
coA-+coB-FcosC= 
A. 727, 3uf. 1. 
801. In jedem Dreiede tft: | 
wo A. soB-tmoAmeC + scB. sec 2 t! 


R r 


R 


802. cotg A + cotgB-+ cootgC — arbeit 


48 
803. sin? A + sin?B + sin®C a? + 5b? + c? 
suoA.snB.snC r(afrb-+r oe) 


sin? A -- sin? B-+ sin?C 


804. cotg At cootg B+ og = ⸗ —— ind 


805. at+b:e=cnp(A—B): sinn 


806. a—b:omeing(A—B):coz 


807. Bieht man in einem Dreied ABC das aus der Ede A auslaufende Höhen- 
perpendifel, bezeichnet die Segmente der Gegenfeite a zwiſchen dem Zußpuncte der 
Senkrechten und den Eden B und C beziehungsweife mit al und all, fo ift: 
a;al — ad=sinA:sin(B— C) | 
Frage: MWie Ändert fih unfer Sag, wenn einer der beiden Winkel B, oder C ein 


ftumpfer ift und mithin das zur Seite a gehörige Höhenperpendikel nicht dieſe felbft, fon- 
dern deren Verlängerung trifft? 


808. Unter derſelben Borausfegung ift aud : 
bpc:al— al= cos} A: sind(B— C) 
undb—c:al — al sin}A:cos4(B— C) 
Zrage: Crleiden unfere beiden Säge wefentlihe Veränderungen, wenn einer der 
beiden Winkel B, C ftumpf ift? 


809. (sin A — sin B)? 4 (cos A + cos B)? = 4 sin? > 
810- ++ = ab . cos? 5 + ac . cos? > + bc . cos? 2 
811. Zür jedes nicht gleichfeitige Dreieck ift : 
sin A. sin} B .sin 10 < + 
A. 787. 
812. Zür jedes nicht gleidhfeitige Dreieck ift: 
coeA+coB-+ cosC < 2 
%. 800. 
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813. Für jedes nicht gleichfeitige Dreieck ift: 
sinA+snB+snC>sin2A+ sio2B-+sin?2C 
%. 811. 

814. Berbindet man den Halbirungspunct D der Seite a eines Dreiecks ABC mit 
ihrer Gegenede A, und bezeichnet W. BAD mit A!, W. CAD aber mit A", fo ift: 
tang 4 (A - AD = — Atg J A 

Frage: Wie folgt aus dieſem Satze, daß in einem gleichſchenkeligen Dreiecke, der 
Winkel an der Spitze durch die nach dem Halbirungspuncte der Grundlinie gezogene Ge⸗ 
rade halbirt wird? 

Zuſ. Daher iſt auch: 

gi AN) — tg (B— 0) . tg? 4A. 
815. Unter eben dieſer Vorausfegung iſt auch: 
cotg AT — cotg AU — cotg B— cotg C 

Zuſ. Berbindet man daher in einem gleichſchenkeligen rechtwinkeligen Dreied den 
Halbirungdpunct eines der Schenkel mit der Spige des Gegenwinkels, fo wird letzterer 
in zwei ſolche Stüde getheilt, daß die Gotangente des Fleinern um den Radius größer 
ift ald die Gotangente des andern. 5 


816. Berbindet man die Halbirungspuncte aller drei Seiten mit ihren Gegene⸗ 
den, fo werben die Winkel dadurch fo getheilt, daß die Summe der Gotangenten von 
drei ſolchen, die Feinen gemeinſchaftlichen Schenkel haben, glei der Summe der Cotan⸗ 
genten der drei übrigen ift, alſo: 

cotg AU + cotg BT 4 cotg Ci = cotg AMT 4 cotg BU cotg CH 
— 3 (cotg A 4 cotg B-+ cotg 6) 

817. Es ift ferner: 

cotg AT — cotg AN = cotg BT — cotg CH 
cotg BE — cotg BT = cotg C! — cotg A 
cotg CT — cotg CU = cotg AT — cotg BU 

818. cotg AU 4 cotg CH = cotgB! 4 cotg A = cotg CI + cotg BMI 
— 2 (cotg AT 4 cotg B! 4 cotg Cl) = 2 (cotg A + cotg B + cotg C) 

819. Die Halbirungspuncte der Seiten a, b, c eines Dreieds ABC feien bezie- 
bungöweife D, E, F, der gemeinſchaftliche Durchſchnittspunct aber der ihnen zugehöris 
gen Transverfalen G ; alsdann iſt: . 

cotg BGD — cotg CGD = cotg B — cotg GC 

cotg CGE — cotg AGF = cotg C — cotg A 

cotg AGF — cotg BGF = cotg A — cotg B 
820. Unter eben diefen Vorausfegungen ift: 

cotg ADB — cotg ADC = cotg C — cotg B 

cotg BEC — cotg BEA = cotg A — cotg C 

cotg CFA — cotg CEB —= cotg B— cotg A 

821. Die vier vorhergehenden, in 815, 817, 819 und 820 enthaltenen, Säge 
laffen fi in folgenden allgemeinern Lehrſatz zufammenfaffen : 

Bieht man in einem Dreied diejenigen Transverfalen, welche die Dreiedöfeiten hal⸗ 
biren, fo find je fünf derjenigen Winfelpaare, weldye bildet: 

a) eine der Transverſalen mit den beiden Dreiedöfeiten, von deren gemeinfchaftlihem 

Endpuncte fie audläuft, 


b) eben diefe Tranöverfale mit der dritten Dreicd'sfeite, 
c) eben diefe Trandverfale mit den beiden andern Tranöverfalen, 
d) die Seite, nad welder die in Rede jtehende Tranöverfale gezogen ift, mit den 
beiden andern Seiten, 
e) eben diefe Seite mit den beiden andern Transverſalen 
von folder Beſchaffenheit, daß die Unterſchiede der Gotangenten je zweier zu demſelben 
Paare gehöriger Winfel gleich find. 


* 
4 
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Zuſ. Bezeichnet man alſo die Seiten eines Dreiecks mit 1, 2, 3, die nach ihren 
Halbirungspuncten gezogenen Transverſalen aber beziehungsweiſe mit 1’, 27, 3°, den 
Winkel endlich, den irgend zwei diefer ſechs Kinien bilden z. B. die Linien 1 und 1’ mit 
(1, 1’) und auf ähnliche Weife alle übrigen, fo hat man folgende Gleichungen: 

cotg (1’, 2) — cotg (1’, 3) = cotg (1, 1) — cotg [180° — (1, 1°)] 
cotg (1’, 3) — cotg (1’, 7°) 
cotg (1, 2) — cotg (1,3) 
" eotg (1,3%) — cotg (1, 2) . 
und ähnliche Sleihungen für die zehn übrigen Winfelpaare, 


822. Eine noch weitere Berallgemeinerung ded Vorhergehenden bildet folgender 
Lehrſatz. Zieht man durch den Halbirungspunct einer gegebenen begränzten Geraden uns 
ter einem beliebigen Winfel eine andere unBegränzte Gerade, ſchneidet auf legterer von 
dem Halbirungspuncte der erftern aus Stüde ab, die in Rückſicht ihrer Länge eine geo⸗ 
metriſche Progreffion mit dem Erponenten 3 bilden, und verbindet alle diefe Durchſchnitts⸗ 
puncte mit beiden Endpuncten der begränzten Geraden, fo haben die Winkel, welde 
jedes diefer Linienpaare fowohl mit der begränzten‘, als unbegränzten Geraden bildet, 
die Eigenfhaft, daß der Unterfchied ihrer Gotangenten eine conftante Größe ift, nämlich 
doppelt fo groß ald die Gotangente des Winfeld, unter welchem die beiden in Rede ſte⸗ 
benden Geraden fid) ſchneiden. 

- 823. Verbindet man die Halbirungspuncte zweier Dreiedisfeiten mit ihren Gegen- 
een, fo ift die Gotangente des Winfeld, unter weldhem fidh diefe beiden Tranöverfalen 
Schneiden , dreimal fo Flein alö der Ueberſchuß, welden die doppelte Summe ber Gotans 
genten von den beiden Winfeln, nad) deren Spisen die Trandverfalen gezogen find, über 
die Eotangente des dritten Winfels hat; alfo nad) der in 819 angenommenen Bezeichnung: 
2 cotg A +2 cotg C — cotg B 


IA | 


cotg AGF = 3 

Ä B — 
cotg BED = 2cotgA-+ 2 es cois C 
cotg CGE — 2 cotg B-+ 2 cotg C — cotg A 


3 | 

Zuf. cotg CGD 4 cotg BGD = } (cotg A’ + cotg A’) 

824. Zieht man von der Ede A aus in einem Dreied ABC die beiden Transver⸗ 
falen, von denen eine diefen Winfel und die andere feine Gegenfeite halbirt, und nennt 
den Winkel, den beide mit einander bilden, z, foift: 

| tang z = tg} B-0).15 
354A=(ca+b+9?.tgygA.tgi3B.tg4C 
(+b-+ 0? _ ctg42 At cotgä B-- cotg C 
826. 7 + b? + c? cotg A + cotg B- cotg C _ 
cotg 4 A.cotgi B.cotg4 C ı 
Toig A-F cotg B-T cotg C 

Bezeichnet J den Mittelpunct des. innern Berührungskreiſes eines Dreiedis ABC, J", 
Im, JR aber die Mittelpuncte der drei äußern Berührungskreiſe, deren Radien bezie— 
hungsweiſe ı!, xu, ri find (vergleiche A. 678), fo ift: 

Al=4RsinB.sin} C 

827. {BI=4R sm A.sin! C 

C’=4Rsion4A.sin#B 


88. AJ.BI.CJ=4Rr 
(AUT—=A4R.cosB.cos} € 

829. {BIT = 4R.cos4A.cos}C 
CU —=4R.coo3A.cos}B 

80. A. Bu. I =(a+b+ 0)?.R 

v. Swinden Geometrie. 8F 22 





“. 
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JUm4R.sinj A 
81. WU—=AR.sin}B 
Ju -4R.sin}C 
832. U. Ip, IJpm— 16R?®r 
833. AJ.BIJ.CJ= JJT. Ju, JE. sin A.sin)B.sn} € 
AU — 4 Resin 4C. cos 3 B 
BU = 4 Resin J A. cos} GC 
CE =4RsunlB.cosf A 
AU = 4R.siniBcosfC 
BU 4R. sin 4C cos 4 A 
CT 4R. sin 4. A. cos B 
835. Ay. BUN, Ct —= AU, BIU.GT 4R. A = abe 
gu = 4R. cos0 
836. (JE 4R. cos $ B 
Jupm 4R. cos A 
837. Ju. pw, un 8 (a + b 4 c)R? 
83 A. a (a 40) . A 
%. 788. 
839. r. ri. rl rt A® 
80. r (sin A sin B sinC)=r(—sinA + sinB- sio C) 
= r!ısnA—sinB- ein C) 
= r!U (sin A + sin B-— sın C) 
841. Beſchreibt man die vier Berührungsfreife eines Dreieds, verbindet Die Berüh⸗ 
rungspuncte eines jeden unter ſich durch gerade Linien, und bezeichnet die vier fo erhaltenen 
Dreiede mit 5, 31, 371, 51, nämlid mit 5 das dem innern Berührungskreis zugehö⸗ 
rige, mit 81 aber dasjenige, um weldes der erfte äußere Berührungskreis, deflen Ra⸗ 
dius wir bisher mit r! bezeichneten, beſchrieben ift ꝛc., fo iſt: 


_ _T ion u _ u u, 
= u .4&38 25.858 = op & 5 KA 
4. 840. 


842. Zür jedes Dreieck ift daher: 
" UL DA 
A. 7%. 


+ = 4R 00 2 
843. pm AR. con 
BL — 4 R. cos® nn 


A "+ ri MN ar+ 4R 
%. 798. 


Anmerkung. Ban vergleiche den früher in A. 788 angedeuteten Beweis deſſelben 
bemerkenswerihen Sape®. 


84. Für ein in A rechtwinkeliges Dreieck bat man: 
a) Lrit=72R, alio 
ar rl rer 2 Rer+4R, oder 
b)r!=r-+ 2 R, und deshalb - 
ce) en rpret+r 


Anmerkung. Man vergleiche A. 122. 
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845. Iſt der Winkel A eines Dreiecks ABC ein Rechter, und der Winkel DB dop⸗ 
pelt fo groß als C, fo ift: . 
ML rm OR 


ri + il ⸗ 3R 
Nn=r!£-R=r+2R 
—-R-+r 
riun R—r 
8466. Sind D, E, F die Zußpuncte der Höhenperpentifel eines fpigiwinkeligen 
Dreiecks, fo ift: 
on A DEF =2cos A.cosB.cosC.AÄA 
A. 793. — A. 795. 
Frage: Wie folgt. aus unferm Sage, daß in einem gleichſeitigen Dreieck: 
A=4. A DEF? 
uf. Daher iſt au: 
A:ADEF=R:p 
%. 796. 

847. Nimmt man auf jeder der Seiten eines Dreieds ABC, oder auf ihrer Ber: 
längerung einen beliebigen Punct, verbindet denfelben mit der Gegenede und bezeichnet Die 
eine Ternion der getrennten Seitenftüde (X. 354) mit a', he, c!, die andere mit al!, 
(ih el, ihre Gegenwinkel aber beziehungsweife mit AT, B!, C!, und A, BA, CU, 
o iſt: 
at.bI,cH; a, pc — sin AT. sin BI. sin CH — sin AM, sin BIT, qcH 

uf. 1. Daber ift für den Fall, wo die drei Transverfalen einen gemeinſchaftli⸗ 
hen Durchſchnittspunct haben, sin Al. sinB!. sin C! = sın AU, sin BY, sin CH! 

uf. 2. Umgekehrt, zicht man in einem Dreicd drei Trandverfalen jo, daß 
sin A! . sin Bi .sin CI = sin All. sın BY. sin CH 
fo haben dieſelben bei hinreichender Verlängerung einen gemeinſchaftlichen Durchſchnitts⸗ 
puntt. | 

Zuſ. 3. Einen gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunct in jedem Dreied haben- daher : 

a) die drei Geraden, welde die innern Winkel halbiren, . 

'b) je drei foldhe Gerade, von denen zwei zwei Außenwinfel halbiren, die dritte den 
nicht anliegenden innern Winkel ; | 

c) die Höhenperpendifel jedes Dreieds. 

848. Bicht man in einem Dreied drei Tranöverfalen fo, daß fie einen gemein- 
ſchaftlichen Durchſchnittspunct haben und zugleih AT = Bl = Cl, over All Bit 
— CI (%. 546), fo hat ver Winkel Al im erftern Zall diefelbe Größe, wie AU im 
zweiten Fall; es ift nämlich 

cotg A! = cotg AU = cotg A + cotg B cotgo 
%. 198, Zuſ. 1. — A. 802. 
Zuſ. Unter dieſer Vorausſetzung iſt daher auch: 
cosec? Al == cosec? A + cosec? B -{- cosec? C 
849. Bieht man außer einer der beiden im vorigen Sage genannten Ternionen 
von Scheitellinien nody eine zweite, und zwar fo, daß je zwei von derfelben Ede aus⸗ 
laufende Transverfalen einen Winkel (9) von derfelben Größe mit einander bilden, fo 
ift, wenn man die gegenfeitigen Durchſchnittspuncte diefer zweiten Ternion mit G, H, 
J, den Winkel AT, BT, GI ver erften aber mit a, bezeichnet: 


_ fin o\? 
a = (ME)". A 

850. Zieht man außer der im vorvorigen Sage näher bezeichneten Ternion noch 
zwei andere, von denen die zu der einen gehörigen Linien einzeln ſenkrecht auf den zur 
erften gehörigen ftchen, die der dritten aber fenfredht auf den Seiten des Urdreieds, und 
jede Ternion bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt verlängert, fo ijt das von der zweiten ges 
bildete Dreieck um das Urpreied größer, als das von der written gebildete, 


+ 849, 


-_ 





851. Zieht man in einem Dreieck drei Transverſalen fo, ey jede mit dem von 
* 
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eben diefer Ecke auslaufenden Höhenperpendikel einen Winkel von derfelben Größe (w) 


bildet, und bezeichnet die Durchſchnittspuncte je zweier diefer Zransverfalen mit G, H, 


J, ſo iſt: 
AGCHI=45n?9. A 

Zuſ. Diejenigen Transverſalen eines Dreiecks daher, welche die Gegenſeiten der 
Ecken, von denen ſie auslaufen, unter Winkeln von 600 ſchneiden, bilden ein Dreieck, 
welches dem Urdreieck congruent iſt. 

852. In jedem Viereck wird durch das Product zweier zugeordneten Seiten und 
des Sinus von dem Winkel, unter welchem fie ſich (verlängert) ſchneiden, der doppelte 
Flaͤchenunterſchied der beiden Dreiede dargeftellt, welde die beiden andern Paare zus 
geordneter Seiten bilden. 

A. 229. 

uf. 1. Daher wird der Flächenraum eines jeden Biereds Ddargeftellt durch Die 
Hälfte des Productes aus feinen Diagonalen und dem Sinus des Winkels, unter wel- 
chem fie ſich fchneiden. 

Zuſ. 2: Jedes Parullelogramm wird durch die beiden Diagonalen in vier gleich: 
flaͤchige Dreiecke zerlegt. 

853. Zieht man von jeder Ecke eines Dreiecks aus zwei Gerade ſo, daß ſie mit 
den von eben dieſer Ede auslaufenden Dreiecksſeiten gleiche Winkel bilden (CAJ = BAK, 
ACJ = BCH, CBA = KBA Fig. 156), verlängert je zwei von den Endpuncten ders 
feiben Dreiedöfeite ausgehende Gerade bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, und verbin- 
det diefe Puncte mit den ihnen gegenüberftehenden Eden des Urdreiecks, fo haben dieſe 
drei Berbindenden ſtets einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct, und außerdem iſt: 

AJ.BK.CH= AK.BH,. Cl. 


854. Ertlärung. Die Winkel, welde die Seiten eines Vielecks mit einer in 
deffen Ebene gezogenen feften Are bilden, kann man vffenbar dadurd erhalten, daß man 
durd ſämmtliche Spisen des Vielecks Parallelen mit diefer Are zieht. Aber jede diefer 
Parallelen fchneidet in der Spige, durch welche fie gezogen ift, zwei Vieledöfeiten und 
bildet mit jeder derfelben vier im Allgemeinen an Größe verfdiedene Winfel (wenn man 
nämli die außerftumpfen und außerfpigen Winkel mit in Betradt zieht), Mit Recht 
entfteht daher die Frage, welder von den acht an jeder Bieledöfpige gebildeten Winkeln 
ift ed, dem man den Borzug vor den übrigen geben muß, wenn man zulegt ſoll behaup⸗ 
ten dürfen, man fei bei der Beitimmung der Winfel, welde tie Bieledöfeiten mit der 
feften Are bilden, mit vollfommener und durdgängiger Gleidhförmigkeit zu Werke ge- 
gangen? Zu diefem Ende muß man zuoörderjt unterfeiden den Anfargspunct 
und den Endpunct jeder Seite. Hätte man 5. B. das beliebige Bieled ABC .... 
MN, in weldem die auf einander folgenden Seiten AB, BE, CD..., MN, NA find, 
und betrachtete A als den Anfangspunct der Seite AB, fo wäre B der Endpunct eben 
diefer Seite, aber zugleih aud der Anfangspunct der nächſt folgenden BC, u.f. f., fo 
daß A,B,C,D.... M, N die refpectiven Anfangspuncte der erften, zweiten, drit⸗ 
ten ...... lepten Seite, dagegen B, C, D.... M, N, A die Endpuncte eben die- 
fer Seiten find. Die Gleihmäßigkeit fordert es nun offenbar, daß man die Parallelen 
mit der Are für ſämmtliche Seiten zugleich entweder durch ihre Anfangspuncte oder 
durch ihre Endpuncte zieht; demnach gehört jede Parallele nur zu einer der beiden Biel- 
ecksſeiten, die fie in der Spige, durch weldye fie geht, ſchneidet; und der geſuchte Win⸗ 
kel Pann natürlich auch nur einer der vier fein, weiche diefe beiden Geraden mit einan= 
der bilden. Erflärt man ferner mit von Münchow (Trigonometrie S. 12) Winkel 
zweier Geraden, als die Größe derjenigen Drehung, wodurch eine dur den Scheitel nach 
der einen Seite begränzte Gerade in der Ebene des Winfeld von der Lage des einen Win⸗ 
kelſchenkels zur Lage ded andern ſtets vorfchreitend gelangen kann, fo ijt zur Erlans 
gung vollkommener Gleihmäßigfeit auch das nothwendig, daß die Die Größe der cinzels 
nen Winkel beftimmende Drehung bei allen auf ganz gleiche Weiſe gefhehe, indem man 
den mit der Are parallelen und alfo für alle Winfel feiner Lage nach conjtanten 
Schenkel und zwar nad derfelben Richtung 3. B. aufwärts von der linken zur vechten 
Hand fid) drehen läßt, bis er zur Lage des andern Schenkels (der Bieledöfeite) gelangt. 
Die auf diefe gleihmäßige Weife beftimmten Winfel zwiſchen den Seiten eines Vielecks 
und einer in feiner Ebene gegebenen feften Are wollen wir der Kürze halber Axenwin⸗ 
Prel des Bieledö nennen, und fie in Arenwinfel erfter und zweiter Glaffe theilen, je 
nachdem die Anfangspuncte der Vielecksſeiten oder deren Endpuncte ihre Scheitel find. 
Ein Beifpiel mag das Gefagte verdeutlihen. Hat man z. B. dad Dreied ABC und 


— — —— — — —— 


} 
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die feſte Are MN (Zig. 154), fo find unter den vorher gemachten Vorausfegungen die 
drei Axenwinkel erfter Glaffe, der fpige DAB, ber ftumpfe FBC, und der außerfpipe 
HCA; die zweiter Glaffe dagegen: der außeritumpfe FBA, ber außerfpige HCB, und 
der jtumpfe DAC. Hätte man feftgefegt, daß die die Größe der Winfel beftimmende 
Drehung des mit der Are parallelen Schenkels zwar wie vorher aud von der linfen zur 
“rechten, aber nieht aufwärts, jondern niederwärts erfolgen folle, fo würden die Aren- 
winkel erfter Glaffe gewefen fein: der außerfpige DAB, der auferftumpfe FBC und der 
fpige HCA; die Axenwinkel zweiter Glaffe aber: der jtumpfe FBA, der fpige ACB, und 
der außerftumpfe DAC. Der Anfänger wird nun leicht zu bejtimmen im Stande fein, 
weldye von den in unferer Figur vorhandenen Winkeln die Arenwinfel der einen und ans 
dern Glaffe gebildet hätten, wenn man der Drehung der mit ber Are parallelen Schen- 
kel die Richtung von der rechten zur linken Hand und zwar entweder aufwärts oder un⸗ 
terwärts vorgeſchrieben hätte. 
Anmerkung. Viele Unterſuchungen über Apenwintel verlieren an, Allgemeinheit 
gar nicht8, wenn man fich Dabei blos auf eine Elaff IR B. die erfte befchränft ; Denn 
ie Art, wie_ jeder, Axenwinkei der einen Claſe von feinem entfprechenden der andern 
abhängt, ift fo einfach, daß man in den meiſten Fällen Ausdrüde, weiche Eigenfchaf: 
ten von Winkeln der einen Claffe darſtellen, mit Der größten Leichtigfeir fo umformen 
kann daß fie für die Arenwinkel der andern Claſſe gelten. Iſt namlich in unferer 
ja. 154 28. DAB Arenwinkel erfter Elaffe für die Seite AB, fo ift der zweiter Claſſe 
für eben diefe Seite der außerfiumpfe FBA, atſo, bezeichnen wir den erfiern mit , den 
andern mit ß, B = 2 R + 0; wenn dagegen « = dem außerfpigen DAB, fo wäre 


B—= FBA—= — (2 R- a), wäre = BAE, fo hätte man ß = dem außer: 
fpigen GBA = 2 R + 0, und wenn endlih « — dem außerfiumpfen EAB, fo 
it B = dem fpigen GBA = — (2? R — a), alſo in alten vier Fällen sin a = 
— sin ß, und cos a = — cos ß Daſſelbe läßt fich auf biefetbe Belle rür 

ee Vorzei⸗ 


die übri eiten beweifen. Alſo nichts weiter ats eine Umkehrun 
en de eingeinen Sicher in nörhig um Ausdrüde, in denen Die Sinuffe und Eos 
a 


inkeln der einen 
—ãAã andern Elaffe geltenden zu verivandeln. Es wicd daher auch In den 
folgenden Sägen immer nur von den A enwinfeln der erften Elaſſe die Rede fein, wie 
wir außerdem die anfänglich gemachte orausfegung beibehalten, nach weicher diefe 
Winkel als Durch eine Drehung, der mit Der Are paraflelen Schenkel von der linken 
zur vechten Hand hin aufwärts entftanden betrachten werden 
855. In jedem Dreied ift die Summe der Producte, von denen jedes eine Seite 
und den Sinus des zugehörigen Axenwinkels taf 
alfo wenn die Seiten dDurd a, , Aa, Az» die zugehörigen Axenwinkel vefpective durch 
Ay 5 Ag &, bezeichnet werden, fo ift immer: | 
a, ‚sina, + a, - sina, + a, . sina, = 0 
Beweis. Fälle aus den Endpuncten der Seiten Senkrechte auf die duch ihre An⸗ 
fangspuncte mit der Are gezogenen Parallelen, bier BK, CL, AO; nun ift offenbar : 
AO : K-+ CL 


— 
— 


a, sin ACO = a, sin BAK - a, sin CBL 
— a, sin a, — a, sin a, + a, sin ©, 
alſo a, sin &, + a, sin a, + a, sin a, = 0 

Zuſ. 1. Sind B, > Ba» Ba’ die den Seiten a, , Ag, 2; zugehörigen Axenwinkel 
zweiter Glaffe, fo ift: a, sin B, + as sin Pa + a, sin ß, =0. 

Zuf. 2. Steht eine der Dreiedöfeiten 3 B. a, ſenkrecht auf der Axe, fo wird fie 
durch das zu ihr gehörige Höhenperpenditel in zwei Segmente getheilt, won denen das 
eine, AN Ag angränzende = — a2 sin &,, und dad andere = — a, sin A; iſt. 

856. In jedem Dreieck iſt die Summe der Producte, von denen jedes eine ber 
Seiten und den Gofinus des zugehörigen Xrenwinteld zu Factoren hat, gleih Null, alfo, 


nach der vorber eingeführten Bezeichnung: 
a, cos a, 4 a, cos @, + A, cos a, = 0. 


3 4 2 
Beweis, Zieht man auf die gegebene Are eine zweite ſenkrecht, und bezeichnet die 


zu ihr gehörigen Axenwinkel der Dreiedöfeiten mit Yı, Ya» Ya > fo it: 
a, sin y, + a, sin Ya 4 a, sin y,=0, aber es iſt nun im⸗ 


mer entweder y, = 0%, + 90° oder Yı = 4ı + 270°, und daffelbe gilt von y, und Y;, 


alfo jedenfalld . 
sin yy = + cos a, , sin yy = + c08 &,, SM Ya "= + cos &, 


fo daß in allen drei Gleihungen zugleich entweder die obern ober die untern Vorzeichen 


gelten, alſo auch: 
a, cos a, 4 a, c0s-0, 4 2, cos d; = 0. 
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Zuf. In jedem Dreied ift daber : 
a, sino, + a, sina, + a, sina, =a, sinß, + a, sin ß, + a, sin PB, —= 
a, cosa, + a, cosa, + a, cos a, = a, cos ß, + a, cos ß, + a, cos ß, 

857. In jedem ned ift die Summe der Producte, von denen jedes eine der n 
Seiten und den Sinus des zugehörigen Axenwinkels zu Zactoren hat, gleih Null, alfo: 

a, sina, $a,sina, ta, sin , + ..... -F on sin a = 0 

Anleitung zum Beweiſe. Das gegebene ned ſei ABC... . MN; durd die Dia 
gonalen AC, AD, AE, ... AM zerlege man es in Dreicde, wende auf jedes 
den in 855 erwiefenen Sap an, und addire die ſämmtlichen ſo erhaltenen Gleichungen. 
Bei diefer Addition beben fi alle diegenigen Glieder, in denen die Diagonalen als 
Zactoren erfdeinen, gegenfeitig aufs denn jede Diagonale gehört zwei Dreieden al& 
Seite an, und zwar der eine ihrer Gränzpuncte als Seitenanfangöpunct dem einen und 
der andere dem andern Dreieck; jede Diagonale erfcheint alfo zweimal unter jenen Zactos 
ren, und zwar dad einemal multiplicirt in den Sinus ihres Axenwinkels erfter Glaffe, 
das zweitemal in den Sinus des Axenwinkels zweiter Glaffez die Sinuffe von je zwei 
ſolchen Winkeln find nun gleich aber entgegengefegt (854, Anm.) ıc. 

858. In jedem ned ift: | 

a, cos a, + a, cosa, ta,cosa,+....-+ a, cosa, = 0 

Beweis. Wird chen fo aus 856 hergeleitet, wie ber Beweis des vorigen Satzes 
aus 855. 

859. Bezeihnet man jeden der Winkel, welde eine der Seiten eined beliebigen 
Bieleds gleichmäßig mit allen übrigen bildet, durch die beiden den betreffenden Sei⸗ 
ten zugehörigen Stellenzeiger, fo daß z. B. der Winfel, welden an und ar mit einan⸗ 
der büden, durch (n,r) dargeftellt wird, fo iſt: 
a, = a, cos (1, + a; cos (1,3) + a, . cos (1,4) + ..... + a, cos (1,n) 
a, = a, cos (1,2) + a, cos (23,3) + a, cos (3,4) -F ..... + a, cos (2,0) 


a, = a, cos (1m) + a, cos (2n) +. ....4+ a, _, cos (n — 1,0) 

Beweis. Betradhten wir AB (Fig. 155) ald Are, fo ift: 
a, cos0 4 a, cosa, -F’a, cosa, + a, cosa, + a, cosa, ta, cosa,=0 
ft nun W. ABC = (1,2), ſo verlangt es die Gleihmäßigfeit, daß W. DCO 
= ({,3), der außerfpige QDE = (1,4), der außerfpige REF = (1,5) und der aus 
Ferftumpfe SFA = (1,6), alfo a, = 180° — (1,2), a; = 180° — (1,3), a, = 
540° — (1,4), a, = 540° — (1,5) und a, = 540° — (1,6), alſo co, = — 
cos (1,2), cos a, = — cos (1,3), c08 a, = — cos (1,4) u, f. w., mithin _ 
a, as 005(1,2) + a, 008 (1,3) 4 a, cos(1,-+a, cos (1,5)-+ a, 00s (1,6) 
und fo bei jedem andern Vieleck. 

860. In jedem Bieled ift: > 
y=-.+3% +... + a, — 2a,a, cos (2,3) — 2a,a, cos(,4H) —.... 

— 2a, _ ı %, 008 (an — 1, n) 

Anleitung zum Beweiſe. Multiplicire die n Gleihungen des vorigen Satzes res 

ſpective durch a, , ag, · - - a, , und ziehe von der crften die Summe der übrigen ab. 


861. Bildet man aus fümmtlichen Seiten eines Vielecks die Binionenproducte, und 
multiplicirt jedes derjelben durd den Gofinus des von den beiden Zactoren gebildeten 
Winkels, fo iſt die Summe der fo entftandenen Producte halb fo groß als die Quadrate 
fumme aller Seiten. 

A. 860. 

862, Wird jede Seite eines necks über ihren Anfangspunct hinaus verlängert, 
und werden die dadurch entftandenen Außenwinkel beziehungsweife durch @,, @., @a ... « 
o, bezeichnet, fo daß alfo &, und w, die Bieledöfpige A zum gemeinfdaftlihen Scheitel 
u. ſ. w. haben, fo ift ftetd: 


\ 
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a, == 0, | 
= +0 « 
s=0,+% 


a, = &, + m—1 
Zuf. 1. Nimmt man eine der Vielecksſeiten felbft 3. B. a, zur Axe, fo wird of- 
fenbar «, = 0, , alſo: \ 
0, = 6 
.s=-=mu,+u,=u +, 
=, tt, =0,+%+ 0, 
=, tr. -ı=, Fa-ıt0e 2 F 0, = %0 
uf. 2. In jedem ned ift daher: . | 
,m0, +3,50, +90) +3 sin (o, +. +0,)+:.+ 
\ ” an_j sin (0, + .... + %,—1) == 0 
a,sina, ta, sul, +o9,) ta, u, +0, +o)+..-+ 


a, su(a, +... o,) = 0 


a. sino, +a, su (a, + vo) + a, sin + oe, t+o)+:.:.. + 
a, gsinlo, + -.-w%,_2) = 0 

3uf. 3. Eben fo ift in jedem neck: 
a, 0080, Pas cos (8, +@,)+.....-+2,_, cs@, +0, 4+--.-+%,-ı) 
\ | | a, = 0 
22000 -+ a,cos (8 +a,) + ..... + , · cos (O2 + ....0,)+3, = 0 


. . ⁊ 


a, coso, Fa,cs (u, F ) . ... a2 00 (0, tu, +-- -%,_3) 
a = 0 
n—1 
Anmerfung. Die beiden in den zwei Testen Zufägen enthaltenen bemerfenewer: 
then Säge, welche man als die Grundlage der gefammten Polygonometrie anfehen 
kann, wurden fait gleichzeitig von Andreas Lexell in pateredurd und von Simon L’Hui- 
Her in Senf gefunden; jener machte, und zwar etwas früher ats L’Huilier die gefuns 
denen Üefultate in zwei Abhandlungen bekannt, die eh unter dem Titel „de reso- 
Jutione polygonorum rectilineoraum‘“ im l9ten und ten Bde der Novi Commentarii etc. 
befinden ; L’Huilier gab ein felbfiftändiges Buch über den Begenftand heraus, nämlich: 
„Polygonometrie ou de la mesure des figures rectilignes etc. Gen. et Par. 1788 in 4. 


863. Bezeichnet F den Flädhenraum eines Vierecks, und bleibt im Uebrigen die 

Bezeichnung ganz diefelbe, wie in den frühern Sägen, fo ift: Ä 
2F=a,.a, sino, + a,a, - sin (wo, 4 o,) + a,a, sin 0, 

a,a, sin w, + a,a, . sin (0, +4 @,) + a,a, sin o, 

a,a, . sin @, + a,a, . sin (w, 4 o,) + a,a, sin wo, 

a,a, sin, + 25a, . sin (wo, +») ta, . a, - sin o, 
Anleitung zum Beweife. Es fei ABCD das Bieredi ; ziehe die Diagonale AC, fo 

ft2 F= a,a, sin o, 2,2, . sin @,. 
Es ift aber au (X. 862, Zuſ. 2) 

a, sin 0, 4 a, sin (0, + a, sin(o, +0, + 0o,) = 

a, sm @, + a, sin (a, + %,) — a, sin o, = 0, aljo 

a, sin o, = a, sino, + a, sin (wo, + o,) 

a,a, sin @, = a, .a, sin a, + a,a, sin (u, + @,) 

aras sin @, 4 2,2, eina, —=2F == a,a, sin 8, + 2,2, sin (o, + w,) 

a2, sin @, 


Ina 
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Zrage: Bon welchem befannten Dreiedöfage kann der vorſtehende ala Eweiterung 
angeſehen werden? 


864. Bezeichnet P den Flaͤchenraum eines beliebigen Fuͤnfecks ‚fo iſt: 
2F= a, sin w, + a,a, sin (0, + 0) + aia, sin (a, + wo, + 6) 
+ a,a, sin w, + a;a, sin (u, + w,) 
+ 2524 sin @, 
= 2,0, sin @, + asa, sin (0, + @,) + aaa, sin (u, + @, + w,) 
+ a,a, sin o, + a,a, sin (a, + w;,) 
‚+3, sin o, 
etc. 
Anleitung zum Beweiſe. Dem vorigen Sage zufolge ift offenbar ı 
2F = a,, sin, + aa, sin (u, + w,) + a,a, sin w, + a,a, sin w, 
Es ift aber au (862, Zuſ. 1) 
a, sin @, + a, sin (0, + 6) + a, sin (ou, +9, #0») + 
a, sin (0, +0, +9 -+ 9) = 
a, sin , —a,sin(o, + vo; + 0)—a, sin (0, 4 ®@,)—a, sin o, =0, 
aljo : 
2,8, Sin@, — A,a, sin (to, +%,) + a,a, sin (a, +w,) P a,a, sin o,, 
mithin: 
2F = aa, sin w, + a,a, sin (0, + 8,) + a,a, sin (u, + u, + %,) 
+ a,a, sin w, + a,a, sin (0; + ®,) 
+ a,a, sin wo, 
865. Allgemein, bezeichnet F den Flächenraum eines beliebigen ned, fo ift: 
2F=a,a,5inw, + a,a, sin(w +9) +... - Fa, _ı5in (a, +. 1) 
+ a2, sin, +aza, sin, ta) +---+asa,_ısin(o;+... 0_ı) 
ra sin @, re ............ + 33, — 1 sin (o. +... %,_ı) 


+, _2: an — 1· 0,_ı 

Anleitung zum Beweiſe. Es iſt ein ſogenannter (u 1) Beweis, durch welchen 
man die Richtigkeit dieſes allgemeinen Satzes darthut, d. h. man zeigt, daß der Lehrſat 
für ein (n4 I)e richtig bleibt, wenn er für ein ned richtig iſt. 

Zu diefem Ende ziehe man in dem (n hI)eck diejenige Diagonale, welde die An- 
fangöpuncte der erften und nten Seite verbindetz dadurch wird das Vieleck zerlegt in 
ein ned und in ein Dreied 5 die (n — 1) erften Seiten von jenem find a, , ag, .. ». 
a, — ı, Zwei Seiten des legtern a, und a, 5 j. Angenommen alfo, unfer in Rede 
ſtehender Lebrfag fei für ein ned ridtig, fo hat man fofert: 
2F=aa,snwo, -+-..-. +32,_ısn(w,+t...%_ı) 

2,2, sin wo, +... 
+2, _ 1% sin o, 
+ 3a, + y-sinw, +1 

Es ift nun aber (862, Zuſ. 1) 
ie tar te dran te te)... --- 

+2,_ı0(@,41t0 +%+---,_)= 
a4 NO, 4 —a, sin ++... 0) — asꝶ · sin (osS FP. .. ) — . .... 
— 425 21 . sin On 


— ma. 


— 
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alfo auch: 
Az SR a, Sina +...) ta, sin, +... 0 +... 
| ta,_12, · sin o, 
und mithin: 
2F=a,,.sina, + a, a, Sin (o, +@,) +... + a2, - sin(w, +-..0,) 
+ a.a,sno, F· . .. + aa, sin(a, -+-- » ou) 
+ 3a, sino;, +-..-. + 3a, sin (o. +- · · ®,) 


\ 
. 


+ a, _ı3, · Sin 0, 

Anmerkung ı Bon diefem Sape geht L’Huilier in feiner Bolygonometrie aus und 
leitet aus ihm die beiden Säge ber, die in den beiden Zufägen zu 8632 mitgetheilt 
worden find. 

Anmerkung 2. Für ſämmtliche im Vorhergehenden entwidelte Säbe, in denen die 
Außenwinkel von Bieleden in Betracht kommen, muß ausdrüdtich bemerkt werden, 
daß unter Außenwinfeln ſolche verftianden werden, von_denen jeder den ihm anlies 
renden (Innern) Vieleckswinkel zu zwei Rechten ergänzt; für jeden Vieleckswinkel alfo, 
der größer alg zwei Rechte iſt, ift der zugehörige Außenwinfei negativ. 


346 


Zehntes Bud. 


Bon den Ebenen, befonders von der gegenfeitigen Lage und 
den Durdhfchnittslinien derſelben. 


414. Erklaͤrung. Eine Gerade (FE Fig. 193) heißt fenkrecht 
auf einer Ebene (RS), wenn fie ſenkrecht ift auf allen Geraden, die in 
der genannten Ebene liegen und fich in dem Puncte fchneiden, in wel⸗ 
chem die Gerade der Ebene begegnet. 

Eucl. xI, Erkl. 3. — L. G. V, Erkl. 1. 

Anmerkung. Man erinnere ſich der früheren in 3 und 15 aufgeſtellten Erklärun⸗ 
gen von gerader Linie und Ebene, Aus ihnen folgt unmittelbar, daß jede Gerade ganz 
in einer und derfelben Ebene liegt. In vielen Lehrbüchern finden ſich noch befondere Be- 
weite für die Ridhtigkeit dieſes Gates. 

uc .— .G. V, 1. 


415. Erklärung. Wenn eine Ebene (AV Figg. 194 und 195) 
auf einer andern (PQ) fteht, oder diefelbe fchneidet, jo wird die gerade 
Linie CUV), welche beide Ebenen gemein haben, ihre Durchfcehnitts« 
linie genannt. ‘ | 

Eucl. XI, 3. ’ 
Anmerfung. Diefe Erfiärung nimmt ohne Weiteres an, daß die Durchſchnittslinie 
zweier Ebenen Peine andere als eine Gerade fein kann, weil dieß augenſcheinlich und un⸗ 


mittelbar aus unferer Erflärung von Ebene folgt. Andere beweifen dieß noch beſonders. 
Eucl. XT, 3. 


416. Erflärung. Eine Ebene CAV Fig. 194) ſteht ſenkrecht 
auf einer andern (PO), wenn die Geraden, welche in der einen Ebene 
liegen und ſenkrecht auf der Durchfchnittslinie ftehen, zugleich auch ſenk⸗ 
recht auf der andern Ebene find. 

Eucl. XI, Erkl. 4 — L. G. V, Erkl. 5. 

417. Erklärung. Die Neigung einer Geraden (FC Fig. 196) 
gegen eine Ebene (PO) ift derjenige Winkel (FCE), welchen diefe Ge: 
rade felbft mit derjenigen (EC) bildet, welche man in der Ebene von 
dem Puncte (C), wo ihr die Gerade begegnet, nach dem Fußpuncte 
(E) der Sentrechten (FE) zieht, die von dem andern Endpuncte (F) 
der in Rede ftehenden Geraden auf die Ebene gefällt wird. 

Eucl. XI, Erkl. 5. — L. G. V, 17. 

418. Erklaͤrung. Der Neigungswinkel zweier Ebenen AV und 
PQ (Sig. 195) iſt der Winkel (BEF), welchen zwei Gerade mit ein⸗ 
ander bilden, die in der einen und andern Ebene liegen und deren 
Durdfchnittslinte in demfelden Puncte und unter rechten Winkeln 
fhneiden. 

Eucl. XI, Erkl. 6. 
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419. Erklärung. Zwei Ebenen heißen parallel, wenn fie nach 
allen Seiten unbegrängt erweitert werden können ohne ſich jemals zu 
begegnen, eben fo heißt eine gerade Linie einer Ebene und diefe jener 
‚ parallel, wenn beide niemals zufammentreffen. 

Eucl. XT,&. — L. G. V, Erkl. 3. 
420. Lehrſatz. Jedes Dreieck liegt ftets mit feinen fämmtli: 


chen Seiten und Ecken in derfelben Ebene. 
Eucl. XI, 2. 


Beweis. Wird daraus hergeleitet, daß ſich durch jede Gerade 
unendlich viele Ebenen legen laffen. 

Zuf. 1. Durch drei ganz beliebig im Raume angenommene Bun: 
ete kann man ftets eine Ebene legen, und die Lage diefer Ebene tft, fo: 
fern die drei Puncte nicht in gerader Linie liegen, volltommen beftimmt. 

Zuf. . Zwei Serade, die fich fchneiden, liegen ftets in derfels 
ben Ebene. 

Eucl. XI,2 — L. G. V, 2%. 

Zuf. 3. Durch die Lage zweier füch fchneidenden Linien ift auch 
zugleich die Lage einer Ebene beftimmt. 

.6. 7,2. 

421. Lehrfag. Steht auf jeder von zwei ſich fchneidenden Se: 
raden (AB, Ch Fig. 193) in ihrem Durchfchnittspunecte (E) eine dritte 
(FE) fenfrecht, fo iſt diefe leßtere fenkrecht auf der ganzen durch die 
beiden erftern beftimmten Ebene. 

Eucl. X1, 4. — L.G.V,4. 

Vorbereitung zum Beweife. Nimm AE=EB, DE = EC, ver: 
Binde A mit D und B mit C, ziehe in der Ebene RS durdy den Punct 
E die beliebige Gerade PQ, und zeige, daß auch auf ihr FE fenk 
recht ift. 

Bew.1. AAEFD ABEF, ADEF® A CEF, und AAEDDI ABEC 

2. AMFDOIABFC und AAEPD& A EBQ 

3. AAFP& ABFQ 

4. APEFD AUEF. 

Zuf.1. Durch einen und denfelben Punct, may er in einer Ebene 
oder außerhalb derfelben liegen, laͤßt ſich nur eine einzige Gerade zies 
hen, welche ſenkrecht auf der Ebene fteht. 

Eucl. XI, 13. — L. G. V, 4, Zuſ. 2. 

Zuſ. 2. Unter allen Geraden, die fih von einem Puncte (F) au: 
ßerhalb einer Ebene nach derfelben ziehen laſſen, ift die Senfrechte FE) 
die kuͤrzeſte. 

L. G. V, 4, uf. 1. 

Zuf. 3. Unter den nicht Sentrechten diefer Linien (wie FA, FB 
Fig. 193) find diejenigen von gleicher Länge, welche der Ebene in Pun⸗ 
cten begegnen, die gleiche Entfernung vom Fußpuncte der Senkrechten 
haben, und welche daher auch mit der Sentrechten ſelbſt gleiche Win: 
tel bilden. Der geometrifche Ort für die Fußpuncte aller folchen gleich 
langen Geraden, die von demfelben Puncte außerhalb einer Ebene ge: 
zogen werden, ift daher die Peripherie eines in diefer Ebene von dem 
Zußpuncte der Senkrechten als Mittelpunct befchriebenen Kreifes, und 


N 


» 
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umgefehrt. — Won zwei nicht fenfrechten und ungleihen folcher Ge: 


raden ift diejenige die kürzere, deren Fußpunct die kleinere Entfernung 
vom Fußpunet der Senkrechten hat, und die daher auch mit diefer letz⸗ 
“teen feldft einen Eleinern Winkel bildet und umgekehrt. 

L. G. V, 5. 

Zuf. 4. Jede Ebene iſt ſenkrecht auf einer andern, wenn fie durch 
eine Gerade gelegt ift, die auf diefer zweiten Ebene ſenkrecht fteht. 

Eucl. XI, 18. — L. G. V, 18. _ 

Zuſ. 5. Fällt man aus einem Puncte (B Fig. 194) einer Ehene 
CAV), die auf einer andern (PO) fenkrecht fteht, auf diefe lebtere eine 
Senkrechte (BD), fo liegt deren Fußpunct (D) ſtets auf der Durch⸗ 
fchnittstinie (UV) beider Ebenen; und umgekehrt, fällt man in einer von 
zwei auf einander fenfrechten Ebenen ein Perpendikel auf die gemein: 
fchaftlihe Durchfchnittslinie, fo iſt diefes fenkrecht auf der ganzen ans 
dern Ebene; fo wie jede Senkrechte, in einem beliebigen Puncte der 
Durchſchnittslinie auf der einen Ebene errichtet, ganz in der andern 
Ebene liegen muß. 

Eucl. XI, 38. 

Zuf. 6. Stehen zwei fich fehnetdende Ebenen (AB, CD Fig. 198) 
zugleich fentrecht auf derfelben dritten (PQ), fo ift auch ihre Durch 
fchnittslinte fentrecht auf der leßtern Ebene. 

Eucl. XI, 19. — L. GC. V, 19. 

Zzuf. 7. Wenn man von einem Puncte CF Fig. 196) außerhalb einer 
Ebene auf diefe ein Perpendikel (FE) fällt, aus dem Fußpuncte deffel- 
ben eine zweite Senkrechte (CF) auf eine beliebig in der Ebene ans 
genommene Gerade (DJ) zieht, und den Fußpunct (C) diefer zweiten mit 
dem Punete außerhalb verbindet, fo bildet auch diefe Verbindende (FC) 
mit der inder Ebene genommenen Geraden rechte Winkel, und umgekehrt. 

422. Lehrfas. Haben drei Gerade (EA, EG, EC Fig. 199) 
einen gemeinfchaftlihen Durchfchnittspunct und fleht in demfelben auf 
ihnen allen zugleid) eine vierte Gerade (EF) ſenkrecht, fo liegen die drei 
genannten Linien in derfelben Ebene. 

Beweis. Indirect. — Läge EA nicht in der durch EC und EG bes 
flimmten Ebene, fondern würde leßtere von der durch FE und EA ge: 
legten Ebene in EO gefchnitten, fo entftände die offenbare Ungercimt: 
heit, daß W. FEA —FEO fein mäßte. 

423. Lehrfas. Zwei Gerade (AB, CD Fig. 200) find paral: 
lel, wenn fie auf derfelben Ebene fenkrecht ſtehen; und umgekehrt, fteht 
eine von zwei Parallelen auf einer Ebene fenkrecht, fo ift dieß auch eben 
fo mit der andern.. 

Euch. XI, 6,8. — L.G. V, 7 und 7, Zuſ. 1. 

" Beweis. Nach 421, Zuf. 5 muͤſſen zwei folche Senkrechte ftet 
in derfelben Ebene liegen; man denke ſich diefe Ebene durch fie gelegt, 
und wende nun 421 und 26, Zuf. an. Die Richtigkeit der Umkehrung 
folgt aus 421, Zuf. 4 und Zuf. 5; verbunden mit 25, Zuf. 

Anmerfung. Um alfo eine Senkrechte auf einer Ebene in einem gegebenen Puncte 
zu errihten, Tann man fo verfahren, daß man von einem beliebigen Puncte außerhalb 


der Ebene eine Senkrechte auf diefelbe fällt, und mit diefer durch den gegebenen Punct 
eine Parallele zieht. j 
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424. Lehrfag. “Zwei Gerade (AB, CD Fig. 201), die beide 
zugleich einer und derfelben dritten (EF) parallel find, find, wenn diefe 
leßtere auch nicht mit ihnen in derfelben Ebene liegt, unter einander 
parallel. 

Eucl. XI, 9. 

Vorbereitung. Man lege fowohl durch AB und EF, als durch CD 
und EF Ebenen, fälle von einem beliebigen Puncte G der gemeinfchaft: 
lichen Durchſchnittslinie Senkrechte GH und GK auf AB und CD, ziehe 
HK, und lege durch HKG eine Ebene. 

Beweis. Aus 423. 

425. Lehrſatz. Zwei Ebenen (PQ, RS $ig. 204) find paral: 
let, wenn beide auf derſelben Seraden (EF) ſenkrecht fichen. 

Eucl. XI, 14. — L. ©. VI, 11. 

Indirecter Beweis. 

Zuſ. 1. Alle zwifchen zwei parallelen Ebenen enthaltenen Stäcde 
von foldhen Geraden, die auf diefen Ebenen fenkrecht ftehen, find von 
gleicher Groͤße. 

Zuſ. 2. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten gefchnit: 
ten, fo find die Durchfchnittslinien parallel. 

Eucl, XI, 16. 

Zuſ. 3. Parallele Linien zwifchen parallelen Ebenen find von glei: 
cher Länge. 

426. Lehrſatz. Wenn bei zwei in verfchiedenen Ebenen liegen: 
den Winkeln ABC, DEF ($ig. 203) beide Schenfelpaare beziehungs: 
weife parallel find und beide Paare zugleich entweder nach derfelben 
oder nach entgegengefeßten Seiten vom Scheitel aus fortgehen, fo find 
die Winkel gleich und die durch fie beftimmten Ebenen parallel. 

Eucl. XI, 10 ud 15. — L. G. V, 13. 

Vorbereitung. Nimm AB=DE, BC=EF, ziehe AD, BE, CF, 
AC und DE. | 

Beweis. Erxfter Theil. Aus 54 — 424 — 50. 

Zweiter Theil. Indirect durch Hülfe von 425, 3. 3.*) 

427. Lehrſatz. Werden zwei Gerade (AB, CD Fig. 202) von 
parallelen Ebenen (GII, KL, MN) gefchnitten, fo haben je zwei ent: 
ſprechende d. 5. zwifchen je denfelben Ebenen liegende Stücke daſſelbe 
Verhaͤltniß zu einander. 

Eucl. XI, 17. — L.G. V, 15. 

Beweis. Aus 425, Zuf. 2. 


— — 


*) Sowohl bei diefem Sape ald bei dem vorhergehenden und bei der Erklärun 
von parallelen Ebenen (419) Habe ich mir eirige Aoänderuugen erlaubt, da fte nöthie 
zu fein fchienen. Anın. des Ueberf. 
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Bon ebenflädhigen d. 1. durch ebene Flächen begränzten 
Körpern oder Polyedern. 


— — —— — — 


Erſter Abſchnitt. 
Von koͤrperlichen Ecken oder Raumecken. 





428. Erklaͤrung. Eingeom &rifcher Körper ift diejenige 


Raumgroͤße, an der ſich alle drei Dimenfionen des allgemeinen Raus. 


mes wahrnehmen laffen, deren Graͤnzen daher Flaͤchen find. 
Euch. XI, Erkl. 1 und 2. 


Anmerkung. Die Flächen find entweder eben oder krumm; in dieſem Buche be⸗ 
traten wir nur ſolche Körper, die von ebenen Flächen begränzt werden, die übrigen 
bleiben dem zwölften Buche vorbehalten. Je zwei der verſchiedenen ein Polyever bes 
gränzenden Ebenen haben eine beftimmte Neigung zu einander, bilden alfo einen Winkel, 
den wir ünftig Flächen winkel nennen wollen. Diefe Flächenwinkel find natürlid 
verfehieden von ebenen Winkeln, obſchon legtere ald Maaße für erftere dienen. 

429. Erklärung. Koͤrperwinkel oder förperlihe Ede 
oder Raumecke ift ein Winkel, der von drei.oder mehrern ebenen 
Winkeln dann gebildet wird, wenn diefe in verfchiedenen Ebenen lie: 
gen aber einen gemeinfchaftlichen Scheitel haben. 

Eucl. XT, Ertl. 11. — L. G. V, Grit. 6. 

Anmerkung 1. In Fig. 205 beiteht die Raumecke A aus drei ebenen Winkeln CAB, 
CAD, BAD; in Fig. 206 dagegen aus nicht weniger als fünf, GVJ, JVD, DVE, 
EVF, FVG. Daß wenigftens drei ebene Winkel zur Bildung einer Raumede erfor 
dert werden, fällt von felbft in die Augen. 

Zuſ. 1. Die Spigen aller ebenen zu einer Raumecke gehörigen 
Winkel fallen alfo in demfelben Puncte zufammen; und einer der beis 
den Schenkel jedes diefer Winkel ift zugleich aud Schenkel eines der 
an demfelben anliegenden Winkel. Diefe Schenkel der ebenen Winkel 
heißen die Kanten*) der Raumecke, die zwifchen ihnen enthaltenen 
Ebenen aber die Seiten oder Flächen der Ecke. So find in Fig. 205 
Ab AC, AD die Kanten, und BAC, CAD, DAB die Flächen der 

de A. 

Zuf. 2. Legt man durd) einen Punct auf einer der Kanten eine 

Ebene fo, daß fie die fammtlichen Flächen der Ecke fchneidet, fo bilden 


— — 





2) Daher werden die i fünftig a Kantenwinkel genannt 
werden. b ie ebenen Winke ſelbſt fig auch Anm. des lieder, 
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diefe Durchfchnittslinien ein Vieleck von fo viel Seiten als die Ecke 
Flaͤchen hat; alfo ein Dreieck, Viereck, Fuͤnfeck rc. je nachdem die Ecke 
dreiflaͤchig, vierflaͤchig, oder fuͤnfflaͤchig ıc. iſt. 
Anmerkung 2. Dieſer Satz iſt es, der, nach meinem Dafürhalten, im Weſentli⸗ 
chen den Anhalt vom 22ten Sage im eilften Bude des Euclides ausmadıt, wenigftens 

in fo weit, als er von Guclides beim nädftfolgenden 28ten Sage gebraucht wird, 
| Zuf.3. Zwei Raumecken werden daher volllommen gleich und 
| übereinftimmend fein, wenn fie fich in eine folche gegenfeitige Lage brin: 
gen, daß nicht nur. ihre Scheitel zufammenfallen,, fondern auch ihre 
Flaͤchen paarweiſe ſich decken. Die ebenen Winkel, welche zwei voll⸗ 
kommen gleiche Raumecken bilden ſollen, muͤſſen alſo gleich fein an Zahl, 
baarweie gleich an Größe, und gleich in Abſicht auf ihre gegenfeitige 
Lage d. h. die zu der einen Ecke gehörigen muͤſſen fich in derfelben Ord⸗ 
nung und nach derfelben Seite hin folgen, wie die ihnen entfprechen: 

den Winkel der andern Ecke. 

Anmerkung 3. Die ebenen Winkel, weldhe zwei Raumecken bilden, Fönnten paar: 
weife gleich fein, und die Raumecken würden ſich dod nicht gegenfeitig decken, wenn nicht 
die gegenfeitige Lage der ebenen Winkel in beiden Eden vollkommen diefelbe wäre, Man 
vergleige L. G. V, 23, Anmert. 

Anmerfung 4. Die zu einer Raumecke gehörigen ebenen Winkel können entweder 
alle ausfpringenbe oder zum Theil auch einfpringende fein d. b. entweder jeder <2R, 
oder einige au > 2 R, Man muß beide Fälle wohl von einander unterſcheiden, wie 
man aus der Anmerk. zu 431 feben wird. 

430. Lehrſatz. Wird eine Raumecke (A dig. 205) aus drei ebe: 
nen Winkeln gebildet, fo ift die Summe zweier immer größer als der 
dritte. 

Eucl. XI, 20. — L. G. V, 21. 

Vorbereitung. BAG fei der größte diefer Winkel; in feiner Ebene 
ziehe man AE fo, daß W. BAE = BAD, und AE = AD; ziehe BEC, 
CD und DB. 

Beweis. BE=BD, alfo CE < CD, und darum W. EAC < 
CAD, alfo auch W. BAD + CAD < BAC. 

431. Lehrſatz. Alle die eine Raumecke bildenden ebenen Win: 
fel zufammen find kleiner als vier Rechte. 

Eucl. XI, 2%. 

Vorbereitung. Nimm (Fig. 205) auf den drei Konten die drei 
beliebigen Buncte B, C, D und lege durch fie eine Ebene, fo bildet 
diefe mit den Flächen der Ecke A drei neue dreiflächige Raumecken tn 
den Puncten B, C und D. 


Bew. ABC-HABD-HACB--ACD--ANDB--ADCT>CBD-H-BCD-HCDB 
>2R 


alfo BACH CAD-H DAB AR. 


Anmerkung 1. Unfer Beweis gilt zwar zunächſt nur für eine breiflädige Ede, 
läßt fich aber leicht auf jede mehrflädhige ausdehnen, Inzwiſchen ift folgender Beweis 
von Clavius allgemeiner. 

Es fei (Fig. 206) V der Scheitel einer beliebigen nflähigen Naumede; man lege 
dur ſämmtliche Flächen eine Ihneibent: Ebene, fo ift diefer Durchſchnitt GFEDJI ein 
ned, deſſen Winfelfumme alſo — 2nR — 4R; in denn Dreieden FVE, EVD ıc. 
ift nun die gefammte Winfelfumme — Zu R, mithin, da die Summe der fämmt- 
lichen Winkel an den Grundlinien unferer Dreiede VFE + VEF + VED xX. größer 
ift ald die Winfelfumme des necks FEDJIG (428), alfo größer ald z, nR-—4R,f 
ift die Summe der fämmtlien ebenen Winkel an der Spige <A R 

Anmerfung 2. Unfer Sag gilt nur. fo lange, als unter ven ſammtlichen Kanten⸗ 


* EU 
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winkeln, die zur Raumecke gehören, ſich Feiner findet, der > 2Ri i 

Le Sage bemerft bat f. Hist. de ]’Acad. de Paris u83 * iſt, wie dieß Thon 
432. Lehrſatz. Nimmt man auf den Kanten einer dreiflaͤchigen 

oder dreifantigen Raumecke drei Puncte (B, C, D Fig. 207) fo, daß fie 

gleiche Entfernung vom Scheitel (A) haben, legt durch fie eine Ebene 


und fällt auf fie aus dem Scheitel eine Senkrechte (AP), fo ift der Fuß: . 


punct (P) derfelben der Mittelpunct des Kreifes, der durch die auf den 
Kanten genommenen Puncte gebt. 

Vorbereitung. Ziehe BP, CP, DP und zeige, daß fie gleich find. 

Beweis. Aus der Congruenz der Dreiecke ABP, ACP, ADP. 

Zuf. 1. AP, = AC, — CP. 

Zuf. 2. Aus unferm Sage ergiebt fih ein Verfahren, eine drei: 
flächige körperliche Raumecke zu conftruiren, wenn die drei zugehörigen 
ebenen Winkel gegeben find. Es ift folgendes: Schneide auf den 
Schenfeln der drei gegebenen Winkel von den Scheiteln aus Stüde 
ab, die alle ſechs von gleicher Länge find, verbinde je zwei zufammen: 
gehörige, conftruire aus dieſen Verbindenden als Seiten ein Dreieck, 
errichte auf feiner Ebene im Mittelpuncte feines Außern Kreifes eine 
Sentrechte, verlängere fie fo weit, daß ihr Quadrat gleich dem Leber: 
Schuß des Quadrates von der auf den Schenteln genommenen Länge 
- über das Quadrat des Halbmeflers von dem um das erhaltene Dreieck 
befchriebenen Kreife, fo ift der fo gefundene Endpunct diefer Senfred;: 
ten der Scheitel und die von ihm nad) den Spißen des Dreiecks gezo⸗ 
-genen Geraden die Kanten der gefuchten Raumecke. | 

Euch. XI, 23. — LG V, . 

Anmerkung. Diefes Verfahren ift für Raumeden von mehr als drei Flächen nicht 
mehr anwendbar ; darum weil die auf den Kanten, in gleicher Entfernung vom Schei⸗ 
tel genommenen, Puncte (D, E, F, G, J Fig. 206) nit nothwendig in berfelben 
Eben liegen, was bei drei Puncten jederzeit Statt finden muß, Grfüllen fie aber viefe 
Bedingung, fo ftimmt eine ſolche vielflächige Raumecke in Abfiht auf unfern Sag auch ganz 

mit einer dreiflädyigen überein, 
L. G. V, 38, Anm. 

433. Lehrſatz. Wenn in zwei dreiflächigen Raumecken (A und 
F Fig. 208) die ebenen Winkel paarweife gleich find (BAC — GEH, 
GFE — BAD, CAD = HFE), fo find auch je zwei entfprechende Flaͤ⸗ 
chenmwintel d. h. die Neigungswintel je zwei folcher Ebenen, die durch 
zwei Paare gleicher ebener Winkel beftimmt werden, von gleicher Größe. 

L. G. V, 233. - 

Vorbereitung. Nimm auf zwei entfprechenden Kanten, AC, FH, 
zwei Puncte in gleicher Entfernung vom Scheitel, errichte in diefen 
Puncten auf den genanntenn Kanten und in den Ebenen, deren Durchs 
fehnitte fie bilden, die Senkrechten, JK, JL, MN, MO, und ziehe die 
KL und NO. 

Beweis. AAKDNAFMN, A AIL AFMO, A AKL 
D®AFNO, AKILD ANMO x. 

434. Lehrfas. Zwei dreifantige Raumeden (A und F $ig. 209) 
find volltommen gleih, wenn ein Paar Kantenwintel (GEH, MAD) 
nicht nur unter fich gleich find, fondern auch ihre Ebenen gleiche Nei⸗ 
gung gegen die dritten Kanten haben (W.CAE = JFL) und wenn die 
beiden Ebenen, weiche durch diefe dritten Kanten fo gelegt werden, daß 


wu u mn en fu 


n 
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fie fentrecht auf den Ebenen der gleichen Kantenwintel ftehen, diefe 
legtern Winkel nach demfelden Verhäftniß theilen (MAE:EAD = GFL 
: LFH.) 

Vorbereitung zum Beweife. Nimm AC = FJ und AM= FG; 
fälle aus den Puncten C und J auf die Ebenen der gleichen Kantenwin⸗ 
tel die Senkrechten CE, JL; ziehe GL und ME, verlängere fie bis zum 
Durchſchnitt mit den andern Schenfeln in H und D, ziehe endlich CD, 
CM, JG, JH, AE, FL. Die Winkel CAE und JFL find die Neis 
gungswinfel der Kanten AC, FJ gegen die Ebenen MAD und GEH. 

Beweis. 1. AFLINO A AEC (46) 
2. MAE=GFL und LFH=DAE, da gleiche Groͤ⸗ 
Ben nad) gleichem 
Verhältniß ges 
theilt worden. 


3. AAEMO A F6Lund AAED® AFLH 
4. AMEED A GL ud ACED& A HU 
5. AFCI D A AMCund A FIG I AACD 


Alfo GFJ = MAC und JFH = CAD, und mithin die beiden Raumes 
en volllommen gleich (429, Zuf. 3). 

Zuf. 1. Iſt alfo in einer Ebene eine ®eradeMA gegeben, an des 
ren einem Endpunct A als Scheitel eine dreifantige Raumecke conftrutrt 
werden foll, die mit einer gegebenen (F) vollkommen gleich ift, fo fälle 
aus einem beliebigen Puncte (I) einer Kante (FI) der gegebenen Ede 
(F) eine Senkrechte (JI) auf die durch die beiden andern Kanten beftimms 
ten Ebenen, ziehe in derfelben durch den Fußpunct (L) der Senkrechten 
eine beliebige die beiden Kanten fchneidende Gerade (GLH); alsdann 
nimm ®. MAD = GFH, AM == FG, AD ==FH, ziehe MD, made 
3. MAE = GEL, errichte auf der Ebene MAD in E die Senkrechte 
(EC), und verlängere fie fo weit, daß EC = JL wird, und ziehe end: 
ih CA, fo find AM, AD, AC die drei Kanten der gefuchten Raumecke. 

Eucl. XI, 26. — L. G. V, 24. 

Zuſ. . Die Umkehrung unferes Satzes, deren Nichtigkeit von 
ſelbſt einleuchtet, giebt den 35ten Sag im eilften Buche des Euclides; 
nämlich: Wenn zwei ebene Winkel (GFH, MAD) von gleicher Größe 
find und von ihren Spisen (F, A) aus zwei Gerade (FJ, AC) geyo: 
gen werden, die nicht in der Ebene der Winkel liegen, aber mit ihren 
Schenteln Winkel von beziehungsweife gleicher Größe bilden (GFJ = 
MAC, JFH = CAD), fo haben diefe Geraden gleiche Neigung gegen 
die Ebenen. | 


Zweiter Abfchnitt. 
Bon den ebenflächigen Körpern oder Polyedern. 


— — — 


435. Erklaͤrung. Ebenflaͤchige Koͤrper oder Polye⸗ 
der heißen alle diejenigen geometriſchen Koͤrper, deren ſaͤmmtliche 
Graͤnzflaͤchen Ebenen ſind. 


L. G. VI, Erkl. 1. U 


v. Swinden Geometrie. 93 
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Anmertung 1. Gin Polneder, das nicht fonft ſchon einen befendern und befannten 
Kamen führt, wird nad der Anzahl feiner Gränzflähen benannt, jo daß man von vier: 
flächigen, fünfflähigen 2c. Polyedern fpridt, Daß es Fein Polyider von weniger als 
vier Gränzflähen geben Tann, leuchtet daraus hervor, daß jede Raumecke wenigftend drei 

tähen erfordert, und zu diefen erft eine vierte fie ſchneidende hinzufommen muß, um 
3 zu einer geſchioſſenen Figur zu verbinden. 

Anmerkung 2. Polyeder von gleichviel Graͤnzflächen Pönnen noch fehr verſchieden 
fein, nach der verſchiedenen Beſchaffenheit diefer Gränzfläden ; und der davon abhängigen 
Berfhiedenbeit der Zahl und Größe der Kantenwinkel, die fi zur Bildung einer Raum- 
ee vereinigen, Größe der Flaͤchenwinkel ıc. 


436. Erklärung. Bezeichnet man eine der Gränzflächen eines 
Polyeders ald Grundfläche, fo heißt Höhe des Polyeders die Senk— 
vechte, welche aus der Spiße deffeiben d. h. aus der von der Grundflä- 
che entfernteften Ede auf leßtere gefällt wird. Hat die Srundfläde 
eine Gegenflaͤche, die mit ihr parallel, fo ift die Entfernung diefer bei- 
den Gränzflächen von einander, das Maaß für die Höhe des Körpers. 

L. G. VI, Erkl. 6, 12%. 


Anmerkung. Was alfo für ebene geradlinige Ziguren Grundlinie it, wird für 
ebenflähige Körper Grundfläche. 


437. Erklärung. Inhalt eines geometrifchen Körpers ift 
der von feinen Graͤnzflaͤchen umfchloffene Raum. Inhaltsgleich 
find alfo zwei Körper, deren Gränzflähen gleiche Räume umfchließen. 


Anmerfing 1. Manche Schriftfteller beftimmen den Begriff der Inhaltsgleichheit 
der Körper folgendermaßen: Zwei Körper, fagen fie, find an, Inhalt glei, wenn je 
zwei mit der Grundflädye parallele und in gleihen Höhen genommene Durchſchnitte gleich 
find. Sie betrachten dabei diefe Durdfchnitte als die erzeugenden Theile, aus denen die 
Körper gebildet werden, und maden dabei den Schuß : Wenn die ergengenden Theile 
zweier Körper in dem Grabe einander glei find, daß ihre Anzahl für beide Körper 
diefelbe, alle Theile des einen Körpers nicht nur einzeln gleidy denen des andern, fon- 
dern in dem einen auch ganz auf diefelbe Weiſe wie in dem andern unter cinander ver: 
bunden, fo find die aus ihnen gebildeten Körper felbft gleich — ein Schluß, deffen Rich⸗ 
tigkeit fi wohl nicht bezweifeln läßt; aber mit Necht fragt man, find denn in unferm 
Zalle, die erzeugenden Theile beider Körper au wirklich gleich? Die Schriftfteller, 
von denen wir hier reden, gelangen zu diefer Gleichheit der erzeugenvden Theile Dadurdy, 
daß fie die Anzahl derfeiben unendlih groß annehmen, um die parallelen Durchſchnitte 
feibft als diefe erzeugenden Theile betrachten zu können; fie ſehen alfo die Körper offen- 
bar ald aus dem Vebereinanderlegen unendlich vieler Ebenen entftanden an, — eine Bor: 
Aa, , die mindeftens ungenau, und mit geometriſcher Schärfe und Strenge unverein⸗ 

ar ift. 

Anmerkung 2, Der Mathematiker berückſichtigt bei dem Begriffe, den er ſich von 
einem geometriſchen Körper bildet, nur die Merkmale, die fi auf feine Größe und Ge- 
ftalt beziehen. Bon allen übrigen Eigenfchaften, felbft von den allgemeiniten, ohne wel⸗ 
de wir und ftreng genommen Körper gar nicht denken koͤnnen, wie z. B. Undurddring- 
lichkeit, wird dabei ganz abgefehen. Dft wird daher die Annahme gemacht, daß zwei 
oder mehrere Körper auf derfelben Grundfläde jtehen follen. 


438. Erklärung. Zwei Körper heißen ähnlich, wenn die 
Anzahl ihrer Sränzflächen gleich groß, je zwei derfelben ähnlich find, 
und gegen die übrigen Flächen in beiden Körpern genau diefelbe Lage 
haben. Ä 

Euel. XI, Erkl. 9, 


Anmerkung. In ähnlichen Körpern find alfo je zwei entfprehende Naumecken gleich, 
die fie bildenden Gränzflähen ähnlich, alfo die Kantenwintel paarweife glei, und die 
Kanten felbft proportionirt. 


439. Erklärung. Zwei Körper find gleich und ähnlich, wenn 


t 
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beide gleichviel Gränzflähen haben, von denen je zwei ſich wechſelſeitig 
entfprechende congruent find *). 

Eucl. XI, Erti. 10. 

Anmerkung, Man muß bei Körpern wie bei ebenen Figuren wohl unterfdeiden 
zwiſchen der vollendeteren Gleichheit, welche Uebereinftimmung ſowohl in Abfiht auf Ins 
halt als auf Geftalt in fi fhtießt, und zwifhen der unvellendeteren der bloßen An» 
Haltögleichheit. Crftere findet nur dann Statt, wenn je zwei beftimmende Stüde in 
beiden Körpern nicht nur einzeln gleich find, fondern aud genau dicfelbe Lage haben 
und fid) in derfelben Ordnung einander folgen. Bloße Inhaltsgleihheit zweier Körper 
ann natürlich mit der größten Berfhiedenheit ihrer Geftalt verbunden fein, 

440. Erfiärung. Ein Prisma ift dasjenige Polyeder, in 
welchem ein Paar Graͤnzflaͤchen felbft einander parallel, von allen uͤbri⸗ 
gen aber je zwei Kanten oder Durchſchnittslinien parallel find **). 


22 95.15 in des Zfat u vermunbern, daß unfee Wesfagen, bet feinem unpertenn 
baren Streben nach Gründtichkeit und Genauigkeit, diefe Erklärung aus Eucltd’s Eles 
menten in fein Buch, aufgenommen Hat, ohne au nur, u erwähnen Die Bedenken 


-— J Anmert. Des Uevert. 
Verfaſſer erklärt Prisma als den Körper, der von mel gern läd derges 
— TERROR EHRT GESTARTET —— 
ie offenbar zu mei ! ‚ wesl id) mir die ige 8 EA) leberf. 
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Die parallelen Flaͤchen heißen auch Endflähen wer rund: 
flähen, die übrigen Seitenfläden. 

Eucl. XI, &ft. 13. — L. 6. VI, Erkl. 4. 

Zuf. 1. Die Seitenflächen eines jeden Prisma ſi ind Parallelo⸗ 
gramme; und die Endflaͤchen congruent. 

425, 3uf. 2. 

Zuf. 2. Ein Prisma heißt dreifeitig, vierfeitig, fünf 
feitig ıc. je nachdem jede feiner Endflächen ein Dreieck, Viereck, Fünf: 
eck ꝛc. iſt. 

L. G. VI, Erkl. 8. 

Zuſ. 3. Ein Prisma heißt rechtwinkelig, oder ſenkrecht, 
oder gerade, wenn die ſaͤmmtlichen Seitenflaͤchen rechtwinkelig, alſo 
Rechtecke find, und mithin ſenkrecht auf den Endflaͤchen ſtehen. Sſcchie f⸗ 
winkelig dagegen, oder ſchief iſt jedes Prisma, deſſen Seitenflaͤ⸗ 
chen Rhomboide find. 

Ein Prisma kann regelmäßig genammt werden, wen es recht: 
winkelig und feine Endflächen regelmäßige Vielecke find. 

L. G. VI, Erf. 6. 

Zuf. 4. Jedes vielfeitige Prisma läßt fich info viel dreifeitige zer: 
legen, in fo viel Dreiecke fich jede Endfläche durch Diagonalen theilen 
läßt; alfo ein nfeitiges in n — 2 dreifeitige. 

10, 

da 1. Man pflegt wohl auch ein Prisma jo zu betrachten, daß man ſich 
daffelbe aus der Bewegung einer feiner Endflächen entftanden denkt. Diefe Endflaäche 
muß ſich dann mit ſich ſelbſt parallel d. h. ſo bewegen, daß je zwei ihrer Puncte ein 
Paar Parallellinien beſchreiben. 

Anmerkung 2. Wir werden in dem Folgenden zu Grundflächen eines Prisma keine 
andern annehmen als Diejenigen, welche wir vorher mit Diefem Kamen oder mit dem 
der Endflähen belegt haben. Euchides betrachtet batd eine dieſer Flächen als Grundfläche, 
bald aber aud eine der Seitenflähen, wie man deutlih aus feinem 40ten Sage des 
eilften nn erfiedt. Man muß auf diefen Unftand achten, um nicht in Irrthümer 
zu verfallen. 


Zuſ. 5. Aus der in 438 aufgeſtellten Erklaͤrung aͤhnlicher Körper 
ergiebt fih, daß zwei Prismen ähnlich find, wenn fowohl ihre Ends 
flächen als ihre Seitenflächen beziehungsweiſe ähnlich find, alfo aud) 
je zwei Kanten des einen Körpers verhäftnißgleich mit den entiprechens 
den Kanten des andern find. 


441. Ertlärung. Parallelepipedum heißt jedes Prisma, 
defien Endflähen Parallelogramme find, welches alfo von ſechs Paral- 
lelogrammen dergeftalt begränzt wird, daß je zwei gegenfberftehende 
einander parallel find. 

Ein Parallelepipedum heißtrechtwintelig, wenn alle feine Graͤnz⸗ 
flächen Rechtecke und mithin auch rechtwintelig verbunden find; ſchief⸗ 
winkelig iſt ein Tolcher Körper, wenn feine Seitenflächen ſchiefwin⸗ 


telig und mithin auch unter ſchiefen Winkeln verbunden find *). 
. G. VI, Erkl. 9. 


*) ber Paratietepi eda it wohl 
ni t ganz paſſend zu nennen (bon orum, we ce eine Art von anıfarı unbes 
achen ein 


einfach verfhobene zu 
einteilen AH en den eramen der, dop ei vet ya en und „den re be 
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Anmerfung 1. Diefed Polyeder heißt Parallelepipedum ‚ weil je zwei feiner Ge- 
genflächen parallel find. 

Zuf. 1. Se zwei Gegenfläcyen eines Parallelepipedums find con: 
gruent, und je vier Kanten gleich und parallel. 

L. G. VI, 4. 

Anmerkung 2. Cuclides beweiſt (XI, 24), daß wenn ein Polyeder von Gränz- 
flächen umſchloſſen, die ſämmtlich paarmweife parallel, je zwei Gegenflächen congruent: 
Parallelogramme fein müffen. Einen folden Körper nennt Euclides im folgenden Sage 
Parallelepipedum ohne weitere vorausgeſchickte Erflärung. 

Anmerfung 3. Man fieht hieraus, wie man die ſechs Rechtecke, welche die Gränz- 
flächen eines fenfredht = rechtwinkeligen Parallelepipedums bilden, in derfelben Ebene fo 
conftruiren Tonne, um durd ein bloßes UmElappen derfelben das P. felbft zu er⸗ 
halten, Man conftruirt nämlich zuerſt vier Rechtecke (1, 2, 3, & Fig. 211) fo, daß 
je zwei ſich zunächſt liegende eine Seite gemeinſchaftlich haben, und das erfte dem drit⸗ 
ten, fo wie dad zweite dem vierten congruent ift. Alsdann befchreibt man nod zwei 
congruente Rechtecke zu beiden Seiten des zweiten , in *) denen die Seiten, die fie nicht 
mit dem zweiten gemein haben , den Seiten des erjten oder dritten glei find, die fie 
nicht mit den andern gemeinfchaftlich haben. Auf ähnliche Weiſe verhält es ſich mit ſchie⸗ 
fen Parallelepipeden. 

u Anmerfung 4. Man Fann ein Parallelepipedum dadurch entitanden betrachten, daß 
eine feiner Gränzflädhen ſich mit fi) felbft parallel bewegt, 

Zuf. 2. Man fagt: ein Parallelepipedum fei aus drei Geraden 
(AN, NK, NM Sigg. 214 und 215) conftruirt, wenn je vier folche 
Kanten deffelben, die zwifchen zwei Gegenflächen enthalten find, gleiche 
Länge mit einer diefer Linien haben. Ein Parallelepipedum aus drei 
gegebenen Seraden ift daher nicht volllommen beftimmt weder feiner 
Größe noch feiner Seftalt nach, fondern wird dieß erft Dann, wenn 
auch die Winkel der Gränzflächen beftimmt find. Alſo ein fenkrecht: 
rechtwinfeliges Parallelepipedum aus drei beftimmten Geraden wird 
eine beftändige, fich gleich bleibende Größe und. Geftalt haben. 

Anmerkung 5. Der Inhalt diefes Zufapes kömmt dem fehr nahe, was früher in 
der dritten Anmerkung zu der in 69 aufgeftellten Erklärung gefagt ift. 

Zuf. 3. Sind zwei Parallelepipeda ähnlich, alfo auch je zwei 
entfprechende Sränzflächen ähnlich (438), fa find nothwendig auch je 
zwei entfprechende Kantenwinkel gleich und die drei beflimmenden Kan: 
ten des einen Körpers denen des andern proportionirt. — Zwei fen: 
recht = rechtwinkelige Parallelepipeda find ähnlich, wenn ihre beftim: 
menden Kanten einzeln verhältnißgleich find. 

442. Erklaͤrung. Sind die fehs Sränzflächen eines Paral⸗ 
lelepipedums Quadrate, alfo alle unter einander congruent, fo führt das 
Darallelepipedum den befondern Namen: Würfel oder Cubus. 

L. G. VI, Erkl. 10. 

Zuſ. 1. Ein über einer Geraden befchriebener Würfel, oder,. wie 
man auch der Kürze halber fagt, der Würfel von einer Geraden ift alfo 
derjenige, der diefe Linie felbft zur Höhe, und das Quadrat derfelben 


len, jenachdem entweder die Seitenfächen fenfrecht auf den Endrächen und dieſe ſelbſt 
vechtwinkelig , oder zweitend, die Seitenflächen zivar fenkrecht auf den Grundrächen 
aber diefe ſelbſt ſchiefwinkelig, oder endlich die Seitenflächen ſchief auf den Grundfld- 
chen und dieſe felbit (atefwintelig. Anın des Veberf. 

*) Die Beltimmung , die in den Worten von hier an biE zu Ende enthalten iſt 
fehtt bei den Verfaſſer, aber offenbar durch ein bloßes Berfehen, daher ich fie noch 


ugefügt habe. 
hinzugefüg & Anm. des Leberf. 


an __ — — — 
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zur Grundfläche hat. Ein Würfel unterfcheidet ſich alfo von einem Pa: 
rallelepipedum dadurch, daß nicht bloß feine drei beftimmenden Kanten 
gleich, fondern auch feine Kantenwinkel alle Rechte find. 

Eucl. XI, Erkl. 25. 


Zuſ. 2. Alle Würfel find einander aͤhnlich. 

441, 3uf. 3. 

443. Erklärung Diagonalen eines Prisma oder PDaral: 
lelepipedums heißen die Geraden (AE, BF Fig. 212), welche die 
Scheitel zweier Gegenecken verbinden. 

L. G. VI, Erkl. 15. 

444. Lehrſatz. Jedes Parallelepipedum wird durch eine Dia: 
gonalfläche (BDFG Fig. 212) d. 5. durch eine Ebene, welche man durch 
die Diagonalen (BD, GEF) zweier Gegenflächen legt, in zwei ſymmetri⸗ 
(he (439, Anm.) Theile getheilt. | 

Eucl. XI, 8. — L. G. VI, 6. 

Beweis. Aus 56 und 441, Zuf. 1. 


Zuſ. 1. Diefe beiden Theile find dreifeitige Prismen. 

Anmerfung. Die Ebene BDFG geht auch durd die parallelen Gegenfanten BG 
und DF; daher man auch unfern Satz zuweilen fo ausfpriht: Legt man in einem Pa⸗ 
rallelepipedum eine Ebene durch zwei parallele Gegenfanten, fo wird daffelbe in zwei 
ſymmetriſche dreifeitige Prismen getheilt. 

Zuf. 2. Daher ift ein dreifeitiges Prisma die Hälfte des Paral— 
lelepipedums, deflen Grundfläche das Parallelogramm ift, welches die 
Srundflähe des Prisma zu einem feiner Diagonaldreiecke hat, und 
defien Segenflächen die beiden Seitenflächen des Prisma find, die nicht 
durch die Diagonale der Grundflaͤche des Parallelepipedums gehen. 


Zuf. 3. Die Diagonalen (443) jedes Parallelepipedums haben 
einen gemeinfchaftlichen Durchfchnittspunct, in welchem fie fich gegen: 
feitig halbiren. Eben fo tft es mit den drei Geraden, welde die Mit: 
telpuncte je zweier Gegenflächen verbinden. 

Eucl. XI, 39. — L.G. VI, 3 

445. Lehrſatz. Schneidet man ein Parallelepipedum (BF Sig. 
213) mit einer Ebene (GC), welde parallel mit zwei gegenüberliegen: 
den Seitenflächen (BH, DF), fo verhalten fich die beiden Städe (BG, 


GD) des Parallelepipedums zu einander wie ihre Srundfläden (JG, 
GM). 
Eucl. XI, 25. 


Vorbereitung zum Beweis. Merlängere die Kanten FGH und 
MNJ über beide Endpuncte hinaus, nimm auf der Seite von GH eine 
beliebige Menge gleicher Theile und zwar glei GH, auf der andern 
Seite eine beliebige Menge, jeden gleich FG; vollende nicht nur die 
Parallelogramme HP, QU ıc., und Md, Ec ce. , fondern auch die Pa: 
vallelepipeda HM, QR ıc., Dd, Ve ⁊c., von denen offenbar diejeni⸗ 
gen, die an derfelben Seite des Urparallelepipedums liegen, alle unter 
einander congenent find (441). 

Deweis, Aus 148. 


Anmerkung. Unfer Beweis ift ganz ähnlich dem, welchen wir zur Begründung ei- 
nes Lehrfages im vierten Buche (200) gebraudt haben, Beide Lehrfäge ftimmen alfo in 
ihrem Wefen fehr mit einander überein. 
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446. Lehrſatz. Parallelepipeda (MB, NE $ig. 214 und 215) 
die auf derfelben Grundfläche (KLMN) ftehen und gleiche Höhe haben, 
alfo zwifchen denfelben paralleien Ebenen liegen, find inhaltsgleich. 

Eucl. XI, 29, 30. — L. G. VI, 9. 

‚ Erfter Sal. Fig. 214. Sowohl die beiden Parallelogramme 
AHMN und JNMF als au BKLD und CKLE follen in einerlei Ebene 
liegen, in verfchiedenen Ebenen aber ABKN undJCKN, fo wie HDLM 
und FELM. 
* Vorbereitung. OP ſei der Durchſchnitt der Ebenen HDLM und 

CKN. 

Beweis. Das Prisma ABCINK ift, wie man leicht zeigen kann, 
inhaltsgleich dem Prisma HDEFML; zieht man daher von beiden das 
gemeinfchaftliche Prisma HDCJOP ab, und addirt zu diefen Neften das 
—* KNOPML hinzu, fo iſt die Richtigkeit unſeres Satzes dar: 
gethan, 

Zweiter Fall. Fig. 215. Wenn das eine Parallelepipedtum NE 
gegen das andere MB doppelt verfchoben ift, fo daß nicht nur die Pa: 
rallelogramme JCKN und FELM in andern Ebenen liegen als die Pa: 
tallelogramme ABKN und HDLM, fondern auch die Parallelogramme 
NJFM und KCEL in andern Ebenen als AHMN und BDLK. 

Vorbereitung. Werlängere die Linien EC, FJ, AB, HD, fo daß 
fie fih in den Puncten P, Q, R, O fchneiden; dadurch entfteht ein 
Paralletepipedtum PQRLMO, welches fowohl gegen das eine als gegen 
das andere unferer in Rede ftehenden Parallelepipeda NE, MB nur 
einfach verfchoben ift. 

Beweis. Aus dem erften Fall. 

Anmerkung 1. Daß Parallelepipeda, die gleiche Höhe haben, ſich zwiſchen dieſel⸗ 
ben paralleien Ebenen legen laffen, folgt aus 425, und 442, uf. 1. 

Anmerkung 2. Der Beweis für den erften Fall unferes Sages ift, wie man fiebt, 
ganz Ähnlich dem frühern in 82. 

Zuſ. Ein doppelt fchiefes Parallelepipedum ift daher inhaltsgleich 
mit einem fentrechtzrechtwinfeligen (441, Anm.), weldyes mit jenem 
dDiefelbe Grundfläche und gleiche Höhe hat, deflen Seitentanten alfo 
gleich der Höhe des doppelt fchiefen Parallelepipedums find. 

447. Lehrſatz. Parallelepipeda find inhaltsgleih, wenn fie 
auf verfehiedenen aber gleichgroßen Grundflaͤchen (EG und AO Fig. 216) 
ftehen und gleiche Höhen haben. | 

Eucl. XI, 31. — L. G. VI, 10. 

Vorbereitung. Werlängere FG fo, daß HM gleich der Grundlinie 
des Parallelogramms AO wird; befchreibe über GM das Parallelo: 
gramm GK, welches congruent mit AO; ziehe durch M die Gerade 
PMQ || CG und vollende die Parallelogramme LM und GP, fo iſt LM 
—=CK=AO. 

Man denke fih nun über GK ein Prpd. befchrieben, welches dem 
über AQ congruent iſt; alfo auch gleiche Höhe mit dem Prpd. über 
EG hat; endlich denke man fi für eben diefe Höhe zwei Prpd. bes 
fehrieben über LM und GP, und zwar durch Erweiterung der Seitene⸗ 
benen EC, FG, CG des Prpd. EG, mit denen man parallele Ebenen 


durch LQ und PMQ lest. 


Ami 
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Beweis. Durch Anwendung des vorvorigen Lehrſatzes ſowohl auf 
die Prpd. über EG und CM, als auch auf die über CM und LM, in 
Verbindung mit den frühern Sägen 155 und 156, gewinnt man den 
Satz: 

Prpd. über EG : Prpd. über GQ = Prllgr. EG : Prilgr. GQ, 
alfo, da nah Vorausfegung Prllgr. EG = Prilgr. GQ aud) Prpd. 
über EG = Prpd. über GO. Die Drpd. über GK und GQ fanıı man - 
aber offenbar als folche betrachten, die über derfelben Grundfläche, naͤm⸗ 
lich dem durch GM gehenden bisher als Seitenfläche betrachteten Prilgr., 
und für diefe gemeinfchaftlihe Grundfläche liegen die Prpd. zwiſchen 
denſelben parallelen Ebenen, es iſt alſo: 

Prpd. über GK — Prpd. über 60* Prpd. über EG. 

Zuſ. Ein Prpd. ift daher immer inhaltsgleich mit einem fenkrechts 
rechtwinketigen Prpd., welches mit ihm gleiche Höhe und gleich große 
Srundflähe hat. Für die Inhaltsbeſtimmungen aller Parallelepipeda, 
wie fle auch immer befchaffen fein mögen, kann daher der Sinhalt eines 
fentrecht = vechtwinteligen Prpd. als Maaß dienen, deffen Grundfläche 
gleich groß mit der des gegebenen und deffen Seitenkanten gleich der 
Höhe des lesteren find. 

L. G. VI, 11. 

448. Lehrſatz. Parallelepipeda von gleicher Höhe verhalten 
fih wie ihre Grundflächen. 

Eucl. XI, 32. — L. G. VI, 13. 

Vorbereitung. Wie beim vorigen Lehrſatz. Fig. 216. 

Bew. Aus 447, der zweimaligen Anwendung von 445 und 156. 


449. Lehrfag. Parallelepipeda (P und PY), die auf congruen 
ten Grundflächen ftehen, verhalten fich wie ihre Höhen. 

L. G. VI, 12. 

Vorbereitung. Es fei das fenkrecht = rechtwinfelige Drpd. HE 
(Big. 218) inhaltsgleich mit dem einen P unferer gegebenen Prpd. ; auf 
der einen Kante HA nehme man HJ gleich der Höhe des andern Prpp. 
P’; und lege durch J die Ebene JKEL parallel mit HMFG; alsdann 
fei das Prpd. HE inhattsgleich mit dem zweiten P’ unferer gegebenen. 

Bew. Prpd. HE : Prpd. Ic—=Pellar. HK : Prilgr. JB (445) 
alfo auch: Prpd. HC : Prpd. HE= Prigr. HB : Prilgr. HK (153) 
folglich: P: P = HA : HJ (1). 

450. Lehrf ab. Parallelepipeda, die weder gleiche Grundflächen 
noch gleiche Höhen haben, ftehen im zufammengefeßten Verhättniffe 
diefer Srundflächen und Hoͤhen. 

L. G. VI, 14. 

Vorbereitung. Es ſeien die ſenkrecht-rechtwinkeligen Prpd. (AHC 
und PNO Fig. 218) beziehungsweiſe unſern gegebenen Prpd. P und P- 
inhaltsgleich; eine Annahme, die nach 446, Zuſ., immer geſtattet jſt. 
Nimm auf HA das Stuͤck HIMMP, und lege durch J die Ebene JKEL 
parallel mit HMFG. | 

Beweis. Aus 448 und 449 und 155. 

Anmerkung 1. Die beiden vorhergehenden Säge (448 und 449) find offenbar 
nichts anders als Eefondere Zälle von diefem unferm Say; allein letzterer läßt ſich nicht 
ohne Hülfe der erftern ermweifen, alfo nicht eher, als bis jene beiden ſchon bewiefen find. 
Es find früher ſchon mehrere ähnliche Fälle da gewefen, namentlidh gehört hieher der Lehr: 
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fat 202 im vierten Buche, der auch feiner ganzen Natur nad mit unferm in Rede ſte⸗ 
benden Zehrfage auf dad engfte verwandt ift. 

Zuf. 1. Sind Prpda, die ungleiche Grundflähen und Höhen 
haben, inhaltsgleich, fo verhalten fich ihre Höhen umgekehrt wie die 
Srundflächen. 

Eucl. XI, 34. 

Anmerfung 2. Euclides beweift diefen Sag faft auf diefelbe Weife, wie den 23ten 
Sag feines ſechſten Buches, die wir früher 302, Anm. 2 angedeutet haben. Seine 
Borbereitung ift glei der unfrigen; und feine Schlußweife folgende: Es fei P ein 
Prpd., welches mit dem Prpd. AF (Fig. 218) inhaltögleid, und deffen Grundfläde g, 
feine Höhe h fei, in dem Prod. HE fü JH = h, 

Alsdann ift: Prpd. IF: P= Nrller, HF: g 
alfo au: Prpd. IF : Prpd, AF = Prilgr. HF: g 
Aber Prpd. JF : Prpd. AF = prlige, JM : Prligr. AM 
. ’ 


—=h: AH, 
alfo: Prilgr HF:g=h: AH. , 
Zuſ. 2. Verhätt ſich daher (Fig. 218) 
Prllgr. HF : Prllgr. NO = m.n:1 
und faßt die Höhe AH des Prpd. AF die Höhe des Prpd. Z rmal in 


fih, fo if: 

Prpd. AF: Prpd. Z=m.n.r:1 
mithin ift eg die Zahl m . n . r, wodurd der Inhalt des Prpd. AF 
ausgedrückt wird, wenn man das Prpd. Z als Einheit oder gemeins 
ſchaftliches Maaß annimmt, d.h. der Inhalt des Prpd. AF fchließt den 
des Prpd. Z fo vielmal in füch, als die Zahlm. n. r Einheiten hat. 

Durchweg nimmt man zu dem Prpd., welches man ale Maaßſtab 
oder Einheit gebraucht, ein folches, was nicht bloß ſenkrecht-rechtwin⸗ 
felig ift, aus dem in 447, Zuf. enthaltenen Grunde, fondern deſſen 
Srundflähen überdieß Quadrate find, — der Grund davon liegt in 
203, Zuf. 1 — und deſſen Höhe endlicd der Seite der. Grundfläche 
gleich ift — kurz man gebraucht zur Beftimmung des Färperlichen Sin: 
haltes aller Parallelepipeda als Maaßſtab einen Würfel, deflen Seite 
die Einheit ift, durch welche man die Kanten AH, HG, FG d. h. die 
Längen mißt, durch welche der Inhalt des Prpd. beftimmt wird. Diefe 
Einheit ift alfo ein Längeneinheit wie z. B. Linie, Zoll, Fuß, Ruthe 
ꝛc. Den Würfel, deffen -beftimmende Seite diefe Längeneinheit ift, 
nennt man zur nähern Beftimmung Eubifeinheit, und muß fie von 
Duadrateinheiten, die als Maafftab für Flächen dienen, und von Laͤn⸗ 
geneinheiten, die beim Ausmeſſen von Linien gebraucht werden, wohl 
unterfcheiden. Sagt man alfo, der Inhalt eines Prpd. betrage z. ©. 
10 Fuß, fo bedeutet dieß fo viel als diefer Inhalt fei zehnmal fo groß 
als der Inhalt des MWürfels, deffen Seite einen Fuß Länge hat. 

Zuf. 3. Daher ftehen zwei cubifche Einheiten verfchiedener Ord: 
nungen in dem dreifach hohen Verhältniffe der ihnen entfprechenden 
Längeneinheiten. — ft 3. D. das Verhältniß eines Zolles zu einem Fuß 
— 1:12, fo ift das Verhältnig eines Cubikzolles zu einem Cubikfuß 
— 1? : 12? — 1: 1728 oder mit andern Worten, enthält ein Fuß 
zwölf Zolle, fo gehen auf einen Cubikfuß 1728 Eubitzolle. 

Eucl. VII, 12. 


Anmerkung 3. Man fieht hieraus au, wie man mit Euclives (VII, Erkl. 17) 
dad Product aus drei Zahlen eine Körper » Zahl (numerus solidus) nennen Fünne, dee 
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ren Seiten eben die drei Zactoren find, aus denen fie gebildet wird. Koͤrperzahlen find 
alfo im zufammengefegten Berbältniffe ihrer Seiten, Aehnlich find zwei Körperzahlen, 
wenn die drei Seiten der einen denen der andern proportionirt find (Eucl. VII, Erft, 21). 


Zuſ. 4. Aus dem zweiten Zufage fieht man auch, in welchem Sinne 
man fagen könne: “ 

1) daß durch das Product dreier Geraden das aus ihnen, als bes 
flimmenden Kanten, conftruirte fenkrechtsrechtwintelige Parallel: 
epipedum dargeftellt werde; und daß mithin das Verhältniß, wels 
ches aus drei andern zufammengefeßt iſt, dargeftellt werde durch 
das Verhältniß der beiden Parallelepipeda, welche man aus den 
die einzelnen einfachen Verhaͤltniſſe darftellenden Linien befchreibt ; 
und daß eben fo das dreifach hohe Verhältniß eines andern durch 
das Verhältniß der Würfel ausgedrückt werde, deren Seiten. die 
Stieder des einfachen Verhältniffes find. | 

L. 6. VI, 14. 

2) daß der cubifche Inhalt eines Parallelepipedums ausgedrückt wer: 
den könne, durch das Product feiner Grundfläche und Höhe, und 
daß dieß im Grunde auf eins hinaustomme mit dem Zufaße unfe: 
ves früheren Satzes 447; und 

3) dag auf ähnliche Weife der cubifche Inhalt eines Wuͤrfels aus: 
gedrückt werden könne, durch die dritte Potenz feiner Seite. 
Dabei aber findet auch hier das volle Anwendung, was wir fchon 
im vierten Buche, in der Sten Anmerkung zu Sag 203 gefagt haben. 
Zuf. 5. Iſt alfo die Zahl, durch welde der Inhalt eines Wär: 

fels dargeftellt wird, keine Cubikzahl, fd ift die Seite deffelben ftets 

incommenfurabel zur Seite des als Einheit dienenden Würfels, oder, 
was daffelbe ift, zu der Längeneinheit, welche diefe Seite mißt. 
auf. 6. BezeichnenJ und i die cubifchen Inhalte zweier Parallels 
epipeda, G und g ihre Srundflächen, H und h ihre Höhen, fo ift un: 
ferem Hauptfage zufolge: 
J:ıi=G.H:g.h 

Hieraus folgt: 

1. Sind entweder die Grundflähen, oder die Höhen, aber nicht 
beide zugleich, incommenfurabel zu einander, fo find es auch die 
cubifchen Inhalte d. h. es giebt Feine Körpergröße, welche für fie 
gemeinfchaftlihes Maaß werden könnte, 

2. Sind aber Grundflähen und Höhen zugleich incommenfurabel 
zu einander, fo können die cubifchen Inhalte gar wohl commen: 
furabel fein. 

Waͤre z. B. (Fig. 124) 
AF, : BF, = 15 : VW 60 (203, Zuf. 10) 

und man dächte fich über diefen Quadraten als Grundflächen zwei 

Parallelepipeda conftruirt, deren Höhen fih verhielten wie 5: 

v3, alfo incommenfurabel zu einander wären, wie die Srundfläs 

chen, fo verbielten fi) die Parallelepipeda 
wie 15 v5: V60 . v3 oder wie 15 v5 : v 180, oder 
wie 5 v5:v36.1,5=15vV5:6%95 

' | == 15:6 

= 5;%2 
wären alfo commenfurabel zu einander. 
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3. Würfel innen auch incommenfurabel zu einander fein, und eg 
findet dieß namentlich immer dann Statt, wenn ihre Seiten in- 
commenfurabel in Länge, aber commenfurabel in Potenz ſind z. B. 
die Würfel, die über der Seite und Diagonale eines Quadrates be: 
fiohrieben werden. Würfel find dagegen flets commenfurabel zu 
einander, wenn ihre Seiten entiweder in Länge commenfurabel find, 
oder durch die Cubikwurzeln aus commenfurabeln Zahlen dargeftellt 


werden z. B. durch 2 und v3. 
451. Lehrfag. Aehnliche Parallelepipeda, alfo auch alle Wuͤr⸗ 
fel, ſtehen im dreifach Dohen Verhaͤltniß ihrer entjprechenden Kanten. 


Eucl. XI, 33. 


Deweis. Aus 450, 219, Zuf. 1, 156. und 160. 

Anmerfung 1. Wir haben früher ſchon (136, Anm.) bemerkt, daß der Ausdruck 
dreifach hohes. Verhältniß bei Euclides eine ganz andere Bedeutung zu haben ſcheint, als 
bei uns, haben aber fpäter (160, Anm.) nadhgewiefen, daß beide Bedeutungen in der That 
auf Eins binausfommen. Hält man fi ſtreng an die Euclidifhe Definition vom dreis 
fach hohen Verhältniß, fo muß man bemweifen, daß die beiden in Rede ftehenden Prpda 
dad erfte und legte Glied einer Neihe von vier ftetig proportionirten Prpden find und 
daß. außerdem dad erjte und zweite in diefer Reihe fi) eben fo zu einander verhalten, wie 
ein Paar entipredende Kanten des erften und letzten. 

Es feien alfo zwei ähnliche Prpda P und P’’” gegeben; die Stanten, welde die 
Seiten der Grundflächen bilden, feien in tem erftern a, b, in dem andern a’’, b’, 
die Längen der die Grundflächen verbindenden Kanten feien refpective c und ec’, Man 
denfe fi nun zwei andere Prpda, P’ und P“, welde den beiden erftern ähnlich find; 
und von denen jenes a, b, c’’, dieſes a, b”, c’’ zu Kanten bat. Die Prpda P, 
P’ haben nun offenbar gleide Höhe, wenn man die Parallelogramme aus den Kanten 
a, ce und aus a, c’” ald Grundflädyen betrachtet 3 eben fo haben die Prpda P’ und P’’ 
gleihe Höhe für die Grundfläden aus a, b und aus a, b’, und endlid auch P’’ und 
PP’ haben gleihe Höhe für die Grundflächen aus a, b’’’ und aus a’, b’’’; es ift dem⸗ 
nach unferm Sag 448 zufolge: 

P:P = PL gr aus a,c :Prlar. us a,c"=c: c“ 

P’ :P” Prlilgr. aus a,b ; Prilgr. au a, b”’ — b : b“ 

pP". P” — Prlilgr. aus a, b' : Prllgr, au a’, p — a: a’ 
mithin ift x 


P’— P’/: PY — pP“. pw, alſo auch 
P: pP = ps; Pa — a8 : alla — be : bl — c3 : c'’13 (160) 

Zuſ. 1. Der-über einer Linie befchriebene Würfel entfpricht alfo 
dem, was man auch dritte Potenz diefer Linie nennen kann, und was 
nichts anders als die dritte Potenz der Zahl. ift, welche die Seite des 
Würfels mißt. Man fehe 122, und 450, Zuf. 4. 

Zuſ. 2. Sind vier Linien proportionirt, fo find es auch die vier 
ähnlichen Parallelepipeda, welche diefe Linien zu entfprechenden Kanten 
haben, und umgekehrt. | 

Eucl. XI, 37. 

Bew. Aus dem Hauptfage in Verbindung mit 155, Zuf: 1. 

Zuſ. 3. Vergleicht man unfern Hauptfaß mit dem zweiten und 
dritten Zufaß des vorigen Lehrfages, fo fieht man, in weldhem Sinne 
Euclides VIII, 19 jagen konnte: „ähnliche Körperzahlen flehen im drei: 
fach hohen Verhältniffe ihrer entfprechenden Seiten” und VIIL, 27: 
a Korpenzahlen verhalten fich wie eine Cubikzahl zu einer Cubik⸗ 
za .“ 

Zuſ. 4. Sind drei Linien ſtetig proportionirt, fo iſt das Prpd., 
welches dieſelben zu Kanten hat, inhaltsgleich mit dem Prpd., deſſen 


TR 


364 Eilftes Buch. Zweiter Abſchnitt. 


Kanten alle der mittlern jener drei Geraden gleich find; und welches 
mit dem erftern gleichwintelig ift, fo daß alfo nicht nur die Winkel der 
Srundflächen in beiden gleich find, fondern auch die Seitenflächen glei⸗ 
che Neigungen gegen die. Grundflaͤchen haben. — Alfo ift der Wär: 
fel, welhen man über der mittleren folcher drei Linien beſchreibt, in⸗ 
haltsgleich mit dem fentrecht rechtwinteligen Prpd., welches die drei 


Geraden zu feinen beftimmenden Kanten hat. 

Eucl. XI, 36. 

Anmerkung 2. Um alfo ein ſenkrecht- rechtwinkeliges Prpd. zu erhalten, welches 
inhaltsgleich mit einem gegebenen Würfel, deffen Seite = b ift, nehme man eine be- 
liebige Gerade a, fuche zu diefer und b die dritte Proportionale c, fo find a, b, c die 
beftimmenden Kanten des Prpd. — Es laflen fih, wie man hieraus fieht, unendlich 
viele Prpda finden, welche die verlangte Eigenſchaft Haben. 

Anmerkung 3. Um die Höhe (x) eines Prpd. zu finden, das ein gegebenes Qua⸗ 
drat (a?) zur Grundfläde hat und mit einem gegebenen Würfel (b?) inhaltsgleich ift, 
ſuche man zuerft, nad Anleitung von 254, Zuf. ein Paar Linien (g, h), welde das 
Verhältniß der beiden Flächen a? und b? darftellen, und dann zu dieſen Linien g, h 
und der Würfelfeite b eine vierte Proportionale, ſo iſt letztere die Höhe x des Prpd. 

Denn: a2, b2 = g :h, alſo auch 
2 .x:b=g.x:b.h, 
afo,wilig.x=b.h, ud a?.x — b? 

Anmerkung 4 Sollte dag Prpd., deffen Höhe geſucht wird, zu feiner Grundfläche 
nicht ein Quadrat, fondern ein Rechteck haben, deſſen beftimmende Seiten a und a’ 
wären, fo Tann diefer Fall auf den vorigen einfach dadurdy zurüdgeführt werden, daß 
man zuerft zwiſchen a und a’ eine mittlere Proportionale ſucht und mit diefer nun eben 
fo verfährt, wie vorher mit der Quadratſeite. 


Zuf. 5. Sind vier Linien fletig proportionitt, fo verhalten fi) 
die Würfel, welche die beiden erften diefer Linien zu Seiten haben, eben 
fo zu einander, wie die erfte Linie zur vierten. 


Bew. Aus dem Hauptfag in Verbindung mit 160. 

Anmerkung 5. Hieraus fieht man, in weldem Sinne Euclives VIIT, 19 und 21 
fagen konnte, daß zwiſchen zwei ähnliche Körperzablen immer zwei mittlere Propors 
tionalen fallen, und umgekehrt, daß zwei Zahlen ähnliche Körperzahlen find, wenn zwi⸗ 
ſchen ihnen zwei mittlere Proportionalen liegen, 

Anmerkung 6. Zerner folgt aus unſerm Zufage, daß die berühmte Aufgabe von 
der Berboppelung eines Würfel lediglich auf der Aufgabe beruht, zwei mittlere Pro- 
portionalen zu finden zwiſchen zwei Einien, von denen die eine doppelt fo groß als die 
andere if. Denn it. Ba: x — x ; y=y:?2a, fo ift nah unferm Zufage: 
a3: =a:2a—=1:?2, und daher x? = 2 a®. Aber cine ſtreng geometriſche 
Löfung jener Aufgabe, die beiden mittleren Proportionalen betreffend, ift unmöglich. 
Siehe die Anmerfung zu Aufgg. III, 9, und die Anmerk. zu 481. 

Anmerfung 7. Auch die Gonftruction eines Würfel, der mit einem gegebenen 
ſenkrecht⸗ rechtwinfeligen Prpd. inhaltsgleich ift, hängt von dem Auffinden zweier mitt— 
lern Proportionalen ab. Denn ed feien a, b, c die Kanten des Den x die gefudte . 
Würfelſeite. Alsdann ift: x? —= abc, und, venna:d=d:b, x?’=d2. Sim 
nun e und f zwei mittlere Proportionalen MWiſchen d und c, fo iſt die erſtere ‚gleich der 
geſuchten Würfelfeite, oder: x—=e. Denn wild:e=e:f=f:c, fs ift 
d? :e® = d:c, alſo e = d?c = x?; um mithin x = e. 

Anmerkung 8. Nicht minder bedarf man aud dann zweier mittlern Proportiona⸗ 
len, wenn man einen Würfel conftruiren fol, der fo groß ift, als zwei oder mehrere 
gegebene Würfel zufammen. Wären z. B. die beiden Würfel a® und b? en und 
man follte die Seite, y eines dritten finden, fo dag y? — as 4 b?, fo nehme man 
eine beliebige Gerade e, und ſuche (Anmerf, 2) die Höhen h und h’ ver beiden Paral⸗ 
lelepipeda, welche e? zur Grundflädhe haben und beziehungsweife den Würfeln a? und 
b3 inhaltögleic find, Sind nun f und g die beiden mittlern Proportionalen zwifchen 
e und h-+ h’, fo ift vie erftere die „geluste Würfelfeite, oder y — f. 

Denn a? —b? — e? (h + hY), und, weil e: ff: g=g:h-+th‘, alfo 
age: @=e:h+-h,P = e? (h+h)= a + bi ay:. 
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Anmerkung 9. Bei den in den vorigen Anmerkungen behandelten Aufgaben: ift 
natürlich von einer Auflöfung im ftreng geometrifhen und nicht im arithmetiſchen Sinne 
die Rede. Zür eine Auflöfung diefer legtern Art, wo man für die Seite des gefuchten 
Würfels einen entweder völlig oder blos annähernd genauen Zahlwerth findet, wür⸗ 

3 


de man bei dem Tal in Anmerkung 7 erhalten haben: x = V abc, und bei dem in 
Anmerk. 8, y=Va’+b, 

452. Lehrfas. Theilt man eine Gerade (AG Fig. 217) in zwei 
beliebige Städe (AJ, JG), fo iſt der Über der ganzen Linie befchrie: 
bene Würfel fo groß als die beiden über den Seitenftücken conftruirten 
Würfel und die dreifache Summe der beiden Parallelepipeda , von de: 
nen jedes das Quadrat eines der Stüde zur Grundfläche und das an: 
dere zur Höhe hat, zufammen genommen; d. h. es ift, wenn a und b 
die Stuͤcke unferer Linie bezeichnen: | 

u (a + b). — 2 + b. + 3 apapb + 3 anbpb *) 

Deweis. Es fei AF das Quadrat, und AZ der Würfel für die 
Seite AG. 

Nimmt man GX— GJ, und zieht XM || GA, IT || GF, fo ift: 

1) Prllgr. HL = A), 

2) Prilgr. AL = AJJG Prllgr. LE (74) 

3) Prlge. X = CI, 
Legt man nun durch MX und IT zwei Ebenen PMXV und JaUT, wel: 
che fentrecht auf der Grundfläche fiehen, und fi in QL fchneiden, fo 
wird dadurch der Würfel AZ in vier Prpda zerlegt, welche alle einerlei 
Höhe mit dem Würfel feldft, und zu Grundflächen die vorher näher be: 
zeichneten Stuͤcke feiner Grundfläche Haben. Endlich nehme man AK 
— AJ, lege durh K die Ebene KRWb parallel der Grundfläche; fie 
fehneide die vorher genannten auf der Grundfläche fenkrechten Ebenen 
in NY und Ss. Durch diefe Ebenen wird offenbar jedes. der vier ſchon 
vorher entftandenen Prpda in zwei Prpda zerlegt, die gleiche Grund⸗ 
flächen, und von denen die vier untern zur Höhe AJ oder a, die vier 
obern aber JG oder b haben. Der über AG befchriebene Würfel AZ 
enthält fonach folgende acht Prpda als Beſtandtheile: 

1. das Prpdum.MS, deffen Grundflaͤche HL = AJ,, und deffen 

Hoͤhe NM = AK — AJd. h. den Würfel von AJ, oder a.. 

2. das Prpdum NU, deflen Grundfläche auch HL, deſſen Höhe 
aber NP=JG=b, d. h. das Prpdum ayapb. 
3. das Prpdum KL, deffen Srundflähe AL == AJ JG und deflen 

Höhe = a, d. h. das Prpdum apapb. | 

4. das Prpdum KQ, deſſen Grundflähe AL, und deflen Höhe 

BK=bb. h. das Prpdum apbpb. 

5. das Prpdum GO, deffen Srundflähe LG = JG, und deflen 

Höhe Js = AJ d. h. das Prpdum apbpb. 

6. das Prpdum sV, deffen Grundfläche sY = IX oder LG und 

defien Höhe sa — JG. b d. h. der Würfel über der Seite b 

oder b.. Ä 


*) Diefe Bezeichnungen, deren ip mich Bier der Kürze und Leichteren Ueberſicht 

wegen bediene, find denen, die ih früher für Quadrate und Rechtede mir erlaubt 

babe, ganz analog, und bedürfen daher wohl feiner weitern Erläuterung. leberf 
nn. . 
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7. das Prpdum LW, deſſen Grundflaͤche LF, und deſſen Hoͤhe 

FW =ad. h. das Prpdum apapb. 

8. das Prpdum OZ, deffen Srundflihe OW = LF, und deffen 

Höhe WZ = bb. h. das Prpdum a,bpb. 

Es ift demnach, wie behauptet wurde, 

a+t+b. = x be + 3 apapb + 3 apbpb. 

Zuf. 1. Hätte man die Gerade AG in zwei gleiche Theile ge: 
theilt, während alles Uebrige wie vorher geblieben wäre, fo wuͤrden 
die Beftandtheile des Würfels AZ acht eongruente Würfel gewefen fein, 
deren Seiten gleich der Hälfte von AG. 


Zuf. 2. Da die dritte Potenz einer Zahl den Inhalt eines Wür: 


fels darftellt, deſſen Seite durch die Zahl ſelbſt gemeflen wird, und 
eben fo das Product aus einer Quadratzahl und einer andern gewöhn: 
lichen Zahl den Inhalt eines Prpdums ausdrückt, deflen Grundfläche 
und Höhe beziehungsweiſe durch jene Zahlen gemeflen werden, fo lehrt 
unfer Sag, wie man fieht, aud) die Beſtandtheile kennen, welche die 
dritte Potenz einer beliebigen zwei: oder mehrtheiligen Zahfgröße find, 
und bietet dadurch ein Mittel dar, die einzelnen Theile der Zahl: 
größe felbft zu finden, wenn deren dritte Potenz gegeben iſt; oder mit 
andern Worten, auf unferem Sape beruht das Verfahren, für das 
Ausziehen der Cubikwürzeln. Die dabei befolgte practifche Regel ift 
unmittelbar den Beziehungen entnommen, nad welchen: 

(a + 5b) = a®? +4 3 a®b + 3 ab? + b? 

(abc)? = (a+b)? + 3 (a+b)? c+3 (a-+ b)c?-+c? 
— a3 +32?2b+3.b5?-+b3-+3(a+b)? c+3(a-+b) c2+c? 
ꝛc. Weber das Weitere ſehe man den hieher gehörigen Anhang. 

Anmerfung. Unſerer eingeführten geometrifchen Bezeihnung zufelge iſt: 
(a+b+oOe=ac-+tbe + cc + 3apapb + Zapbpb + 3 (a+b)p (a+ Npe 

+ 3 (a-+b)p Cpc 
= actbe +ce+3apapb +3 apapc + 3apbpb +6 apbpe 
+ 3 apcpc + 3 bpbpe + 3 bpcpe 

453. Lehrſatz. Ein dreifeitiges Prisma ift die Hälfte eines 
Prpdums, das mit ihm gleiche Höhe hat, und deflen Grundfläche das 
Parallelogramm tft, zu welchem das Dreieck als Diagonaldreierk gehört. 

Deweis. Aus 444, Zuf. 2 und 446. 

auf. Daher ift ein dreifeitiges Prisma auch inhaltsgleich mit eis 
nem fenkrecht <rechtwinfeligen Prpdum, deſſen Höhe eben fo groß als 
die des Prisma und deffen Grundfläche ein mit der Grundfläche des 
Prisma gleihflächiges Rechteck ift. 

454. Lehrſatz. Sedes beliebige Prisma ift inhaltsgleid, mit 
einem fenkrecht:rechtwinkeligen Prpdum, das mit ihm gleiche Höhe hat, 
und deffen Grundfläche gleichflächig dem Vieleck ift, weiches die Grund: 
fläche des Prisma bildet. 

L. G. VI, 15. 

Demeis. Aus 440, Zuf. 4, und 453, Zuf. 

Anmerfuna 1. Wir nehmen den Ausdruck: Grundfläde des Prisma in der Be⸗ 
deutung, wie wir fie früher in 440 angegeben haben, 

Uebrigens ſcheint unſer Say im Widerſpruche mit dem zu ftehen, was Euclides im 
legten Sage feined 11ten Buches behauptet, wo es heißt: „Wenn zwei Prismen gleiche 
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Höhe Haben, und die Grundfläche des einen ein Dreieck, die des andern ein Parallelo⸗ 
gramm ift, welches doppelt fo groß ald das Dreieck, fo find diefe Prismen inhalts- 
gleich.“ Der fcheinbare Widerfprud wird dadurch herbeigeführt, daß Euclides fidy die 
allerdings nicht zu billigende Abweichung erlaubt, und ftilfehmweigend in dem einen der 
in Rede ftebenden dreifeitigen Prismen eine der Gränzflähen ald Grundfläche betrachtet, 
die man geroöhnlic nicht dafür anzunehmen pflegt, fondern durd die Benennung Seitens 
flädyen fie den beiden Gegenflähen oder Grundflaͤchen entgegenftellt. 


Zuf. Der Inhalt der Prismen läßt fid daher auf den Inhalt der 
Prpden zurückbringen. 

Anmerfung 2. Aus 450, Zuſ. 2 und Zuf. 4 fieht man nun au, in weldem 
Sinne der von vielen gebrauchte Ausdruck zu nehmen ift, daß der Inhalt eines Prisma 
glei dem Producte aus feiner Grundfläde und Höhe fei. 

455. Lehrfas. Prismen von verfchtedenen Grundflächen und 
. Höhen ftehen im zufammengefeßten Verhättniffe diefer Srundflächen. 

L. G. VI, 15, uf, 

Beweis. Aus 454, Zuf. und 450. 

Zuf.1. Daher find Prismen inhaltsgleich, wenn fie diefelbe Höhe 
und gleich große Srundflächen haben. 

Zuf. 2. Bei Prismen von gleihem Inhalte aber verfchiedenen 
Srundflächen und Höhen verhalten ſich die Srundflächen umgekehrt wie 
die Höhen und umgekehrt. 

Zuf. 3. Prismen auf gleichen Srundflächen verhalten fich wie 
ihre Höhen, und bei gleichen Höhen wie ihre Srundflächen. 

Zuf. 4. Aehnliche Prismen ftehen im dreifach hohen Verhaͤltniß 
ihrer entfprechenden Kanten (440, Zuf. 5). 

456. Lehrfas. Der Theil der Oberfläche eines ſenkrechten Pris⸗ 
ma, welcher von den Seitenflächen gebildet wird, iſt gleich dem Recht: 
ed, deflen eine Seite gleich der Höhe des Prisma, oder einer Sei: 
tenfante und die andere gleich dem Umfange der Grundfläche ift. 

Beweis. Aus 440, Zuf. 3 und 72%. 

457. Erklaͤrung. Pyramide heist dasjenige Polyeder, wel: 
ches über einem beliebigen Vieleck ald Grundfläche von lauter Dreiecken 
als Seitenflächen dergeftalt umfchloflen wird, daß diefelden in einen 
einzigen Punct, welchen man die Spike der Pyramide nennt, zufam: 
menlaufen. 

Eucl. XI, &tft, 12. — L. G. VI, Erkl. 11. 

Zuf. 1. Jede Pyramide hat fo viel Seitenflächen (die man auch 
ſchlechthin Seiten nennt), als die Grundfläche Seiten hat. 

Zuſ. 2. Pyramiden find alfo dreifeitig, vierfeitig, oder vielfeltig, 
je nachdem ihre Grundflächen Dreiecke, Vierecke, oder Vielecke find. 
Sjede vielfeitige Pyramide läßt fich in dreifeitige zerlegen und zwar iſt 
die —RN derſelben um zwei kleiner als die Anzahl der Seiten der Grund⸗ 
flaͤche. So laͤßt ſich z. B. diefünffeitige Pyramide VDEFGJ (Fig. 206) 
in die drei dreifeitigen Pyramiden: VFGJ, VEFJ und VDEJ zerlegen. 

Zuf. 3. Eine Pyramide kann regelmäßig heißen, wenn ihre 
Grundfläche ein regelmäßiges Viele, und alle Seitenflächen gleich: 
fchentelige und congruente Dreiecke find. Die Senkrechte aus der Spi⸗ 
ge auf die Grundfläche, welche die leßtere in ihrem Mittelpuncte trifft, 


kann die Are der Pyramide heißen. 
L. G. VI, Erkl. 14. 
Anmerfung. ine folde Pyramide kann man dadurd erhalten, daß man auf dem 


— mä 
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Papiere zuerft die Grumdflähe, dann über jeder ihrer Seiten auswärts eines der con⸗ 
grucnten Dreiede beſchreibt, welche die Seitenflädhen bilden, und zulegt dad Papier auf 
die geeignete Weiſe zufammenfaltet, 

Zuf.4. Eine Pyramide kann rechtwintelig genannt werden, wenn 
eine ihrer Seitenkanten ſenkrecht auf der Grundfläche fteht; alfo auf 
letzterer fentrecht auch die beiden Seitenflächen fiehen, deren Durchs 

fchnittslinie die genannte Kante ift. j 

Zuſ. 5. Zwei Pyramiden find ähnlich, wenn nicht nur die Grund: 
flächen, fondern auch je zwei ſich entfprechende Seitenflächen ähnliche 
Figuren find. 

In folhen Pyramiden find alfo auch je zwei fich entfprechende 
Kanten proportionirt. 

L. G. VI, Erkl. 17. 

458. Lehrfas. Schneider man eine Pyramide (CDBAD Fig. 220) 
mit einer Ebene CEFG), welche parallel der Grundfläche ift, fo ift der 
Durdfchnitt der Grundfläche ähnlich, und die Flächenräume beider 
ähnlicher Figuren verhalten fih, wie die Quadrate ihrer Abflände von 
der Spiße. 

L. G. VI, 16 und Zuſ. 

Deweis. Aus 195 — 144 — 198 — und 205. 

Zuſ. Schneider man daher zwei gleich hohe Pyramiden, deren 
Srundflächen in derfelben Ebene liegen, durch eine und diefelbe den 
Srundflächen parallele Ebene, fo verhalten fih die Durchſchnitte wie 
die Srundflächen. | 

459. Lehrſatz. Sede dreifeitige Pyramide läßt fich durch Ehe: 
nen, welche man durch die Halbirungspuncte ihrer Kanten legt, in 
zwei congruente, der Urpyramide ähnliche Pyramiden und in zwei ins 
haltsgleiche Prismen zerlegen. Diefe beiden legtern zufammen find 
orößer als die Hälfte der gegebenen Pyramide. 

Erläuterung. Man erhält die genannten Stüde, wenn man 
in der Pyramide ABCD (Fig. 220) ſowohl die von der einen Ede A 
als auch die von einer zweiten Ecke 3. B. C auslaufenden drei Kanten 
halbirt, dürch die eine Ternion von Halbirungspuncten E, F, G, und 
durch die andere E, J, K Ebenen legt, und endlich durch den gemein: 
fehaftlichen Punct E diefer beiden Ebenen die dritte Ebene EFJ, wel: 
he auch durch H den Halbirungspunct der Kante BD gehen muß, da 
FH || AB || EJ: Alsdann find die beiden Pyramiden AEFG und CEIK, 
und die beiden Prismen DFHJEK und BHJEFG. 

Eucl. XI, 3. — L. GC. VI, 17. 

Bew. Erfter Theil, die beiden Pyramiden betreffend, aus 439, 

Zweiter Theil aus 454. Denn conſtruirt man für HIKD und 
EFHJ als Grund: und Seitenfläche das Prpdum HJKDVUEF, und 
fchneidet es durch die Diagonalebene FHKU, fo ift: Prisma BHJIEFG 
= 4 Prpdum BHKJEUFG = 3 Prpdum HIKDVUEF = Prisma 
HDKJIEF. 

Dritter Theil. Denkt man fi auch durch HFK eine Ebene ges 
legt, fo ift Pyramide DHFK offenbar — Prisma DHIKFE, alfo auch 
Pyramide CEIK — Prisma DHJIKFE (439) und Pyramide AGFE < 
Prisma BHFGEI. 


y 
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Anmerfung. Jedes unferer Prismen ift feinem Inhalte nady 3 der Urpyramide — 
und jede der Fleinern ihr ähnlichen 4, was fi) aber erft fpäter berdeifen läßt. Siehe 
4655 uf. 3, Anmerf, | 

460. Lehrfas. Wenn ıman jede von zwei dreifeitigen Pyrami: 
den, welche einerlei Höhe Haben, auf die im vorigen Sage angegebene 
Weife, in zwei ihr ähnliche Pyramiden und zwei Prismen zerlegt, die 
beiden erhaltenen Pyramiden nun eben fo zerlegt, wie die Urpyrami- 
den, die dadurch entftandenen Fleinern Pyramiden wiederum, und auf 
diefe Weife beliebig weit fortfährt, fo verhält fi die Summe aller 
durch diefes wiederholte Zerlegen in der einen Pyramide entftandenen 
Prismen zu eben diefer Summe in der andern, wie die Grundflaͤche 
der erſtern zur Grundflaͤche der zweiten. 

Eucl. XII, 4. 

Beweis. Haben die beiden Pyramiden ABCD und LOSU (Fig. 
Fr 220) für die Grundflächen BCD und OSU gleiche Höhen, 
- pi 
Prisma BGEFHJ : Prisma OMNQPR = A BIH : A OPR 
| = A BCl): A OUS 
Pr. BGEFHI + Pr. EFHIKD : Pr. OMNQPR —+ Pr. NOPRTU = 
A BCD: A OUS. 

Auf diefelbe Weiſe zeigt man man, daß ſowohl die beiden Pris⸗ 
men in AGEF und LMGCN, als auch in CEJK und SNRT ſich verhal⸗ 
ten — — A BCD: A OSU, indem jene das Verhältniß von A GEF 

: A MON, diefe das Verhältniß von A EJIK: A TNR haben ꝛe. 


461. Lehr ſatz. Theilt man eine dreifeitige Pyramide auf die 
in den beiden vorigen Säßen angegebene Weife in Pyramiden und 
Prismen, fo ift der Inhalt der Urpyramide felbft die Graͤnze für den 
Inhalt der Summe aller erhaltenen Prismen; oder das Graͤnzverhaͤlt⸗ 
niß der Pyramide und der Summe aller Prismen ift dag Verhältnig 
der Gleichheit. 

Beweis. Aus 459 — 307 und 308. 


462. Lehrſ atz. Zwei dreiſeitige Pyramiden von gleicher Hoͤhe 


verhalten ſich, wie ihre Grundflaͤchen. 
Eucl. XH, 5. 
Beweis. Folgt leicht aus den beiden vorhergehenden Saͤtzen. 
463. Lehrſ atz. Zwei beliebige Pyramiden von gleicher Hoͤhe 
verhalten ſich wie ihre Grundflaͤchen. 
Eucl. XII, 6. — L.G. VI, 18, uf. 2 
Vorbereitung. Man zerlege jede der Pyramiden in dreifeitige nach, 
457, Zuf. 2. 
Beweis. Aus 462 — 153 — 157. 
Zuſ. Eine rechtwintelige Pyramide ift inhaltsgleich mit einer 
fchiefwinteligen, wenn die Srundflächen beider gleich, und die fen 
rechte Kante der erftern der Höhe der andern gleich if. 


464. Lehr ſatz. Jedes dreifeitige Prisma läßt fih in drei in: 
haltögleiche dreifeitige Pyramiden zerlegen. 

Eucl. XII, 7. — L.G. VI, 22. 

Vorbereitung. Schneide das Prisma ABCDEF ($ig. 222) durch 
die Ebene BFD, fo iſt BDEF die eine der genannten Pyramiden; dar⸗ 


v. Swinden Geomenie. 
_ 
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anf fchneide den prismatifchen Stumpf ABCDE durdy die Ebene ABD, 
fo hat man in ABFD und ABCD die zweite und dritte Pyramide. 
Beweis. Die erfte und lebte Pyramide find inhaltsgleidh nad) 
462; die zweite und dritte als Hälften der vierfeitigen Pyramide 
BACDEF. . 
Zuf. Eine dreifeitige Pyramide ift der dritte Theil eines dreifei: 


tigen Prisma, mit welchem fie auf derfelden Grundfläche fteht und. 


gleiche Höhe hat. 

465. Lehrfas. Jede beliebige Pyramide ift der dritte Theil 
des Prisma, welches mit ihr gemeinfchaftliche Srundfläche und gleiche 
Höhe hat. " 

Beweis. Aus 457, Zuf. 2 und 464. 

Zuf. 1. Aus diefem und dem frühern Sage 454 fieht man, wie 
der Inhalt der Pyramiden auf den von Prismen und fomit auch auf 
den von Prpden zurückgeführt werden kann. Eine Pyramide ift näms 
lich der dritte Theil des fenkrecht = vechtwinkeligen Prpdums, das mit 
ihr gleiche Höhe hat, und deſſen Grundfläche von gleicher Größe mit 
der Grundfläche der Pyramide. ' 

Zuf. 2. . Hieraus und aus 450, Zuf. & fieht man nun ferner, in 
welchem Sinne die von vielen gebrauchte Ausdrucdsweife zu nehmen 
ift, daß man den Inhalt einer Pyramide erhalte, wenn man ihre 
Grundfläche mit dem dritten Theil der Höhe multiplicire. 

L. G. VI, 18. 

Zuf. 3. Pyramiden von verfchiedenen Örundflächen und Höhen 
ftehen im zufammengefegten Verhältniffe diefer Srundflähen und Höhen. 

Anmerkung. Wir haben früher ſchon (459, Anm.) bemerkt, daß jedes der dort 
betrachteten beiden Prismen BHJEFG und DHFEJK 3 von der Pyramide ABCD fei. 
Dieß laͤßt ſich jetzt leicht beweifen. Denn für jede der beiden Fleinern Pyramiden AEFG und 
CEJK ift offenbar das Berhältniß der Grundflähe zur Grundfläde der Urpyramide — 1:4, 
dad Verhaͤltniß der Höhen aber = 1 :2, alfo dad Anhaltöverhältnif = 1:80. h. 
jede der Fleinern Pyramiden ift 4 der Urpyramide, mithin jedes der beiden Prismen 2. 

Zuf. 4. Daher verhalten ſich die Grundflaͤchen inhaltsgleicher Py⸗ 
vamiden umgekehrt wie ihre Höhen, und umgekehrt. 

Eucl. XI, 9. 

Zuf. 5. Pyramiden von gleichen Srundflächen verhalten fich wie 
ihre Höhen. 

L. G. VI, 18, 3uf. 2. 

Zuf.6. Aehnliche Pyramiden ftehen im dreifach hohen Verhaͤltniß 

gleichnamiger Kanten, | 
Eucl. XI, 8 — L. G. VI, %. 

Zuf. 7. Aus unferm erften Zufage folgt, daß eine regelmäßige 
Pyramide, welche man über der Grundfläche eines Wuͤrfels conftruirt, 
und welche mit dem Würfel gleiche Höhe Hat, alfo mit ihrer Spige in 
den Mittelpunct der Seitenfläche fällt, welche der Grundfläche gegen: 
über liegt, der dritte Theil diefes Würfels ift. Legt man außerdem in 
unferm Würfel noch die beiden Diagonalebenen, von denen jede durch 
zwei Seitenkanten der Pyramide geht, fo erhält man außer der ge: 
nannten noch vier vierfeitige Pyramiden, von denen jede eine Seiten: 
fläche des Würfels zur Grundfläche, aber nur die Hälfte feiner Höhe 


om 
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hat, alfo auch nur Halb fo groß als die zuerft Conftruirte Pyramide, 
d. h. der fechfte Theil des Wuͤrfels ift. 

Zuf. 8. Um den Inhalt einer abgeftumpften Pyramide zu fin: 
den, braucht man nur den Veberfchuß der ganzen Pyramide, zu wel« 
cher der Stumpf gehört, über das abgefchnittene Stuͤck, das gleichfalks 
eine Pyramide tft, zu nehmen. 2 

Anmerkung 1. Der Inhalt der abgeftumpften Pyramide Fann daber auh, ment 
BACD (Fig. 220) eine in B rechtwinkelige Pyramide, welche gleihe Grundfläche und 
Höhe mit derjenigen bat, zu welcher der Stumpf gehört, und wenn man A BCD mit 
A, A GFEmit A’, die Höhe AB der ganzen Pyramide mit h, die Höhe BG des 
Stumpfes mit h’, die Höhe AG der Ergänzung mit h’’ bezeichnet, auögedrüdt werden 


durch: 
ıh.A—h".AN 
Aber nah S. 458 ift: ° = 


. h’ 3 
=(7) 4, 
, h® — h‘'S 
alfo iſt aud die abgeftumpfte Pyramide = 4. — 5 — 
Anmerkung 2. Weil ſtets: h®? — h’’® — (h? + h. h” + h”2) (h—h’) 
= (h?-+-h.h“ + h”2) h 
ift, fo Pann man unferem fo eben gefundenen Auödrud für die abgejtumpfte Pyramide 
folgende etwas veränderte Geftalt geben : 
h?-+-h.h” + n’2 


abgeft. 9, = —  —— ga *7 4 
h’ h’ h’\ ® . h’ h‘ 
-7.4+35:.(5) -Atz- mA 
-Kayk.ay la 

3 3 3 ' j 


4 
= > (AHA'+AN 
wenn A’ fo genommen wird, daß: 
. AN: A = A: A“ 


Hieraus ergiebt fih unmittelbar folgender Satz, der fi bei Legendre VI, 21 
findet: 


[2 


Zuſ. 9. Eine abgeftumpfte Pyramide ift gleich der Summe von 
drei Pyramiden, die alle gemeinfchaftlihe Höhe mit dem Stumpfe 
ſelbſt haben, und deren Grundflächen beziehungsweife die Grundfläche 
des Stumpfes, die ihr parallele Fläche des abftumpfenden Schnittes, 
und die mittlere Proportionalfläche zwifchen diefen beiden find. 

466. Lehrſatz. Der Theil der Oberfläche einer regelmäßigen 
Pyramide, welcher von den Seitenflächen gebildet wird, ift gleich ei: 
nem Dreiecfe, deffen Srundlinie gleich dem Umfange der Grundfläche 
ift, und das gleiche Höhe mit einer der Seitenflächen hat. 

Beweis. Aus 457, Zuſſ. 1 und 3. 

Zuſ. Der Theil der Oberfläche einer abgeftumpften Pyramide, 
welchen die Seitenflächen bilden, ijt gleich einem Rechte, deffen Grund: 
linie das arithmetifhe Mittel zwifchen den Umfängen der parallelen 
Sränzflächen und deffen Höhe die des Stumpfes felbft iſt. 

Beweis. Es ftelle das rechtwinkelige Dreieck VAE ($ig.231) die 
Seiten = Oberfläche der ganzen Pyramide, A VFG die des abgeſchnit—⸗ 


24 * asian 


” 


372 Eilftes Bud. Zweiter Abſchnitt. 


tenen Stuͤckes; alsdann wird die des Stumpfes ausgedrückt durch das 
Paralleltrapegium FAEG, das nad) 203, Zuf. 8, gleichflaͤchig ift ei: 


) FG 
nem Rechtecke, deſſen Srundlinie au rIe und deffen Höhe AF iſt ıc. 


467. Lehrſatz. Theilt man eine der Seitenkanten einer Pyramide 
in eine beliebige Anzahl gleicher Theile, legt durch jeden diefer Theil: 
puncte eine Ebene parallel mit der Grundfläche, und befchreibt zwifchen 
je zwei auf einander folgenden diefer Durchfchnitte ein Prisma, fo daß 
derjenige von ihnen die Grundfläche bildet, welcher der frühere ift — 
wenn man die Grundfläche felbft als den erften betrachtet und von ihr 
ans nach der Spitze hin zählt — fo tft die Pyramide ſelbſt die Ver: 
minderungs-Graͤnze für die Summe aller diefer Prismen, und das 
Graͤnz-Verhaͤltniß diefer Prismen s Summen zur Pyramide ift das Ver: 
hältniß der Gleichheit. 

Beweis. Der Ueberfhuß der Prismen über die Pyramide ift 
nichts anders als die Summe der Prismen CDmikl, gpisru 2c. (Fig. 
221). Diefelben Haben offenbar alle einerlei Höhe und werden daher 
defto Eleiner, jemehr diefe Höhe abnimmt d.h. inje mehr gleihe Theile 
man die Seitenkante theilt; da nun die Anzahl diefer gleichen Theile 
einer unbegränzgten Vermehrung fähig ift, fo kann aud) die Summe 
aller diefer Heinen äußern Prismen über jede Graͤnze hinab abnehmen, 
die Pyramide ift mithin die Gränze für die Summe der zwifchen den 


parallelen Durchſchnitten conftruirten Prismen (305), und das Graͤnz⸗ 


verhältniß diefer Prismen : Summe zur Pyramide das Verhältniß der 
Gleichheit (306). 

Zuf. 1. Hieraus fieht man, was heißen folfe, wenn manche be: 
haupten, daß eine Pyramide aus einer unendlichen Menge gleicher 
und unendlich fehmaler Prismen, alfo aus einer unendlichen Menge 
von Ebenen, die der Grundfläche parallel find, gebildet werde (was 
andere auch aus 458, Zuf. herleiten zu können glauben), und wie der: 
gleihen Säße aller geometrifchen Schärfe und Strenge entbehren. 

Zuf. 2. Da die Grundflähen unferer Prismen fich zu einander 
verhalten, wie die Quadrate ihrer Entfernungen von der Spige (458), 
oder wie die Quadrate der Zahlen, welche diefe Entfernungen von der 
Spitze meſſen, und mithin diefelben von der Spige nach der Grund: 
fläche Hin wie die Quadrate der natürlichen Zahlen zunehmen, fo fieht 
man, in welhem Sinne man behaupten könne, daß die Sränze für 
die Summe diefer Quadrate, oder wie andere fih ausdrücken, die 
Summe aller diefer Duadrate ausgedrückt werden kann durch den Sin: 
halt einer Pyramide, deren Grundfläche das Quadrat der legten oder 
höchften diefer Zahlen und deren Höhe diefe Zahl felbft iſt; daß alfo 
dieſe Graͤnze oder dieſe Summe gleich dem dritten Theile des Productes 
aus diefer Zahl und ihrem Quadrate (465, Zuf. 2) d. h. dem dritten 
Theile ihres Cubus gleich ift. _ 

s’Gravesande in feinen elementis physices $. 480 wendet viefen unfern Sag 
mit vielem Nugen an. 
Anmerfung. Die Summe der Reihe: 
1?, 2?, 3°, ....,.2n2 
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' 3 
kömmt alfo dem Werthe * deſto näher, je weiter man ſie fortſetzt, d. h. je größer 
n wird, und erreicht dieſen Werth, wenn n unendlich groß wird ”). 

468. Lehrſatz. Der inhalt jedes beliebigen Polyeders läßt 
ſich auf den Inhalt eines Parallelepipedums zurückführen. 

Beweis. Wie auch ein Polyeder befchaffen fein möge, immer 
läßt es fich durch Ebenen entweder in Parallelepipeda, oder Prismen, 
oder vollftändige Pyramiden, oder abgeftumpfte Pyramiden zerlegen, 
deren Inhalte man nad) den vorhergehenden Sägen einzeln finden kann, 
um in der Summe derfelben das Gefuchte zu haben. 


Deifpiel, Es fei das Polyeder BADHEFGC (Fig. 223) das zu 


feinee Grundfläche das Trapezium ABCD hat; auf welcher die Seiten: 
flähen EB, DE, HC, GB fenfrecht ftehen mögen. Iſt ferner HD—= 
EA und = — BF, und bezeichnet man die Flächenräume der Dreiecke 
ACD und ACB mit d? und e?, fo findet man durch Anwendung der 
Ausdrücke in 450, Zuf. 4 für den Inhalt unferes Polyeders den Werth: 
2e2.FB+2d2.EA+te?2.EA+ d?.FB 
Denn nimmt man AK=DJ=CG = BF, und legt durch F, G, 
J, K eine Ebene, fo ift diefe parallel der Grundfläche, und der Sn: 
halt des Polyeders KIGFBADC ift — .(d? + e?).. FB. | 
Das obere Stuͤck EKIHGF unferes Bolyeders befteht aus drei Py⸗ 
ramiden. ine derfelben ift EKFG, deren Srundflähe FGK— ABC, 
2 — 
und Hoͤhe EK; ihr Inhalt alſo — — nn, Das 
Uebrige des obern Stücks bildet die vierfeitige Pyramide HIKEG, wel 
che fich zerlegen läßt in die beiden gleichen dreifeitigen GHJE und GKIE. 
Diefe leßtere bat für GKI = 18) als Grundfläche zur Höhe EK, ihr 
(EA — FB 


Inhalt ift alfo Zn ‚ alfo der inhalt beider, weit fie 
gleich find, am Addirt man, fo erhält man unfern 


obigen Ausdrud. 

Mauduit Mem. presentds IV, p. 644. 

Anmerkung 4. In der Baufunft wird es oft nöthis, den Inhalt ſolcher Polyeder, 
wie das hier betrachtete, zu beſtimmen. 

Anmerkung 2. Man koͤnnte fich unfer Polyeder auch in ein Parallelepipedum, zwei 
dreiſeitige Prismen und eine vierſeitige Pyramide zerlegen. 

469. Lehrſatz. Nimmt man innerhalb eines beliebigen Polye⸗ 
ders einen beliebigen Punct, legt durch ihn und jede Kante des Polye⸗ 
ders eine Ebene, ſo wird das Polyeder dadurch in ſo viele Pyramiden 
zerlegt, als es Graͤnzflaͤchen hat; dieſe Pyramiden alfe zufammen find 
fo groß als das Polyeder. 


*) Der genaue Werth für die, Summe der Duadrate von den n erften Stiedern der 


natürlichen Zahlenreihe if = + * +3 J. Anm. des Ueberſ. 


u ..._. . 
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470. Erklärung. Regelmäßig beißt ein Polyeder, wenn 
die fämmtlichen daſſelbe gleichmäßig begrängenden Slächen regelmäßige 
und unter einander congruente Figuren find. 

Zuf. 1. In jedem regelmäßigen Polyeder find daher alle Kanten 
gleich, eben fo alle Kantenwinfel und darum auch alle Raumeden. Mit: 
telpunct eines folhen Polyeders heißt der Punct, welcher von den 
fammtlichen Scheiteln diefer Ecken gleiche Entfernung hat. 

Zuf. 2. Legt man durch den Mittelpunct und fämmtliche Kanten 
Ebenen, fo wird das Polyeder dadurch in lauter congrucnte Pyrami⸗ 
den zerlegt, deren Zahl der Zahl der Sränzflächen gleich koͤmmt. 

Zuf. 3. Alle regelmäßigen Polyeder derfelben Art d.h. die gleich 
viel und Ähnliche Sränzflähen haben, find einander ähnlich, 


471. Erklärung Terraeder heißt dasjenige regelmäßige 
Polyeder, welches von vier Dreiecken begrängt wird. Fig. 225. 
Eucl. XI, Erkl. 26. 
Anmerfung. Dad Zctraeder ift alfo nichts anders ald eine vollkommen regelmäßige 
Zetgmide. Auch gebraucht Euclides im XIII Bude dad Wort Pyramide für Terrae⸗ 
472. Erklärung. Detaeder (Fig. 226) heißt dasjenige re: 
gelmäßige Polyeder, welches von acht Dreieccken begränzt wird. 
Eucl. XI, Erkl. 27. 
473. Erklaͤrung. Ikoſaeder (Fig.228) heißt dasjenige res 
gelmäßige Polyeder, welches von zwanzig Dreiecken begränzt wird. 
Eucl, XI, Er. 29. . 
474. Erklärung. Hexaeder oder Würfel (Fig. 218) ift 
das von ſechs Quadraten begränzte regelmäßige Polyeder, 
Siehe oben 442. 


475. Erklaͤrung. Dodetaeder (Fig. 230) ift das von zwölf 

Fuͤnfecken begränzte regelmäßige Polyeder. 
Eucl. X], Erkl. 28. 

Anmerkung. Es ift durchaus nöthig, zu beweifen, daß diefe genannten fünf re 
gelmäßigen Polyeder, außer ihnen aber Feine andern, möglid find. Euclides bat dieß 
nit gethanz unfer unmittelbar folgender Lehrſat nebft feinen Zufägen enthält dad Nö⸗ 
thige, was hieher gehört, 

476. Lehrſatz. Gehoͤren die Kantenwinkel, welche eine Raum⸗ 
ecke bilden, ſaͤmmtlich regelmaͤßigen und congruenten Figuren an, ſo 
beſteht dieſe Raumecke entweder aus drei, oder aus vier, oder aus 
fuͤnf Winkeln eines gleichſeitigen Dreiecks, oder aus drei Winkeln ei⸗ 
nes Quadrates, oder aus drei Winkeln eines regelmäßigen Fuͤnfecks. 
Keine Raumecke kann eine größere oder geringere Zahl von Winkeln 


*) In neuerer Zeit it es, wenigſtens in Deutfchland und Frankreich, üblich gewor: 
den, den Ausdruf Torraeder für jede dreifeltiige Pyramide au gebrauchen, und durch 
Eigelmäßiges Tetraeder das zu bezeichnen, was früher hiechthn Zetsgeber 





- 
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Free 


der drei genannten Vielecke enthalten, oder aus Winkeln anderer Viel 
ecke gebildet werden. 

Bew. Aus 431, und 110, Zuf: 1. 

Zuf.1. Es find alfo nur fünf regelmäßige Polyeder möglich. Sie 
find die in den vorhergehenden Erklärungen genannten. 

Eucl, XIII, Anm. zum legten Sag — Legendre Anhang zum VII B. S. 1u. 2. 

Zuf. 2. Beſteht eine Raumecke V (Fig. 225) aus drei Winkeln, 
von denen jeder die Größe der Winkel im gleichfeitigen Dreieck hat, 
und man fehneidet auf den Kanten von der Spike aus beliebige aber 
gleiche Stücke ab, verbindet alsdann je zwei diefer Durchfchnittspuncte, 
fo bilden diefe Verbindenden die Seiten eines Dreiecks, welches wie 
die drei übrigen gleichfeitig ift, und alle vier Dreiecke bilden die Graͤnz⸗ 
flächen des regelmäßigen Tetraeders VABG. 

Hieraus folgt: ' 

1. Das regelmäßige Tetraeder ift eine volltommen regelmäßige drei: 
feitige Pyramide, in welcher die Seitenflächen nicht nur unter 
einander, fondern auch der Grundfläche congruent find. 

2. Die Sentrechte, welche man aus einer der Ecken auf die Gegen⸗ 
fläche fällt, trifft diefe in dem Mittelpuncte ihres äußern Kreifes 
d. h. in dem Puncte, welcher von jeder Spike des Dreiecks dop: 
pelt fo weit entfernt ift, als von jeder Seite. 

3. Beſchreibt man auf dem Papier ein gleichfeitiges Dreieck und 
über jeder der Seiten auswärts ein ihm congruentes, fo kann 
man durch geeignetes Zufammenfalten des Papiers ein Tetraeder 
erhalten, deflen Grundfläche das zuerft befchriebene Dreieck und 
deflen Seitenflächen die übrigen find. " 

Zuf. 3. Befteht eine Raumecke aus vier Winkeln, von denen je: 
der die Groͤße des Winkels im gleichfeitigen Dreieck hat, und man ſchnei⸗ 
det auch jeßt auf allen vier Kanten vom Scheitel aus beliebige aber 
gleiche Stücke ab, und verbindet die Durchfchnittspuncte von je zwei 
benachbarten Kanten, fo bilden diefe Verbindenden ein regelmäßiges 
Viereck, welches als Grundfläche zu einer regelmäßigen vierfeitigen Py⸗ 
tamide gehört, deren Seitenflächen gleichfeitige Dreiedde find. Be: 
fchreibt man nun über derfelben Grundfläche, aber auf der andern Seite 
derfelben, eine diefer erftern volltommen gleiche Pyramide, fo bilden 
diefe beiden Pyramiden zufammen offenbar ein Polyeder, welches von 
acht gleichfeitigen Dreiecken begränzt wird; alfo ein Dctaeder. 

Hieraus ergiebt füch leicht, daß die Geraden, welche je zwei Ge: 

genecken des Dctaeders verbinden, von gleicher Länge und Axen deflels 
ben find, welche fich in feinem Mittelpuncte fehneiden und in ihm ge: 
genfeitig halbiren. 

Ferner: Conſtruirt man acht gleichfeitige und congruente Dreiede 
und zwar fo, daß fie in der in Sig. 227 angegebenen Verbindung fe: 
hen, fo fann man durch geeignetes. Zufammenfalten des Papiers aus 
ihnen ein Dctaeder zufammenfeßen. Dabei bilden a, b, c, d die eine 
vierfeitige Pyramide mit der Spiße i, und e, f, g, I die andere mit 
der Spike k. 

Zuf. 4. Enthält eine törperliche Ecke G (Fig. 228) fünf Kanten: 
wintel, von denen jeder die Größe des Winkels im gleichfeitigen Dreieck 





a : 
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hat, fo erhält man in den Srundlinien der fünf gleichfeitigen und con» 
gruenten Dreiecke GDE, GEF, GFH, GHJ, GJD die Seiten eines ve: 
gelmäßigen Fuͤnfecks. Ueber diefen Grundlinien befchreibe man nach 
der andern Seite hin aufs neue gleichfeitige, den erftern congruente, 
Dreiecke wie JZD, BJH, AHF ⁊cc., und zwifchen je zwei zunaͤchſt an 


einander gränzende diefer lestern Dreiecke, wie ZID und BIH, BIH 


und AHF wieder ein eben folches Dreieck, wodurch in unferer Figur 
die Dretecke BJZ, ABH :c. entfiehen. Durch diefe Dretecksreihe wers 
den die Ecken J, H zu Ecken von fünf gleichen Kantenwinkeln vervoll: 
ftändigt. Zugleich bilden die Srundlinien ZB, BA ıc. eben diefer 
Dreiecke die Seiten eines regelmäßigen Fuͤnfecks; befchreibt man uͤber 
diefen Seiten noch einmal gleichfeitige Dreiecke, fo laffen ſich diefe 
mit dem genannten Fünfecke zu einer regelmäßigen fünffeittgen, mit 
GDEFHJ congruenten Pyramide verbinden und fchließen dadurch das 
Polyeder, welches demnach von zwanzig gleichfeitigen und congruenten 
Dreiecken begränzt wird, alfo ein Ikoſaeder ift. 

Auch in dem Ikoſaeder find die Geraden, welche je zwei Gegene: 


cken verbinden, von gleicher Länge, und gehen als Aren durch den Mit⸗ 


telpunct des Polyeders, wo fie fich gegenfeitig halbiren. 

Konftruirt man zwanzig gleichfeitige und congruente Dreiecke, und 
zwar in einer gegenfeitigen Verbindung, wie die in Fig. 229 angege: 
bene, fo kann man aus ihnen durch geeignetes Zufammenfalten des 
Dapiers ein Ikoſaeder zufammenferen. Dabei bilden nämlich die 
Dreiefeb, c, f, e, d die eine Raumecke, deren Scheitel x, eben fo 
pP, 9, r, t, u umden Scheitel y eine zweite; beide Ecken bilden den 
obern und unteren Theil des Ikoſaeders, die übrigen zehn Dreiecke 
aber deffen Mitte. 

Zuf. 5. Beſteht eine körperliche Ecke D Fig. 218 aus drei Kan: 
tenwinfeln, ADC, ADG, CVG, von denen jeder ein Rechter tft, fo 
erhält man, wenn man die Quadrate ADCB, ADGH und DGEC voll: 
endet, und Ebenen dur GF, GH, dur CB, CF, und durch AB, 
AH legt, nod) drei andere Quadrate GEMH, CFMB und ABMH, das 
von diefen ſechs Quadraten umfchloffene Polyeder ift alfo ein Hexaeder 
oder Würfel. 

Um aus Duadraten, die man auf dem Papiere gezeichnet Hat, 
durch Zufammenfalten des Papieres einen Würfel bilden zu können, 
muͤſſen diefelben in eben die gegenfeitige Verbindung gebracht werden, 


wie fie in Fig. 211 für die Rechtecke angegeben ift, welche die Graͤnz⸗ 


flächen eines Prpdums bilden. 

Zuſ. 6. Wenn eine Raum: Ede X Fig. 230 drei Kantenwintel 
enthält, von denen jeder die Größe des Winkels im regelmäßigen Fünf: 
eck hat, und man vollendet die drei regelmäßigen und congruenten Fünf: 
efeXWKAB, XBYML und XLPaW, befchreibt dann eben folche Fünfs 
ecke über den Seiten aW, aP, PL, nämlid) aWKSH, aPOJH und 
PEMNO. Dieſe ſechs Fuͤnfecke laffen ſich in eine folche gegenfeitige 
Lage bringen, daß je drei eine Raumecke bilden, deren Scheitel X, 
W, a, P, L find, Man fieht auch deutlich, wie über den fünf Seis 
tenpaaren AB und BY, YM und MN, NO und OJ, JH und HS, SK 
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und KA fich fünf neue, den erftern congruente (in unferer Figur durch 


punctirte Linien angedeutete) Fuͤnfecke befchreiden laffen, nämlich: 
ABYDVA, YMNEDY, NOJKEN, JHSGKJ und SKAVGS, deren 


: Seiten DE, EK, KG, GV, VD wiederum unter fi ein Fuͤnfeck bit: 


den, welches den Übrigen congruent, und deflen Ebene mit der feines 
Gegenfuͤnfecks XWaPL parallel if. Man erhält alfo auf diefe Weife 


ein Polyeder, welches von zwölf regelmäßigen und congruenten Fünf: 
ecken begränzt ift, von denen je zwei, einander gegenüberfichende, pa: 


rallel find, das Polyeder ift mithin ein regelmäßiges Dodekaeder. Hier: 
aus folgt leicht, daß die Diagonalen oder Aren des Dodekaeders d. h. 
die Geraden, welche je zwei Gegenecken verbinden, einen gemeinfchaft: 
lichen Durchſchnittspunct haben, und fi in demfelben gegenfeitig hal⸗ 
biren. Diefer Punct ift der Mittelpunct des Polyeders. 

Man fieht ferner, daß, wenn man auf dem Papiere zwei regel: 
mäßige und congruente Fuͤnfecke, und über den fünf Seiten eines je: 
den fünf andere ihm congruente Fuͤnfecke befchreibt, man durch geeig: 
netes Zufammenfalten des Papiers aus biefen beiden Fünfecksverbin: 
dungen die beiden Hälften eines Dodefaeders, und durch Vereinigung 
beider das vollitändige Dodefaeder erhalten kann. Um beide Fünferke: 
verbindungen als ein Ganzes erfcheinen zu laflen, kann man fie fo ne 
ben einander fchieben, daß ein Außeres Füänferk in der einen Verbindung 
und ein folches in andern eine Seite gemeinfchaftlid, Haben. 

Zuf. 7. Die Oberfläche eines vegelmäßigen Polyeders ift das 
Sovielfache von dem Flaͤchenraume einer feiner Gränzflächen, als die 
Zahl Einheiten hat, welche die Menge feiner Sränzflächen bezeichnet. 

477. Lehrſatz. Die Zahl, welche die Menge der Kanten eines 


- regelmäßigen Polyeders bezeichnet, tft fo. groß als das Product aus der 


\ 


Hälfte der Sränzflähenzahl und der Seitenzahl jeder Gränzfläche; und 
die Anzahl der Ecken fo groß, als der Quotient, welchen man erhält, 
wenn man das Product aus der Gränzflähernzahl und der Seitenzapl 
jeder SGränzfläche durch die Zahl dividirt, welche die Menge der ebenen 
Winkel jeder Ecke bezeichnet. . 

Fuel. XV, 6. 

Beweis. Erfter Theil. Die Anzahl aller Seiten von allen Gränz- 
flächen erhält man, wenn man die Seitenzahl einer Gränzfläche mit 
der Anzahl der Gränzflächen multiplicirt; num bilden aber offenbar je 
zwei diefer Seiten nur eine Kante, alfo ıc. 

Zweiter Theil, Da jede Gränzfläche eben fo viel Winkel als Sei: 
ten hat, fo ift die Menge aller ebenen Winkel eines regelmäßigen Pos 
Iyeders fo groß, als das Product aus der Seitenzahl jeder Sränzfläche 
und der Graͤnzflaͤchenzahl Einheiten hat; in jedem vegelmäßigen Po: 
Iyeder gehören nun zu jeder Raumecke gleich viel ebene Winkel, alfo ıc. 

Zuf. Daher hat: 

1. das Tetraeder ſechs Kanten und vier Eden; 
2. das Octaeder zwölf Kanten und fechs Een; 
3. das Ikoſaeder dreißig Kanten und zwölf Eden; 
4. der Würfel zwölf Kanten und aht Eden; 
5. das Dodekaeder dreißig Kanten und zwölf Eden. 
Anmerfung. In allen dieſen Polyedern ift alfo die Zahl der Eden und Gränzflä- 
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chen zufammen um zwei größer ald die Kantenzahl, eine Eigenſchaft, die allen Polye⸗ 
dern gemeinfchaftlidh ”) ift. - 

478. Lehrſatz. Halbirt man eine der Kanten eines Polyeders 
und errichtet auf ihr in diefem Halbirungspuncte Senkrechte in den 
Ebenen der Sränzflächen, deren Durchfchnittslinie diefe Kante ift, fo 
ift der Winkel diefer beiden Geraden das Maaß für den von den ges 
nannten Sränzflächen gebildeten Flaͤchenwinkel. 

Bew. Aus 418. 

L. G. Anhang zum VII B. S. 3. 

Anmerkung 1. Im regelmäßigen Tetraeder, Detaeder, Iſokaeder und Dodefacder 
gehen die Senkrechten durch die Spigen der Dreiede und Fünfede, in deren Ebenen fie 
liegen; beim Würfel ftehen fie auf zwei parallelen Kanten ſenkrecht. 

Anmerkung 2. Diefer Sag bildet den vrften Theil vom 7ten Sage im XV Bude 
des eides. Die dort angegebene Conſtruction kömmt im Weſentlichen mit der unſri⸗ 
gen überein. 

Die alten Geometer fcheinen nicht weiter gegangen zu fein, al& die Gonftruction 
anzugeben, durdy welche man einen Winkel findet, den man als Maaß für den Flächen⸗ 
winfel eines regelmäßigen Polyeders anſehen kann. Durch Hülfe der Trigonometrie 
tönnen wir die Größe diefer Winfel auch durd Rechnung beftimmen, wie dieß in dem 
Zolgenden näher nadhgewiefen werden fol, in für allemal möge hier bemerkt werden, 
dag wir für jedes der regelmäßigen Polyeder die Kantenlänge mit a bezeichnen. 


I. Das Tetraeder. Figg. 224 und 2%. 
In jedem regelmäßigen Tetraeder, deffen Kante a, ift: 


1. die Höhe VE—a v3 


2. Die Entfernung VC einer Ede vom Mittelpund — a v3 
3 
Ä =3v5 
3. Die Entfernung CQ des Mittelpunctes von den Seitenflächen — 
a v 1 **) 
26 j 


4. Der Sinus des Winfeld VAD, als Maaß für die Winkel, welche 
die Kanten mit den Öränzflächen bilden — v3 (für den sin. tot 
— 1), d. 5. diefer Winkel ift — 540 44 8 


5. Der Sinus eines Flächenwintels — v2, fein Eofinus — 
diefer Winkel ift alfo —= 70% 31° 44 

L. 6. in den Anmerfungen Nro. 9. ü _ 

Bew. Legt man durch die Kante AV ($ig.225) und den Halbi: 

rungspunct D ihrer Gegenkante BG eine Ebene VAD, fo ſteht diefe auf 

ABG ſenkrecht, weil diefe leßtere Ebene durch GD geht, welche auf. 


1, 
3 


*) Beweife dafür folien in dem Anhange zu dieſem Buche mitgetheitt werden. 
Ä . j Anm. des Ueberf. 
») Unfer Bf. findet als Werth für CQ nicht * V 5 fondern z v3, was aber of 


fenbar unrichtig it, und feinen Grund in einem gebter hat, den er fich bei Entwicke⸗ 
Iung dieled Werihes has zu Schulden kommen laſſen. Anm. des uederf. 
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AVD ſenkrecht ift, da GDV —= GDA = 90° iſt. Das Höhenperpen: 
dikel VE im Dreieck VAD ift alfo aud Höhe des Tetraeders, trifft 
alfo die Srundflähe ABG in ihrem Mittelpuncte; es ift alfo AE — 
5 3, u. 


— — — 3_ 
2ED. Nun it AD—=AG— CD=TAG, alſo D— 


mithin AE =; .AD= 3 v3, demnad 


a? 2 
1. VE= V (a — 3) =a v3 
Da bei der Regelmäßigkeit des Tetraeders VE durch deflen Mittel: 
punct geht, fo wird derjenige Punct auf VE, welcher gleichweit von V 
und A entfernt ift, diefer Mittelpunct felbft fein. Man errichte daher 
auf AV in A die Senkrechte AZ (Fig. 224) und verlängere fie bis zum 
Durchſchnitt mitder Verlängerten VE inZ und befchreibe um das Dreieck 
AZV einen Kreis, fo ift deſſen Mittelpunct C zugleich auch der Mittels 
punct des Tetraeders. Es ift nun aber VZE: VA= VA: VE, alfo 


a? 3 Be 
Vz = ma v5 und mithin 
a Vz 
Zu: 
‚_a, 3__,3 


Die Entfernung des Mittelpunctes C des Tetraeders von den Seiten: 
flächen wird, wie aus dem Bisherigen leicht folgt, Durch CE in Fig. 224 
dargeftellt, alſo iſt: 

——— —⸗ 

CE — AC — AE, und daher 


In af 3 a? a? — 2 1 
3, E=-Ve- DVeiv 
- 9 
‚.aVz 
4. sin == —ev;, alfo VAD = 549 44 8 


Endlich ift VDA offenbar das Maaf für den Winkel, welchen die Fl: 
chen VGB und AGB mit einander bilden, alfo das Maaß für jeden 
Flächenwintel eines regelmäßigen Tetraeders, alfo, da 

2 


avz 
sin VDA — ne =,n, 
„v3 


5. Seder Flächenwintel = 70° 31’ 44 

Anmerfung. Legendre bejtimmt die Größe des Flächenwinkels und des Kanten- 
Flächenwinkels dur Hülfe ſphäriſcher Drgiede. Ich glaube, es fei beſſer, Alles was 
diefe Polyeder betrifft, unmittelbar aus ihrer eignen Natur berzuleiten, wenn auch, wie 
fich nit Iäugnen läßt, die Beweiſe dadurch umftändlier werden. Schon vor zivei 
Jahrhunderten beftimmte die Größe unferer Winfel Albert Girard , und zwar durch 
eine ihm eigene Methode, die ſich am Ende feiner „Nouvelle invention en Algebre 
(1629) befindet. 
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I. Das Detaeder. 


In jedem regelmäßigen Octaeder ift: 


1. der intel, welchen zwei (nicht zu berfelben Sranzfläche gehörige) 
Kanten mit einander bilden — 90°; 


2. die Are des Octaeders ift Diagonale des Duadrates, deflen Ebene 
den Körper in zwei congruente Hälften theilt; 
3. die Entfernung des Mittelpunctes von den Ecken ift gleich der 


halben Are, daher a vi; 
4. Die Entfernung des Mittelpunctes von den Srinänen = — 5 ; 
5. der Sinus des halben Sränzflähenwintels ift — v3 fein Co: 


finus = v3 der halbe Winkel felöft alfo = 549 44 8, und der 

ganze Winkel 1090 28° 16”. 

Bew. Die Richtigkeit deffen, was in Nro. 1 — 3 enthalten ift, 
leuchtet von feldft ein. 

a? a? a? 

Ferner ift (Fig. 226): cQ — (6 — cQ =57-177 Tr 

alfo j 
.Q = 5- 

Errichtet man auf einer Kante. B. BV in ihrem Halbirungspuncte 
E zwei Sentrechte EA, EG in den Ebenen, deren Durchfchnittslinie 
jene Kante ift, fo ift der Mintel AEG das Maaß fuͤr den Graͤnzflaͤchen⸗ 
winkel unferes Octaeders. Da Dreieck AEG gleichſchenkelig, und EC 


fenfreht auf AG, fo it W. AEC — 5 AEG. 
nn _ (A _ av? _,2 
Nun ift: sin AEC = EA = ı17v3 7 v3 alfo 
cos AEC = vs 
5. ®. AEC = 549 44° 8”, und 
AEG = 109° 98° 16. 
Zuf. Die Graͤnzflaͤchenwinkel des Tetraeders und Octaeders er⸗ 
gaͤnzen ſich alſo einander zu zwei Rechten. 





, alſo 


III. Das Ikoſaeder. 
In jedem regelmäßigen Ikoſaeder, deſſen Kante a, ift:. 
1. Die Ye — a vr? 
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2. Die Entfernung des Mittelpunctes von den Ecken alfo 


_a,79+YV9 
— 2 2 

3. Die Entfernung des Mittelpunctes von den Graͤnzflaͤchen 
= 5 a v2 alfo 


4. Die Höhe des Ikoſaeders — a vtrır 


5. Der Sinus des Winkels, welden eine Kante und Gränzfläche 
3 + v> 





mit einander bilden — V -, der Winkel ſelbſt alfo, der 


immer ein flumpfer it, — tion 54 18. 
6. Der Sinus eines Gränzflähenwintels ift — 3 alfo der Winkel, 


der gleichfalls immer ein ftumpfer ift, — 138% 11’ U4”. 


Bew. Aus der Natur unferes Polyeders ergiebt fich leicht, daf 
eine Ebene, die man durch eine Kante BJ (Fig. 228) und die Höhe 
JE, der Gränzflähe GID legt, zugleich auch durch die Höhe EL der 
Sränzflähe GEN, durch die Kante EF, und durd) die Höhen FK, BK 
der Sränzflächen AFH und ABH geben muß. Der Dur ſchnitt des 
Ikoſaeders und einer ſolchen Ebene wird daher ein Sechseck geben, wie 
es in Fig. 234 dargeſtellt iſt. Zwei feiner Seiten BJ und EF find Kan: 
ten des Polyeders, die Äbrigen find Hoͤhen ſeiner Granzflaͤchen. Es 
iſt daher: 

L-u-mk-x-4v 

Ferner zieht man (Fig. 234) die Linien BE und JF, fo find diefe als 
Serade, welche gegemüberftehende Ecken des Ikoſaeders verbinden, 
Axen deſſelben, und BC, CF, CE, CJ halbe Axen. BL iſt in dem res 
gelmäßigen Fünfee BHGDZ,, welches von den Grundlinien der fünf 
um die gemeinfchaftliche Spiße) herum liegenden DreiecfeBJH, HIG, 
GJD, DJIZ, ZIB gebildet wird, die Senkrechte aus einer Wintelfpige 
auf die Gegenfeite. Da nun aber JF die Are des Ikoſaeders ift, wel: 
che fenkrecht auf der Ebene des genannten Fuͤnfecks ſteht, fo begegnet 
fie der Geraden BL und zwar in dem Puncte N (Fig. 234), welcher 
gleiche Entfernung von allen Ecken des Fuͤnfecks hat; es ift alfo BN 
der Halbmefler des Kreifes, der fih um das Fuͤnfeck beſchreiben laͤßt; 
und daher (291, Zuf. 1) 


BI=BN. J— alſo 


>+v3 
BN=a Ve nz =ıa VI — 
Ferner ift: 
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— — — 
IN = BJ — BN 








u 5+v5 
„5-w5 
— 4 — — 
10 
| .,5—V5 
alſo N=a.V 


Weil aber der Kreis, welchen man über FJ al8 Durchmeſſer befchreibt, 
auch durch B und E gehen muß, fo ift W. FBJ = 90°, alfo 
JN: BJ = BJ: JF (309, Zuf. 2), mithin 
BJ -. 10 
— ıV 10 (5 + v’5) 
"I ErVI)G-V) 





- und daber 





Es ift ferner: 








alfo 


m) . 
Fällt man aus dem Mittelpuncte C eine Senfrechte auf die Sränzfläche 
EGD und verlängert fie, bis fie der mit EGD parallelen Sränzfläche 
begegnet, fo fteht fie auch auf diefer fenkrecht, und trifft beide in ihren 
Mittelpuncten, fehneidet alfo die Hoͤhenperpendikel BK und EL diefer- 
Sränzflähen fo, daß, BO = - BK und EP = EL; es ift daher 
2 3 

B=Zzıyg= > v3, alfo, weil 

—2 —2 —— 2 . 

CO = BC — BO 





2 
=715+3v5— 8 
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co = 5 van, alſo die Höhe des Ikoſaeders 


P=—a ver v> | 
Zur Beftimmung der Winkel fälle man in dem gleichichenteligen Dreieck 
EJL, die Senkrechte LM. Alsdann it: EM M=M=}EIJ, abe 
D-EB—B 
— a? ‚StY2 _ 3, alfo 











2 
EN a v? EY>, und mithin 
N=M=;5 —— 
Es iſt ferner: 3 
F557722348 
M=U—NM=77 E 5 
va 3 — v)>J 
af: ML= 5 V Zu und 
a ,y3-V9 
in ==! = 2 
5 v3 
- _ay3—V9 
— Vz 


daher W. EIL — 200 54 18”, | 
und 3. LIB — 90° 4 EIL — 110% 54° 18" 

Endlich iſt· 4 ELI = MLI = 90° — EIL 

— 699 549°, 


alfo * 
ELJ — 138° 11 24 .?> 


s 
| IV. Der Würfel. 


An jedem Würfel ift: 

1. jeder Gränzflächenwintel = 90°; 

2. die Höhe des Winkels gleich der Kante; 

3. die Entfernung des Mittelpunctes von den Seitenflächen gleid) 
der Hälfte der Kante; 

4. die Are — a VIZ, alfo 


5. die Entfernung des Mittelpunctes von den Ecken =; v3. 
—X 


384 Gitftes Bud. Dritter Abſchnitt. 


Beweis. Die Nichtigkeit des Inhaltes von Nro. 1—3 ift für 
fich einleuchtend. Serner iſt (Sig. 218) 


BG = BM + NG = as + 2 a2, alfo 


BG avöd, alio 
ıL BG = 5 v3 


V. Das Dodefaeder. 
Für das Dodekaeder gilt Folgendes: 
3vYI 24 VZ 


1. Die Are MCS (Fig. 235) iſt = a vet3rs- v5—1 
Alfo 


2. Die Euttemuns des Mittelpunctes von den Ecken 


sv 9 T, 3vV3 _ av3 
=v5-—1 
3. Die Entfernung CQ des Mittelpunctes von jeder Graͤnzflaͤche 


_a,,9+ 11v5_ a yv?2tv? 
ORT 10 v5—1' v3 
. 4. Alfo die Höhe des Dodekaeders 
_, 2>+11v5 __ 22 v?2tY? 
— 10 — y5-1' VS 


. Die Senkrechte YS zwiſchen zwei Kanten =a V tar 
g- Fi EN 
6. Der Winfel UYM, welchen eine Kante mit der angrängenden 
Seitenfläcde bildet = 1219 43’2° 


7. Der Winkel YUS, welchen zwei Graͤnzflaͤchen mit einander bil⸗ 
den, 1160 3354“; fein Sinus it I 2 5; fein Coſinus — 


feine Tangente — 2. 


Beweis. Aus der Natur unfers Polyeders ergiebt es ſich leicht, 
dag eine Ebene, welche man durch eine der Kanten YM (Fig. 230) 
und die Höhe MR einer der an diefe Kante angränzenden Seitenflä- 
chen legt, zugleich auch durch die Höhe RH der darauf folgenden Graͤnz⸗ 
fläche, durch die Rante HS, und endlich durch die Höhen SU und UY 
der beiden Öränzflächen AKSGV und ABYDV geht. Diefer Durchfchnitt 
giebt alfo, das in Fig. 235 befonders dargeftellte, Sechseck YMRHSUY, 
in welchem YM und HS Kanten, und MR, RH, SU, UY Höhen der 
Sränzflächen find. Zieht man ferner in den drei um den PunctM tie: 
genden Fünfeeken (Fig. 230) MLPON, MLXBY und MNEDY, die 
Diagonalen LN, LY und NY, fo ift Dreieck YLN gleichfeitig; und die 
Diagonale LM wird durch die Höhe MR halbirt; verbindet man die: 
fen Halbirungspunct i mit Y, fo ift Yı ale Höhe des gleichfeitigen 





v5’ 


| 


| 
* 
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Dreiecks YLN = * v3. Fuͤr LN aber läßt ſich ein Werth auf fol: 


gende Weife finden. Bezeichnet man mit po den Radius des Kreifes 
um das Funfeck MLPON, fo iſt 1, Zuf. 2) _ 


IN=5. e27 — MN, und nach 291, Zuf. 1, 
2 MN 














0% = v5’ alſo 
N en dt 
— a®?. vs-t1 
v3—1 
— a?. — alfo 
9+ ie 


V=Iv3=3V 


Weil aber die Are MS ſenkrecht auf der Ebene des gleichfeitigen Dreiecks 
YLN ſteht, fo iſt der Durchſchnittspunct Z (Fig. 235) gleichweit von 
den Spißen des Dreiecks entfernt d.h. er ift des Dreiecks Mittelpunct, 
liegt alfo auf der Höhe Yi, und zwar fo, daß YZ—=%Yi, es ift 


daher | 
:2a,,9 + 3V5 
= 3 VI, — 
3+v5_,y8+4v3 + v5) 8—-V5) 
— — 6(3 — v5) 
—* Va 


Es ift ferner (Fig. 235): 
ae 3 v3 


—⸗ — — 
MZ = YM —- Y =a? — 





alfo ift die Höhe der Pyramide, welche Dr. YLN zur Grundfläche und 
M zur Spiße, 





Ir Von 


Ma—av IF 3w5 
und, weil Dr. MYS ($ig. 235) rechtwintelig, fo ift: 
——2 
MY a? 
VSIABVs — 


d. Swinden Geomeirie. 25 


386 Eilftes Bud. Dritter Abſchnitt. 








MS = a vetzr vs 
— à v9+3 v5) (v5 — 1)? 
2 (v5 — 1)? 
a v’12 
v3>—1 
_2avd 
— VS -1 


Es iſt ferner: | Ä 
vs = V(ms_— MY’) 





Die halbe Are oder die Entfernung des Mittelpunctes von den Ecken ift 
M=cri=-4:. 12 


2 'v5—1 
— 4 v3 
. | —— 73—1 


Die Senkrechte CQ, welche man aus dem Mittelpuncte auf eine der 
Sränzflächen YBAVD fällt, und durch welche die Entfernung des Mit: 
telpunctes von den Gränzflähen gemeflen wird, trifft diefe Fläche 
in ihrem Mittelpuncte; ihr Fußpunct Q Liegt alfo auf der Höhe YU, 
fo daß QY der Radius des Kreifes um diefe Graͤnzflaͤche iſ. Demnach 
ift (291, Zuf. 1) 





_ 2 
wars 
. @Q= cr —- or 
_.a? 9+3v5 __2a? 
#4 2 5—v5 

— 42 14+6v5 42 7+3v5 
— ."86—-v5) 4'5—v5 
2 7+3v5) (+ v5) alfo _ 
4 5 — vs) v5)’ 


, alfo 





„er — 
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_ a ,d+t1lv5 

a „S+11v5) v5 — 1° 

y5—1' 40 | 

oa ,5+2»v5 a: „y2+v5 

= ai’ rT 

mithin 

_,yatlv5__2e ?2-+v3 

si) ri, 


Da MR die Höhe des Fuͤnfecks MNOPL ift, fo ift nach 290, Anm. 3, 
nnd 291, Zuf. 1. 


_ 5+Yv3 2 
MR =a. — — —J— 
— 42 .($ + v5)? _ „I+3v5 
165 —v5) — v16-V3 


_a,05+5v96+v3) 
-378rYv53)6-v5 


=5;v6+2v3) 


Es faffen fich num leicht auch die Winkel beftimmen. Es ift: 


YM 2 v3—- v3 | 
sin YSM = SM = Ysr+3v5” 6 = cos YMS, 
alfo YSM = 20° 54‘ 18° 
und YMS — 69° 5° 49 
sen iſt: 


cQ 5 +11v5 ni 
"ey t/50F3V5) u 





| _ 8411 v5 
| 58+Vv5) 
— 
—53 V 
28 


15 

Afo QYC = 52° 37° 0”, und 

weil HYM = 69° 5° 49%, fo ift 
UYM == 1219 43° 2“ 
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IR: _ FY __#%$ 
Endlich tft: sin FUY = vw=e’r 
— v! +3v5 
— 10495 
7+3 >} 
10+4v5 
_ y3tvs 
— 10 +4v95 
sin YUS — 2 sin 4 VUs. cos 3 YUS 


„Ot2r9 (3 + v5) 


und daher 
cos FUY = co 4 YUS= v|[1 — 


‚ alfo 





- “v7 mwr+t4yD)? 
— 36 + 16 v5 
=2/!’mra&v5 
—9Q v? +45 __ 2 „@+4v5) 45° —20v5 
— 45-+20v5 (45+20v 5) (45°—20v 5) 
Ä 3 2 
== y7 
alfo YUS = 116% 33° 54” 
Der Eofinus diefes Winkels ift = — —* und ſeine Tangente 
— — 2. 
Anmerkung. Wir hätten den Winkel YUS viel kürzer finden Fönnen. Da nämlich 
- UYM = 121° 43° 2 
und SYM = 99° 
fo ft UYS = 31° 43° 2” 
alfo YUS = 180° — 


2. UYs 
116° 33’ 56” 
Allein wir wollten zeigen, welche einfache Ausdrüde man für Sinus, Cofinud und Tan⸗ 
gente ra ade Winkels findet — Ausdrüde, zu denen Legendre auf. ganz anderem Wege 
elan 
’ *479. Lehrſatz. Der cubifche Inhalt eines vegelmäßigen Polye: 
ders ift gleich dem eines Parallelepipedums, deflen Grundfläche gleich 
der Oberfläche des Polyeders, und deffen Höhe gleich dem dritten Theile 
der Geraden, welche die Entfernung des Mittelpunctes von einer der 
Grängflägen mißt. 

G. Anh. zum VII B., 3, Zuſ. 2. 

new. Aus 469. 

480. Lehrſatz. Das regelmaͤßige Tetraeder ift inhaltsgleich mit 
dem fenkrechten Parallelepipedum, welches mit jenem gleiche Höhe hat, 
und deffen Srundfläche dreimal fo Hein als die des Tetraeders ift. 

Der cubifche Inhalt des regelmäßigen Dctaeders ift gleich dem ei⸗ 
nes fenkrechten Darallelepipedumg, deſſen Höhe gleich der Are des Dctaes 
ders, und deſſen Grundfläche gleich dem dritten Theile des Quadrates 
feiner Kante, . 


+ 
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Das regelmäßige Ikoſaeder ift von gleichem Inhalte mit dem fent: 
rechten Parallelepipedum, deſſen Höhe gleich dem dritten Theile der Ent: 
fernung zweier gegenüberftehender paralleler Gränzflähen des Ikoſae⸗ 
"ders, und deſſen Grundfläche das Zehnfache einer der Seitenflaͤchen iſt. 

Das regelmaͤßige Dodekaeder iſt von gleichem Inhalte mit dem ſenk⸗ 
vechten Parallelepipedum, das mit jenem gleiche Höhe, und deffen Grund: 
fläche dag Doppelte von einer der Sränzflächen des Dodekaeders ift. 

Bew. Für das Tetraeder, als regelmäßige dreifeitige Pyramide, 
und für das Dctaeder als doppelte regelmäßige vierfeitige Pyramide 
aus 465; für das Ikoſaeder und Dodekaeder aus 469, indem man 
dag Itoſaeder aus zwanzig dreifeitigen und das Dodekaeder aus zwölf 
fünffeitigen Pyramiden zufammengefeßt betrachtet, deren Höhe die 
Hälfte von der des Polyeders ift. j . 
Durch das Bisherige kann man num leicht ſolche Ausdrücke ſowohl 

für die Oberfläche als den cubifchen Inhalt der fünf regelmäßigen Po: 
Iyeder finden, in denen nut das einzige beffimmende Element des Po: 
(yederg — feine Kante — vorkoͤmmt. Es wird nämlich, wenn diefe 
Kante — a iſt, ausgedrädt 
Zuf. 1. Die Oberfläche des Wuͤrfels durch 6 a? 
Sein Inhalt durch a? 
Zuf. 2. Die Dberfläche des Tetraeders durch a? v3 
Sein Inhalt | | durch a3 v2 __= 
| RR 6 
Bew. Die Oberflaͤche iſt offenbar das Vierfache der einen Graͤnz⸗ 
flaͤche; alſo = 4 A ABG 





— 2 BGAD 
— 2 a 5 v3 
| — a2 v3 
Der Inhalt wird ausgedrückt durch 4 VE. A ABG, 
2 | 
alfo —34. Fs 
| = 8 V2 | 
Zuf.3. Die Oberflaͤche des Octaeders wird ausgedruͤckt durch 2a22 V3 
3 
Sein Inhalt durch 7 v3 


2 
Bew. Da der Sinhalt jeder Snfäde=T v3, fo ift der Ju: 


halt der Summe aller d. h. die Oberfläche des Polyederd = 2a2 VVZ. 
Nach unſerm Hauptſatze wird der Inhalt dargeſtellt durch das 
2 | 


a . 
Product aus dem dritten Theil des Quadrates der Kante (7) und ans 


der Are (a VD), alfo durch > V2. 
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Zuf. 4. Die Oberfläche des Ikoſaeders wird ausgedruͤckt du 348 V3 


Sein Inhalt durch a8, (3 — v>) 
Bew. Der Flaͤcheninhalt jeder Gränzfläße it = —, ? VZ, alfo 


die gefammte DOberflähe = > v3=5Ja?y03. 5 halbe Höhe 
ft= 5 vitars, alfo der cubiſche inhalt — 

3. +3vV5_5e.y0+3v9.3 
Sa? v3. 6 6 = 6 





6 
5 a3 


= ar1t+6v5 


— "vo + v5)? 


9a? „7 -+3v5 
2 





Zuſ. 5. Die Oberfläche des Dodekaeders ift— 15 a? v?’ + a v3 


Sein Inhalt —=ı. Bar? 


Bew. Zunächft ift der Flächenraum der Gränzfläche des Dodes 
kaeders zu beſtimmen. Derfelbe wird ausgedrückt dur das Product 
aus der fünffachen Kante, 5. YM = 5a, und der Hälfte der Senk⸗ 


rechten aus dem Mittelpuncte auf die Kante. Diefe Sentrechte ift nun 
nad) 478, V, Nro. 3 


2 
Der Ausdruck für die Sränzfläche ift demnad): 








Ja? 5-+2v5 __9a2 2 -+v5 Pur Bu mar wer, 
__, VITerY _ | — Y 

55 629 
und für die gefammte Oberfläche: 
12 a? 





1 vsavstsa=aavs evy5+t5= 
15: vatıvD 


Die Halbe Höhe des Dodekaeders ift nad) 478, V, Nro. 4 


N —_ a 245 
“— v5 
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Nun hat man offenbar in dem Producte, das aus dem dritten Theil 
des Slächeninhaltes einer Gränzflähe und der fechsfachen Höhe des 
Dodekaeders gebildet wird, den Ausdruck fuͤr ſeinen Inhalt, alſo die⸗ 


fer Inhalt — > a? v’>+ 2v3 12 v2tr3 








12° 5 v5-1'' 95 
_— I. y6+r2r9@+V 
v5—1' — 
— I. ,y20+9M5 
-,5-i1' 5% 


— vd +9 v5) 
— sv5(v5— 1) - 
„@+IvS v3 
6—2v5 
„X +9vS2)6H+2TVS.v5 








— a2 ——0— 
— 6-+?v5) (6 —- ?v5) 
_ 5 y470 + 210 v5 


= a9 va —* >) 
85 + v5 


Zuf.6. Haben die fünf regelmäßigen Polyeder alle eine und diefel: 
be Rantenlänge a, fo ftehen ihre Oberflächen in folgendem Verhältniffe: 


Dberfläche des Würfld 6a? = a? y3.v12 
— — Tetraeders =a? v3 
— — Octaeders =a?2?.v3.% 
— — Iſokaeders — a2 v3.) 
— — Dodekaeders = a®. v3.5Y2et2V® 


Zuſ. 7. Die cubifchen Inhalte unferer fünf Polyeder ftehen, un: 
ter derfelben Borausfeßung wie im vorigen Zufage, in folgendem Ver: 
hältniffe: 


Inhalt des Würfels ad 
— — Tetraeders a3 - — a3 . 0,11785 
— — Ociaeders ad. rn — a? .. 0,47140 
— Stofacders a3 Dry — a? . 23,18169 
— — Dodekaeders as rar — a3. 7,66312 


— — nn 
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Es ift alfo das Dctaeder viermal fo groß als das Tetraeder, und das 


3 
Dodekaeder uͤberſteigt das Dreifache des Ikoſaeders um 5 v2. 

Zuf. 8. Haben unfere fünf regelmäßigen Polyeder dagegen gleis 
chen inhalt und bezeichnen wir der Kürze halber die Kanten des Te: 
traeders, Würfels, Detaeders, Ikoſaeders und Dodefaeders reſpe⸗ 
ctive durch a,t, a,c, a,0, a,i und a,d, fo finden folgende Beziehungen 
Statt: 
a,c:at: a0: a1: ad 


: 2,0396 : 1,2849 : 0,7710 : 0,5052 
: 0,4903 : 0,6300 : 0,3780 : 0,2477 
: 0,7786 : 1,5874 : 0,6014 : 0,3932 
: 1,2979 : 2,6452 : 1,6664 : 0,6554 
1 : 1,9793 : 4,0370 : 2,5432 : 1,5962 


Dew. Nach Zuf. 7 tft, wenn wir die cubifchen Inhalte eines 
Würfels und eines Tetraeders refpective mit K und T bezeichnen, 


K:T== (a,c)3 : (a1)? - 2. 


a,t: ac: a,o: a, : a,d 
a0: ae: at: al: ad 


ai: ac: a8: a0: a,d 


eh Ju fen Feb 


— 


ad: a,e: a,t: a,o: a,i 


alſo, wenn KT, auch (2,0) — (a,1)? * 
oder (a,c)? : (at)? = 5 :1 
daher | ac: al vc2) ı 
PER} 
= a,c .. 2,0396 


und auf ähnliche Weife für die übrigen Fälle. 

Anmerfung 2. Auf manden älteren Proportionalzirfeln findet fi ein Paar Li⸗ 
nien mit der Aufſchrift: „corporum regularium reduetio.“ Sie dienen dazu, die 
Kanten diefer regelmäßigen Polyeder für den Fall zu finden, daß fie inhaltsgleid find. 

481. Lehrfas. Alle regelmäßigen Polyeder derfelben Gattung, - 
die alfo denfelben Namen tragen, ftehen, wie alle ähnlichen Körper, 
im dreifach hohen Verhältnig ihrer Kanten. Die Oberflächen derfelben 
aber ftehen im zweifach hohen Verhaͤltniß diefer Kanten. 


Dem. Aus 479 und 476, Zuf. 7 für den einen Theil; aus 222, 
oder 480, Zuff. 6 und 7 für den zweiten. 


Anmerfung. Auf diefem Sage beruht die Gonftruction der beiden Linien, die fi) 
auf den Proportionalzivkeln unter dem Namen „cabic“ oder „solides“ finden. Sie 
dienen dazy, die Kanten eines Polyederd zu finden, das einem gegebenen ähnlich und 
zu dieſem ein yorgefchriebenes Inhaltöverhältniß hat, Wäre z. B. ein Polyeder A ge- 
geben, und es ſollte ein gweites B jenem ähnliches gefunden werben, welches das mfache 
deö erjtern wäre, fo müßten offenbar zwei fich entſprechende Kanten a und b diefer Po- 


Igeder fi zu einander werhalten wie 1 : Yo. Die genannten Linien. der Proportio- 
nalzirkel find nun vom Mittelpunct aus fo getheilt, daß je zwei diefer vom Mittelpun- 
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cte aus abgeſchnittenen Stücke ſich zu einander verhalten wie die Cubikwurzeln der Zah⸗ 
len, die an ihren Endpuncten ſtehen, fo daß alſo z. B. die beiden Linien, an deren End⸗ 


» puncten die Zahlen 1 und 8 ftehen, fidy zu einander verhalten — vi : vs d. i. wie 
1:2d. h. es iſt die lettere nicht achtmal, ſondern nur doppelt fo groß als die erſte. 
Um alſo die der Kante a des gegebenen Polyeders A entſprechende b’ des geſuchten Po⸗ 
lyeders B zu erhalten, braucht man nur durch Hülfe des gewöhnlichen Zirkels vom Mit: 
telpunct des Proportionalzirfeld aus auf der genannten Linie die Länge zu nehmen, an 
deren Endpunct die Zahl m fteht, 

Ein anderer Gebraudy, den man von eben diefem Zinienpaar des Proportionalzir- 
feld madyen Fann, ift der, zwei mittlere Proportionalen zwiſchen zwei gegebenen Linien 
zu finden. Man fehe hierüber : Aufgg. III, 9 Xuflöfung 6. 

482. Lehrſatz. Wenn von zwei ähnlichen regelmäßigen Po: 
Iyedern das eine größer ift als das andere, fo iſt in jenem das Verhält: 
niß der Oberfläche zum Inhalte kleiner als in diefem, und zwar fo 
vielmal, als die Kante des leßtern Heiner ift als die des erffern. 


Dew, Aus 481. 


Vierter Abſchnitt. 


Bon der Eonftruetion Der regelmäßigen Polyeder in 
einander. 





483. Erklärung. Eine körperliche Figur beißt in eine andere 
befchrieben, wenn ihre Ecken entweder in den Ecken, oder auf den 
Kanten, oder auf den Gränzflächen diefer zweiten liegen. 


484. Erklärung. Eine körperliche Figur heißt um eine andere 
befchrieben,, wenn entweder die Ecken beider zufammenfallen, oder die 
Kanten oder die Sränzflächen der erftern durch die Ecken der andern 
gehen. 

485. Lehrfas. Kein Polyeder kann in ein anderes befchrieben 
werden, wenn nicht die Anzahl entweder der Sränzflähen, oder der 
Kanten, oder der Eden in diefem zweiten Polyeder wenigftens eben fo 
groß iſt als die Anzahl der Ecken in dem erften. 

Dew. Aus 483. 

Zuf. 1. Alſo kann weder ein Würfel, noch ein Ikoſaeder, noch 
ein Dodefaeder in ein Tetraeder befchrieben werden; und eben fo we: 
nig ein Dodekaeder in ein Octaeder oder in einen Würfel. 

Zuf. 2. Die übrigen regelmäßigen Polyeder laffen fih in einans 
der befchreiben,, aber nicht immer volltommen d. h. fo daß jede Sei: 
tenfläche oder jede Kante des äußern Polyeders von einer Ecke des in: 
nern oder eingefchriebenen getroffen wird, oder auf jeder Seitenflädhe 
des erftern eine Kante des feßtern liegt, 

Anmerkung 1. In dem Löten Buche der Elemente des Guclides, weldhes aber, wie 
das 14te höchſtwahrſcheinlich, um nicht zu fagen gewiß, nicht den Euclides felbft, fon- 
dern den Hypficles aus Alerandrien zum Verfaffer hat, wird nur von diefer vollkomm⸗ 
neren Art des Einſchreibens gehandelt. Ein Herauögeber des Euclides, Foix de Can- 
dalle, bat am Schiuffe des 15ten Buches und zwar vom ſechſten Sage an (indem er 


den Gten und 7ten Sag des Driginald wegließ) noch mehrere Säge beigefügt, andere 
weniger vollkommene Arten des Einſchreibens eines Polyeders in cin anderes betreffend. 
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Glavius hat fpäter diefeiben in feine Ausgabe des Euclives aufgenommen 5 allein wir laſ⸗ 
fen fie bei Seite liegen. 

Zuf. 3. Ein Tetraeder kann einem Würfel fo eingefchrieben wer: 
den, daß feine ſechs Kanten in die fechs Sränzflächen des letztern fal⸗ 
fen und namentlich die Didgonalen derfelben bilden. Die Ecken eines 
ſolchen Tetraeders fallen alſo mit vier Ecken des Wuͤrfels zuſammen. 

Eucl. XV, 1. 

Zuf. 4. Ein Octaeder läßt fi ſowohl in ein Tetraeder, als in 

einen Würfel befchreiben. 


Das Erftere gefchieht dadurch, daß man die Halbirungspuncte der 
ſechs Kanten des Tetraeders zu Ecken des Octaeders macht. 
Eucl. XV, 2. 


Das Andere erreicht man, indem man die Mittelpuncte der fechs 


Sränzflähen zu Ecken des Dctaeders nimmt. 
Eucl.. XV, 3. 


Zuf. 5. Ein Würfel läßt ſich ſowohl in ein Dctaeder als in ein 
Dodekaeder befchreiden; in dem erftern Falle nimmt man die Mittel: 
puncte der acht Sränzflächen zu Ecken des Würfels. 

Eucl. XV, 4. 

Sin ein Dodelaeder läßt ſich ein Würfel dadurch beichreiben,, daß 
man die zwölf Kanten des legtern Diagonalen in den zwölf Graͤnzflaͤ⸗ 
chen des erftern fein läßt; wo alfo die acht Ecken des Würfels mit acht 
Eden des Dodekaeders zufammenfallen. Die vier Aren des einen Pos 
Iyeders find auch zugleich Aren des andern. In Fig. 230 wuͤrde man 
durch die Diagonalen MP, PW, WB und BM die eine Gränzfläche 
des Wuͤrfels erhalten und auf ähnliche Weife die übrigen. 

Anmerkung 2. Die Axe eined ee deffen Kante a, ift a y’3; von unferm 


in das Dodekaeder befegriebenen Würfel, deſſen Kante MP, ift alfo die Axe MP v3. 

Aber nad) 478, Nro, 1 ift 

MP=LM. Y5tt. ım v3+12 v5 -1) _ _?IM 
v5—1 ‚w5—-»° v5—1 


alfo die Are unferes in Rede ftehenden Würfeld LM . vB Dieß ift genau der⸗ 


felbe Werth, welchen wir oben 478, V, für die Are des Dodekaeders gefunden haben, 
Zuſ. 6. Ein Dodekaeder läßt ſich in ein Ikoſaeder befchreiben, 

indem man die Mittelpuncte der Gränzflächen des lektern zu Ecken des 

erftern nimmt. " 

Eucl. XV, 5. 

Zuf.7. Daß man in jedes regelmäßige Polyeder ein anderes ihm 
ähnliches befchreiben Kann, tft von felbft einleuchtend. 

Anmerfung 3. Die Betrachtung der regelmäßigen Polyeder Tann zu mandyerlei 
Zragen und Aufgaben führen. Bemerkenswerth ift diejenige, welche zuerft Prinz Ru⸗ 
pert oder Robert, aus dem Haufe der Rheiniſchen Pfalzgrafen aufftellte und practifch 
Iöfte, die fpäter Wallis (ſ. Opp- H, p. 470) einer wiſſenſchaftlichen Unterfuhung un⸗ 
terwarf, und zulegt Nieuwland erweiterte und vollendete. , 

Die Aufgabe, in ihrer urſpruͤnglichen Geftalt, war folgende: Aus einem Würfel 
ein Stüd fo auszufchneiden, daß man durch das fo entftanderte Zoch einen andern, eben 
fo großen Würfel, als der gegebene ift, hindurch ſchieben kann. Nachdem man fich 
fpätet überzeugt hatte, daß der Schnitt fo geführt werden Fännte, um fogar einen grö- 
fern Würfel, als den gegebenen, durch die entftandene Deffnung hindurchzuſchieben, fuchte 
man den möglidh größten unter allen. zu beftimmen. Folgende Erläuterung der: erwähn⸗ 
ten Aufgabe mag bier genügen. ' 

Betrachtet man die obere Gränzflähe ABED (Fig. 2358) des Würfels BCDH 





I 


— —— — — 
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ig. 235°), To fällt c& in die Augen, daß, weil die Diagonale AC größer ald die 
eite AB, und zwar AC = AB . Y’ 2, man immer auf AC und fogar noch in eini« 
ger Entfernmg von ihr auf einer mit ihr felbft parallelen Linie ein Stüd kb gleich der 
Seite AB abſchneiden Eann. 
Bieht man nun kı und bm ſenkrecht und daͤchte ſich einen Schnitt nach der Richtung 
diefer drei Linien geführt, fo würde ſich durch die fo entftandene Deifnung ein Körper 
ſchieben laffen, der mit dem Würfel felbjt gleihe Breite hätte. Auf ähnliche Weiſe 


verfahre man mit der untern Gränzfläde GFEH (Fig. 2356) unferes Würfeld; nur 


ziehe man np nicht auf derfelben Seite der Diagonale wie kb, fo daß beide nicht ſenk⸗ 
recht, fondern fchief unter einander liegen. 

Wird nun ein Schnitt geführt längs der Linien, wie fie die drei Figuren 2358, b,c, 
näher angeben, fo würde dad herausgefchnittene Stück AHGsbmDruikA (Fig. ?35e) 
fein. Bon der obern Sränzflädhe bleibt übrig das Stüd ikBCm, und ein ähnliches von 
der untern, beide mit einander verbunden durch die fäulendhnlichen Stüde HnikA und 
bCmpq, welde eine Art von offnem Thor niBbmpn bilden, durch weldes ein Körper 
hindurchgeſchoben werden Fann. 

Sind nun kb und np (Fig. 2354) von gleiher Größe mit der Kante AD oder 
HE des gegebenen Würfels, fo ift legterer feiner Breite nad durchſchiebbar; aber ſei⸗ 
ner Höhe nad würde er es offenbar nicht fein, wenn np ſenkrecht unter kb läge. Doc 
dieß fol, wie früher ausdrüdlid erinnert worden, nicht der Zal fein; es fol vielmehr 
kb ſchief unter np liegen, fo daß die durch beide gehende Ebene kbnk die Grundfläde 
des Würfel unter ſchiefen Winfeln ſchneidet. Daher ift es wohl möglid, daß eine 
Gerade, welche in der genannten Ebene fo gezogen wird, daß fie fenfredht auf pn und 
bk ſteht, glei) der Höhe des Würfel ift. 

Iſt nun der ganze Schnitt zugleid fo geführt, daß die Ebene npr nit parallel 
der Grundfläche, fondern fentredt auf der Ebene bknp, und ift e& eben fo mit der 
Ebene Skb, fo flebt man deutlich, nie durdy die fo erhaltene Deffnung ein Würfel ges 
ſchoben werden Fönne, der mit dem urfprüngliden von gleicher Größe. 

So wie man aber in den Quabraten ABCD und EFGH (Fig. 235%, b) die Linien 
bk und pn aud fo nehmen kann, daß fie größer ald die Quadratfeite, fo Tann auch 
die eine hief unter der andern liegen, daß die auf beiden ſenkrecht ftehende größer als 
die Höhe des Wuͤrfels ift. Es ift eben fo einleudhtend, daß in diefem Zalle ein Würfel 
durch die Deffnung gefhoben werden kann, der noch größer ald der gegebene, 

Es entſteht ſonach die Frage, welches ift der größte unter allen Würfeln, die auf 
die im Borigen angegebene Weiſe durch einen gegebenen Würfel hindurchgeſchoben wer⸗ 
den Finnen. Diefe Trage wurde zuerft von Nieuwland beantwortet. 

Wir wollen in einem befondern Anhange am Schluffe die deöfalifige Turze Abhand⸗ 
fung diefes wadern Mathematikers mittheilen. 
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Zwölftes Bud. 
Von den durch Frumme Oberflächen begränzten Körpern. 


487. Die Körper unterfcheiden fi, wie wir im Eingange des 
vorigen Buches bemerkt haben, unter andern auch dadurch, daß viele 
von geraden, andere von frummen Flächen begränzt werden. Von den 
erftern, den Polyedern, ift im vorigen Buche gehandelt worden. Uns: 
ter der großen Anzahl der Körper zweiter Elaffe find nur drei, die in 
das Gebiet der Elementargeometrie gehören: der Cylinder, der 
Kegel und die Kugel. Denn fie find die einzigen, deren Erumme 
Dberflächen entweder nur durch Kreife, oder durch eine Verbindung von 
Geraden und Kreifen erzeugt werden. — Wir werden ung daher in 
dem Folgenden auf diefe drei Körper befchränten. 


— — — 


Erſter Abſchnitt. 
Vom Cylinder. 





488. Erklaͤrung. Beſchreibt man in zwei verſchiedenen aber 
parallelen Ebenen zwei gleiche Kreiſe, verbindet deren Mittelpuncte und 
läßt eine zweite Gerade ſich längs der beiden Umkreiſe fo bewegen, daß 
fie ſtets ſich ſelbſt und der die Mittelpuncte verbindenden parallel bleibt, 
ſo umſchließt die fo entſtandene krumme Fläche nebſt den beiden paral— 
lelen Kreiſen einen Koͤrper, welcher Cylinder oder Walze genannt 
wird. — Die beiden Kreiſe heißen die Grundflaͤchen des Cylinders; 
die Gerade, welche die Mittelpuncte verbindet, deſſen Are. Steht 
diefe letztere ſenkrecht auf den Grundflaͤchen, ſo heißt der Cylinder ein 
gerader; im entgegenſetzten Falle ein ſchiefer. 

Eucl. XI, Erkl. 21, 22, 23. — L. G. VII, Erkl. 1. 

Anmerkung 1. Den geraden Gylinder kann man ſich durch Umdrehung eines Recht⸗ 
ecks um eine feiner Seiten al& Are entftanden denken. Ihre Gegenfeite befehreibt ald- 
dann die krumme Dberflähe oder den Mantel des Gylinders, die beiden andern Seiten 
feine Grundflächen. Diefe Erklärung giebt Euclides; ihm folgt hierin Legendre; 
Ihiefe Cylinder find dadurch ausgeſchloſſen. 

Anmerkung 2. Andere betrachten den Cylinder ſo entſtanden, daß ein Kreis längs 
einer geraden Linie ſich parallel mit ſich ſelbſt bewegt z. B. der Kreis CHD (%ig. 237) 
längs der Geraden CA oder Ca mit fidy felbft parallel, fo daß alſo auch Kreis AGB 
oder agb parallel mit CHD, 


— 
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Zuf. 1. Schneider man einen Eylinder durch eine Ebene LMNO 
(Fig. 237), welche parallel den Srundflächen, fo ift der Schnitt ein 
Kreis. “ ‘ 

Jeder durch die Are gehende Schnitt und eben fo auch jeder ihm 
parallele ift ein Parallelogramm, und zwar ein Rechte, wenn der 
Cylinder ein gerader ift. 

Ale diefe Parallelogramme haben gleihe Höhe mit dem Eylinder, 
verhalten ſich alfo wie ihre Srundlinien. 

Anmerkung 3. Alle Schnitte, die nicht in eine der beiden genannten Glaffen ge⸗ 
bören d. h. die weder den Grundflähen noch der Are parallel find, gebören auch nicht 
in das Gebiet der Elementargeometric, wenigftens dann nit, wenn man die Gränzen 
diefes Gebietes fo beftimmt, wie dich die Alten zu thun pflegten. Die fchneidende Ebene 
bildet in diefem Zalle mit der Frummen Dberfläde eine krumme Linie, welche Ellipfe 
beißt und zu den Kegelſchnitten gehört. , 

Zuſ. 2. Schneidet man _einen Cylinder parallel mit der Grund: 
fläche und zieht an den fo erhaltenen Kreis eine Tangente, fo berührt 
diefelbe auch die krumme Oberfläche des Cylinders in eben diefem Pun—⸗ 
cte. Jede Gerade dagegen, welche man durch einen Punct diefer Ober: 
fläche parallel mit der Are zieht, liegt ganz in diefer Oberfläche. 

Zuſ. 3. Wenn eine Ebene der krummen Oberfläche eines Cylin⸗ 
ders begegnet und zwar fo, daß die beiden gemeinfchaftlichen Puncte 
auf einer Geraden liegen, welche parallel der Are des Eylinders ift, 
alfo ganz in deffen Oberfläche liegt, und alle Senkrechten, die man auf 
diefer Geraden errichtet, Tangenten für Kreife find, welche durch 
Schnitte, die parallel den Grundflaͤchen, entftanden, fo haben Ebene 
und Eylinder aud) keinen einzigen Punct außer diefer Geraden mit ein: 
ander gemein. 

488. Erklärung Aehnliche Eylinder find diejenigen, 
deren Aren ſich wie die Durchmefler ihrer Srundflächen verhalten und 
gleiche Neigungswintel mit den Grundflächen Bilden. 

Eucl. XI, Erkl. 4. — LG. VIII, Erkl. 4. | 

Anmerkung. Dieſe Erklärung ift eine unmittelbare Folgerung aus der frühern 
Erftärung des vorigen Buches in 438. Um dieß einleuchtend zu machen, braudht man 
nur zu erwägen, daß man unfere Erflärung auch fo ausbrüden könnte: Cylinder find 
äbnlid), wenn fowohl ihre Gränzflächen ald die Frummen Oberflähen ähnlich find. Die 
Grundflächen find nun ald Kreife ſtets ähnlich und ihre Peripherien den Durchmeſſern 
proportionirt, von den Frummen Oberflädhen aber fol fpäter (494) gezeigt werden, daß 
fie fi zu einander verhalten, wie die Rechtecke aus den Peripherien der Grundflächen 
und aus den Aren. Die Ehlinder werden demnad ähnlich fein, wenn die genannten 


Rechtecke ed find d. 5. wenn die Axen fi) wie die Durchmeſſer der Grundflaͤchen vers 
balten. ‘ 


Sind ähnliche Cylinder gerade, fo find auch die Rechtecke ähnlich, aus denen fie 
als entftanden betrachtet werden koͤnnen. 


489. Erklaͤrung. Ein Prisma heißt in einen Eylinder befchrie: 
ben oder der Eylinder dem Prisma umfchrieben, wenn die beiden Grund: 
flächen des Prisma Vielecke find, welche den Grundflächen des Eylin: 
ders eingefchrieben find. 

L. G. VII, Erkl. 6. 

Zuf. 1. Die Seitenkanten des Prisma find parallel der Are des 
Eylinders, liegen alfo in deffen Oberfläche. 

Zuf. 2, Sind die den Greundflächen des Eylinders eingefchriebes 
nen Vielecke vechtwintelige Darallelogramme, fo tft das eingefchriebene 
Prisma ein Parallelepipedum. 
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490. Erklaͤrung. Ein Prisma heißt einem Cylinder umſchrie⸗ 
ben, oder dieſer in jenes eingeſchrieben, wenn die beiden Grundflaͤchen 
des Prisma Vielecke bilden, welche den Grundflaͤchen des Cylinders um: 
ſchrieben find. 

L. G. VIII, Ertl. 5. 

Zuf. 1. Die Seitenflächen des Prisma berühren den Mantel des 
Eplinders d. h. jede hat mit dem Mantel nur eine einzige Gerade ge: 
meinfchaftlich und liegt Übrigens ganz außerhalb des Eylinders. 

Zuf. 2. Soll das einem Cylinder umfchriebene Prisma ein Pas 
ralfelepipedum fein, fo muͤſſen feine Srundflächen den Grundflächen 
des Cylinders umfchriebene Parallelogramme d. h. Rhomben fein. 

491. Lehrfag. Ein Eplinder iſt die Wahsthumsgränge für 
alle ihm eingefchriebenen Prismen, und die Verminderungsgränge für 
alle umfchriebenen. 

Tacquet Selecta ex Archimede pr. 8, 10. 

Bew. Aus 489 und 490, in Verbindung mit 319. 

Zuſ. Aus unferem Sage fieht man, welcher Sinn zu verbinden 
fei mit der von vielen aufgeftellten, aber ungenauen, Behauptung, daß 
ein Eylinder ein Prisma von unendlich vielen Seitenflächen fei. 

49%. Lehrſatz. Verſchiedene Eylinder ftehen im zufammenge: 
festen Verhättniß ihrer Grundflächen und Höhen. 

Bew. Aus 491, 311, 313 und 454. Ä 





Zuf. 1. Das Verhältnig, in welchem die cubifchen Inhalte 


zweier Cylinder ftehen, ift daher zufammengefeßt aus dem einfachen 
Verhältnis ihrer Höhen, und dem zweifach hohen Verhältnig der Durch: 
meſſer ihrer Srundflächen. 

Zuf.2. Cylinder find alfo inhaltsgleich, wenn ſowohl ihre Grund: 
flächen als Höhen gleich find. Bei gleichen Höhen verhalten fie ſich 
wie ihre Grundflaͤchen. 

Eucl. XII, 11. j 

Zuf. 3. Cylinder von gleichen Srundflächen verhalten fich wie 
ihre Höhen. Schneidet man alfo einen durch mehrere mit den Srunds 
flächen parallele Ebenen, fo verhalten fich die zwifchen denfelben liegen: 
den Eylinderftäce, wie die zwifchen eben diefen-Ebenen enthaltenen 


Stuͤcke der Are des Eylinders. 
Eucl. XII, 13. - ” 

Zuf. 4. Sind zwei Eylinder inhaltsgleih, fo verhalten fich ihre 
Srundflächen umgekehrt wie ihre Höhen, und findet diefes Verhältniß 
Statt, fo find die Eylinder inhaltsgleich. 

Eucl. XI, 15. 

Zuf. 5. Aus dem vorigen Zuſatze und aus 450, Zuf. A ergiebt 
fich nun aud) , in wie fern man fagen koͤnne, der inhalt eines Cylin⸗ 
ders fei gleich dem Producte aus feiner Grundfläche und Höhe, fo daß 
alfo, wenn man den Inhalt mit C, den Halbmeffer der Grundfläche 
mit R, und die Höhe mit h bezeichnet, 


— 
——— 


fei; wo den befannten Werth hat, nach welchem m: 1 — Umkreis: 
Durchmeſſer ift. 
L. G. VII, 1. 


ua 
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Zuf. 6. Iſt die Höhe des Eylinders dem Halbmeſſer der rund: 
fläche gleich, fo ift der Ausdrud für feinen Inhalt: R3r. 

493. Lehrfag. Ein Eylinder verhält fid) zu dem ihm umfchrie: 
benen Parallelepipedum, deſſen Endflähen Quadrate find, wie feine 
Srundflähe zum Quadrat ihres Durchmeflers, oder wie der vierte Theil 
des Umkreiſes zum Durchmeſſer. 

Bew. Aus 491, 454, und 320, Zuf. 2. 

Zuſ. Alfo nach Archimedes (333) iſt diefes Verhaͤltniß — 11:14. 

494. Lehrfag. Der Mantel eines geraden Eylinders ift gleich: 
flächig einem Rechtecke, deſſen Höhe gleich der Are und deſſen Grund: 
linie gleich dem Umkreiſe der Grundfläche ift; oder, was auf daſſelbe 
hinauskommt, diefer Mantel ift gleihflächig dem Kreife, deſſen Radius 
die mittlere Proportionale zwifchen der Are und dem Durchmeiler der 
Grundflaͤche if. 

Tacquet Selecta ex Archimede pr. 10, Cor. 1 et 5 und pr. 11 nebft pr. 11 
OT. . 
L. G. Vin, 4. 
Bew. Aus 491, 456, und 320, Zuf. 2. 


Anmerkung 1. Auf diefem Sage beruht, wie wir früher [yon bemerkt haben, die 
Erflärung ähnlicher Eylinder, 


Anmerkung 2. Die Mäntel zweier Gylinder find daher auch in allen den Fällen 
glei, in welchen Rechtecke es find (202, Zufl. 4 und 5). 

Tacquet pr. 10, Cor. 2 und pr. 11, Cor. 2, 3 etc. 

Zuſ. 1. Der Mantel eines geraden Eplinders verhält ſich zur 
Grundfläche, wie die Are zur Hälfte des Radius der Grundfläche. 

Tacquet pr. 10, Cor. 3, und pr. 12. _ 

Zuſ. 2. Iſt die Are eines geraden Eylinders gleich dem Durch: 
mefler der Grundfläche, fo tft der Mantel viermal fo groß als die 
Grundfläche. 

. Tacquet pr. 12, Cor. 

Zuſ. 3. Die gefammte Oberfläche eines folchen Eylinders ift alfo 
fechsmal fo groß als jede Grundfläche. 

495. Lehrfag. Aehnliche Eylinder ftehen im dreifach hohen 
Verhältnig der Durchmeffer ihrer Grundflaͤchen. 

Eucl. XII, 12. 
Bew. Aus 491 und 450. 


496. Lehr ſatz. Sind die Mäntel zweier gerüden Cylinder gleich: 
flähig, fo verhalten fich die Eylinder felbft wie die Durchmeſſer ihrer 
Grundflaͤchen, oder umgefehrt wie ihre Höhen, Sind dagegen zwei 
Eplinder inhaltsgleich, fo ftehen ihre Mäntel im einfachen umgekehrten 
Verhältniß der Durchmeſſer ihrer Srundflächen, oder im zweifach nies 
dern Verhaͤltniß ihrer Höhen. | 

Tacquet pr. 10, Schol. 2 
Bew. Erfter Theil. Es bezeichnen C, c die cubifchen Inhalte 
zweier Eylinder, A, h ihre Höhen, und D, d die Durchmeſſer der Grund; 
flähen; M, m die Slächenräume ihrer Mäntel. Alsdann ift: 
M:m = DHr : dhr, alfo, wenn M=m, 
D:d=h:H 


= 
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Aber esift: C: e D2.H:d?2.h (49, Zuſ. 1), alſo auch: 


C:c=D?.d:d?.D 
—=D:d 
—h:H 


Zweiter Theil. Weil nach Vorausfeßung C = c, fo ift auch 
D?2.H = d?.Iı, alfo 


D:d=vh: vH 
Nun iſt auch: M:m=D.H:d.h 
—D.d?:d.D2 
— d:D 
— vH: vw 


Zuf. 1. Iſt daher ein Rechteck gegeben und wird die Eonftruction 
eines cylindrifchen Gefäßes verlangt, für welches das Rechteck den 
Arenducchfchnitt bildet, fo macht es für den Inhalt des Gefaͤßes ei: 
nen Unterfchied, ob man die Eleinere oder die größere Seite des Recht: 
eds zur Höhe nimmt; diefer Inhalt ift im erftern Falle größer als im 
leßtern — ein Umftand, der in der Praris nicht unwichtig ift. 

Zuſ. 2. Aus unferm Sage ergiebt fid) auch, wie die Oberfläche 
eines Drahtes zunimmt, wenn man denfelben immer dünner und dün: 
ner zieht; wie alfo, wenn ein folher Draht vergoldet ift, die Vergol: 
dung mit der Zunahme der Länge des Drahtes, immer dünner und 
fhwächer werden muß. 
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497. Erfiärung Nimmt man außerhalb der Ebene eines 
Kreifes ADB (Fig. 233) einen beliebigen Punct V, und läßt um diefen 
als feften Mittelpunct eine Gerade VA fich längs der Peripherie des 
Kreifes bewegen, fo heißt die krumme Fläche, welche von der Geraden 
durch diefe Bewegung erzeugt wird, Kegelfläche; der von ihr 
und dem gegebenen Kreife, als Grundfläche, begranzte Körper aber 
Kegel. Der fefle Punct, um welchen fich die Gerade bewegt, ift 
die Spike des Kegels; die Are deffelben tft die Gerade, welche die 
Spike mit dem Mittelpunste der Grundfläche verbindet; die die Ke⸗ 
gelfläche erzeugende Gerade feldft Heißt Kegelfeite. Ein Kegel heißt 
ein gerader, wenn feine Are fentrecht auf der Grundfläche fteht, im 
entgegengefeßten Falle ein fchiefer,; wie BDAv Fig. 233. 

Eucl. XI, Erfl. 18, 19, 20. — L. G. VIH, Erkl. 2, 


Anmerkung 1. Andere wie Euclideö und nach ihm Legendre und mehrere betrach⸗ 
ten den Kegel durch Umdrehung eines rechtwinkeligen Dreieds VCA um eine feiner Ea- - 
theten als Are entitanden. Die Hypotenufe beſchreibt alödann die Kegelflähe und die 
andere Gatdete die Grundfläche, Diefe Erflärung paßt aber freilich nicht auf ſchiefe 

egel, 
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Zuf. 1. In jedem geraden Kegel find alle Kegelfeiten von gleicher 
Länge, in fchiefen dagegen nicht. 

Anmerkung 2, Die größte und Fleinfte Segelfeite beim fdyiefen Kegel liegen in 
derfelben dur die Are gehenden Ebene, 

Zuſ. 2. Schneidet man einen Kegel durch eine Ebene, welche 
durch die Epige und den Mittelpunct der Grundfläche, alfo durch die 
Are deſſelben geht, fo ift der Schnitt immer ein Dreieck, welches, bei 
einem geraden Kegel, gleichfchenkelig ift und fenkrecht auf der Grund: 
fläche fteht. Je nachdem nun der Winkel (AVR) an der Spige eines 
foichen gleichfchenkeligen Dreiecks ein rechter, oder ein ſtumpfer, oder 
ein fpißer, heißt der gerade Kegel felbft rechtwinfelig, oder ſtumpfwin⸗ 
felig, oder fpißwinfelig. | 

Zuſ. 3. Alle mit der Grundfläche parallelen Schnitte find Kreife*), 
deren Peripherien fowohl als Durchmeſſer im einfachen Verhaͤltniß ih: 
rer Entfernungen von der Spiße, deren Flächenräume aber im zweifach 
hohen Verhältniß der genannten Entfernungen fliehen. 

Anmerkung 3. Diejenigen Schnitte, welde man nod außer den beiden genannten, 
aus einer Kegelfläche mittelft einer Ebene erhalten Fann, gehören nicht in das Gebiet der 
Seiementargeomettie, wenn man tie Gränzen diefes Gebietes fo beftimmt, wie die Alten 

"Anmerkung 4. Diefe nicht zu Den Elementen der Geometrie gehörenden und daher 
bier nicht näher zu betradytenden Schnitte find nody wichtiger al& die parallelen und Axen⸗ 
Schnitte; daher fie auch gewöhnlich vorzugsmweife den Namen Kegelſchnitte führen. 
Ihre Zahl beläuft fih auf drei; fie führen die Namen: Parabel, Ellipfe, Hy 
perbel. Die Elipfe kann, wie ſchon früher bemerft worden ift, aud) aus dem Cy⸗ 
linder gefehnitten werden. 

498. Erklärung. Eine Pyramide heißt in einen Kegel befchrie: 
ben, oder der Kegel der Pyramide umfchrieben, wenn ihre Grundfläche 
ein der Grundfläche des Kegels eingefchriebenes Vieleck iſt, und ihre 
Seitenkanten Kegelfeiten find. 

49. Erklärung. Eine Pyramide heißt um einen Kegel be: 
fehrieben, oder der Kegel in die Pyramide, wenn die Grundfläche der 
legtern um die Grundfläche des erſtern befchrieben ift und beide Körper 
eine gemeinfchaftliche Spitze haben. 

Zuſ. Die Seitenflächen der. Pyramide berühren die Kegelfläche. 

500. Erklärung. Ein Kegel heißt in einen Eylinder befchrie: 
ben, oder diefer um jenen, wenn beide gemeinfchaftliche Grundflächen 
haben, und die Spitze des Kegels in der obern Endfläche des Cylin⸗ 
ders liegt. j 

Zuf. 1. Der Kegel wird natürlich alsdann vom Eylinder ganz 
umfchloflen. 


Zuſ. . Sind Kegel und Eylinder gerade, fo fallen auch ihre 


Aren zufammen. 
501. Erklärung. Kegel find ähnlich, wenn die Aren und die 
Durchmefler der Grundflächen einerlei Verhältniß zu einander haben. 
L. G. VII, Erkl. 4. 
Anmerfung. Auch bei diefer Erflärung gilt das, was wir bei einer früdern erin- 
‚nert haben; f. 488, Anm. 
502. Erflärung Abgeftumpfter Kegel oder Kegel: 


* Beim ſchiefen Regel gilt daffel fen antiparalielen Schnitten. 
) chief gel gilt daſſelbe auch von allen antip Kine ten... 
[| 


v. Swinden Geometrie. 


. nr. 


_ 
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ſt umpf heißt dasjenige Stüd eines Kegels, welches übrig bleibt, wenn 
man durch eine mit der Grundfläche parallele Ebene ein beliebiges Städ 
von der Spike aus abfchneidet. Ein folher Stumpf wird alfo von 
zwei ungleichen aber parallelen Kreifen und von einem Theil der Kegel: 
fläche begraͤnzt. EFGBDAE (Sig. 233) iſt ein Körper diefer Art. 

L. G. VII, Erkl. 3. 

503. Lehrfas. Der Kegel ift die Wachsthumsgränge für alle ihm 
eingefchriebenen, und die Verminderungsgränge für alle ihm umfchrie: 


benen Pyramiden. 
Tacquet Selecta ex Arch. pr. 9, 10 


10. 

Bew. 498, 499 und 319. 

Zuf. Man fieht hieraus, weichen Sinn man mit, dem ungenauen 
und nicht zu billigenden Ausdruck zu verbinden habe, deflen ſich manche 
bedienen, wenn fie fagen, ein Kegel fei eine Pyramide von unendlich 
vielen Seiten. 

504. 8 eg ab. Jeder Kegel ift der dritte Theil eines um ihn 
befchriebenen Eylinders. 

Eucl. XII, 10. — L. G. VII, 5, Zuſ. 

Bew. Aus 503, 491, 311 und 465. 

Zuf. 1. Hieraus fieht man, wie man den von vielen gebrauchten 
Ausdruck zu verftehen habe, daß der Inhalt eines Kegels gleich fei dem 
Producte aus der Grundfläche in den dritten Theil der Höhe. 

L. G. VIII, 5. 

Zuf. 2. Bezeichnet R den Halbmeſſer der Grundfläche eines Kes 

gels, h deſſen Höhe, fo kann der inhalt des Kegels dargeftellt werden 
2 


R?rh 
durch : ld 


Zuf. 3. Der Inhalt eines Kegels verhält fih zu dem Inhalt des 
ihm umfchriebenen vechtwinteligen Paralleiepipedums, wie der dritte 
Theil der Grundfläche zu dem ihr umfchriebenen Quadrate, oder wie 
der zwölfte Theil des Umkreiſes zum Durchmeffer (493). | 

503. Lehrſatz. Werfchiedene Kegel ftchen im zufammengefeßten 
Verhältniß ihrer Srundflächen und Höhen. | 

Bew. Aus 504, Zuf. 2. Ä 
Zuſ. 1. Kegel von gleicher Höhe fiehen im einfachen Verhaͤltniſſe 
der Srundflächen oder im zweifach hohen ihrer Durchmeller. Kegel, 
von gleichen Srundflächen, verhalten fich wie ihre Höhen; und Kegel, 
die bei gleichen Srundflächen zwifchen denfelben parallelen Ebenen fie: 
gen, find inhaltsgleich. 

Encl. XH, 11, 14. — L. G. VIH, 5, Zuſ. 

Bew. Aus 492, 504 und 497. 

Zuf.2. Die Srundflächen inhaltsgleicher Kegel verhalten fich um: 
gekehrt wie ihre Höhen. 

Eucl,. XI, 15. 

Zuf. 3. Aehnliche Kegel ftehen im dreifach hohen Verhaͤltniß der 

Durchmeffer ihrer Grundflaͤchen. - 
Eucl. XII, 12. — L. G. VIII, 5, uf. 3. 

06. Lehrſatz. Die krumme Oberfläche oder der Mantel jedes 
geraden Kegels ift gleichflächig einem Dreiecke, deflen Srundlinie gleich 
der Peripherie dee Grundfläche des Kegels und deffen Höhe gleich der 
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Kegelfeite, oder gleichflächig dem Kreife, deflen Radius die miitlere 
Proportionate zwifchen dem Radius der Grundfläche und der Kegelſeite. 

Tacquet Sel. ex Arch. pr. 10 et 13. — L. G. VII, 7. 

Bew. Aus 503, 466 und 3%, Zuf: 1. 

Anmerfung 1. Alle die Bedingungen, die wir früher (202, Zuſ. 8, Zuſ. 42c.) als 
ſolche kennen gelernt haben, aus welden man entweder Gleihheit oder ein beitimmtes 
Berhältnig der Flächenräume zweier Dreicde folgert, finden alfo ihre Anwendung auch 
bei Kegelflädyen. 

Tacquet pr. 10, Cor. 7. — pr. 13, Cor. 2, 3 etc. 

F auf 1. Auf diefem unferm Sage beruht die Erklärung ähnlicher 
egel. 
Zuſ. 2. DBegeichnet R den Radius der Grundfläche und k die Ke: 
geiteite,, » kann der Stächenraum des Mantels dargeftellt werdet durch 
ı: @® . K. 

Buf. 3. Beim geraden Kegel verhält fich der Mantel zur Grund: 
fläche, tie die Kegelfeite zum Radius der Grundfläche. 

Tacquet pr. 10, Cor. 8 et pr. 14. 

Zuſ. 4. Iſt alfo die Kegelfeite gleich dem Durchmefler der Grund: 
fläche d. 5. ift jedes Axendreieck nicht bloß gleichfchenkelig, fondern 
gleichfeitig, Fo ift der Mantel doppelt fo groß als die Grundfläche, alfo 
die gefammte Oberfläche das Dreifache der Grundfläche. 

Tacquet pr. 10, Cor. 9 

Zuſ. 5. Der Mantel eines geraden Kegels iſt auch gleichflaͤchig 
einem Kreisausfchnitt, deffen Halbmeſſer die Kegelfeite und deffen zus 
gehöriger Bogen von gleicher Länge ift mit der Peripherie der Grund: 
flähe. Den wievielten Theil diefer Bogen von feinem ganzen Umkreis 
ausmacht, oder die Größe des Winkels, welchen die beiden den genanns 
ten Sector begrängenden Radien bilden, findet man durch die Propors 
tion: Die Kegelfeite verhält fi zum Halbmeſſer der Grundfläche, wie 
360° zum gefuchten Bogen. 

Anmerkung 2. Hiernach ift es, wie man ſieht, leicht, einen Kreisausfänitt zu 
befchreiben , aud welchem man durch geeignetes Zufammenfügen des Papiers, in deffen 
ie “ Bi befindet, den Mantel eined geraden Kegeld von gegebener Höhe und Grunds 

507. Lehrſatz. Der Mantel eines geraden abgeftumpften Ke: 
gels ift gleihflähig einem Paralleltrapez, in welchem die beiden paral: 
lelen Seiten einzeln den Peripherien der beiden Kreife, die den Kegel: 
ftumpf begrängen, gleich, und um die Länge der Seite des Stumpfes 
von einander entfernt find; oder gleichflächig einem echte, deflen 
Höhe gleich der Seite des Stumpfes und deflen Grundlinie gleich dem 
arithmetifchen Mittel zwifchen den Peripherien der beiden begränzens 
den Kreife ift, oder endlich gleichflädig einem Kreife, deilen Radius 
die mittlere geometrifche Proportionale zwifchen der genannten Kegels 
feite und der Summe der Radien der genannten Graͤnzkreiſe if. 

Tacquet Selecta ex Arch. pr. 15. — L. G. VII, &. 

Bew. Aus 506 und %03, Zuf. 8. 

Anmerfung. Bezeihnet R den Halbmeffer des untern, x den des obern Gränz« 
reife, und man nimmt Fig. 232 CA —= R, CF = r, fo ift, wenn DE von gleicher 
Länge mit der Peripherie des geöfern diefer Kreife, GH glei der Peripherie des klei⸗ 
nern, alfo GHED gleidy dem Mantel des Kegelftumpfes, aus welchem man durch geeig« 
netes Zufammenrolfen des Papiers, in deffen Ebene fi die Zeichnung befindet, den Ke⸗ 
geiftumpf felbft leicht erhalten Fann, gG+ 


“ 
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Zuf. Der zweite von den drei Ausdruͤcken, welche der Hauptſatz 
für den Mantel eines abgeftumpften Kegels angiebt, kann auch fo ab: 
geändert werden: diefer Mantel ift gleichflähig dem Rechteck, deſſen 
Höhe gleich der Seite des Stumpfes, und deflen Srundlinie gleich der 
Peripherie des Kreifes ift, den man erhält, wenn man den Kegel mit: 
ten zwiſchen feinen Graͤnzkreiſen und parallel mit denfelden fchneidet. 
L. G. VII, 8, 3uf. 

Beweis. Wenn AJ = IF (Fig. 31), fo ift auch 
| FG + AE 


IL 5) 


508. Lehrfag. Ein abgeftumpfter (gerader) Kegel AEGB 
(Sig. 233) ift dreimal fo flein als die drei Eylinder zufammen genom: 
men, die alle mit dem abgeftumpften Kegel gemeinfchaftliche Höhe ha: 
ben, ‚und von denen der eine zur Örundfläche den untern Graͤnzkreis, 
der andere den obern, und der dritte denjenigen Kreis hat, deſſen Ra: 
dius die mittlere Proportionale zwifchen den Radien der beiden erftern 


L. G. VIII, 6. 

Bew. Der abgeft. Kegel tft = Kegel AVB — Kegel EVG, alſo 
wenn R der Radius des untern, r der des obern Öränzkreifes und H 
die Höhe des Stumpfes ift: 
abgeft. Kegel == R?r . ‘C_ 2 vE 

geft. Kegel = 3 3 
= 3 (R2 . ve — r?.VPR) 


alfo, weit VE: VF=R:r,oterr.VCO=R. VF 





und FC: VC=R—r:R, alfo vor, 
abgeft. Kegel = 7 J— — ı?. vr 
” B.FC—R.r2.VF-+ r?.VF 
3 ‚R —r 
= R&.FC—r?.VC-+.ı°. VF 
3 7 TOT R—<r 
m R®.FC—ı°.FC 
3° 8—r 
= (R®—r3).H 
3° R—r 
H 


=@®+Rı+m)#.Z 
are! 


wo go die mittlere PDroportionale zwifchen R und x bezeichnet. 
Anmerkung. Dieſen Sas theilt ſchon Clavius mit in feiner : geometria practica 


’ 





I 


| 


| 
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509. Erklaͤrung. Wenn ein Halbkreis fih um feinen Durch _ 
meſſer als Are dreht, fo befchreibt die Kreislinie eine krumme Oberflä: 
he, welche Sphäre oder Kugelfläche genannt wird; der von ihr um: 
fchloffene Körper heißt Kugel; der Durchmeſſer des Halbkreifes ift die 
Are der Kugel, feine beiden Endpuncte heißen Pole. Der Mittelpunct 
des Halbkreifes ift zugleich auch Mittelpunct der Kugel. 

Eucl. XI, Erfl. 14, 15, 16, 17. 

Zuf. Alle Geraden, welche den Mittelpunet der Kugel mit belie: 
bigen Puncten der Sphäre verbinden, find von gletcher Länge. 

Anmerfung. Daher erflärt man nicht felten audy dic Kugel als den Körper, wels 
der von einer krummen Oberfläche dergeftalt begränzt wird, daß alle Puncte derfelben 
gleiche Entfernung von einem innerhalb der Kugel gelegenen Puncte haben. 

Tacquet zu Eucl. XII, Ef, 5, — L.C. VII, Ertl. 1. 

510. Seder Kugelfchnitt d. 5. jeder Schnitt einer Kugel durch eine 
Ebene ift ein Kreis. 

L. G. VII, 1. 

Anleitung zum Beweife. Fälle aus dem Mittelpuncte der Kugel 
auf die fchneidende Ebene eine Senfrechte und zeige, daß deren Fuß: 
punct gleiche Entfernung von allen Puncten hat, die der Oberfläche der 
Kugel und der fchneidenden Ebene gemeinfchaftlich find. 

Zuf. 1. Wird eine Kugel von einer andern, oder von einem Cy⸗ 
linder, oder Kegel beliebig gefchnitten, fo ift immer die Durchfchnitts: 
linie ihrer beiderfeitigen Oberflächen eine Kreislinie. 

Zuſ. 2. Durch zwei beliebige Puncte auf der Sphäre und den 
Mittelpunct kann man immer eine Ebene legen, deren Ducchfchnitt mit 
der Sphäre eine Kreislinie fein muß; zwifchen je zwei beliebigen Pun⸗ 
cten auf der Sphäre läßt ſich alſo immer ein Kreisbogen ziehen, deſſen 
Mittelpunct mit dem der Kugel zufammenfällt. 

L. G. VII, t, uf. 6. 

511. Erklärung. Die Kugelfchnitte, deren Ebenen durch den 
Mittelpunct der Kugel geben, heißen größte Kreife, oder Nor 
maltreife oder Hauptkreife der Kugel; ihre Durchmeffer find Kugel: 
durchmeſſer; Are eines Normalkreifes ift der auf feiner Ebene ſenkrechte 
Kugeldurchmefler; die Scheitel diefes leßtern find die Pole des erftern. 

L. G. VII, Erki. 3. 

Anmerkung. Durch zwei Puncte auf der Sphäre läßt fi in der Regel nur ein 
einziger Normalfreis legen; nur in dem befondern Zalle, wo dieſe beiden Puncte die 
Scheitel eines Kugeldurchmeſſers find, beftimmen fie die Lage cines Normalkreifes nicht, 
fondern es laſſen fi durch fie unzählig viele ſolcher Kreife legen. 

L. G. VII, 1, uf. 3. | 

Zuſ. Alle Normalkreife derfelden Kugel find gleich, und halbiren 
ſowohl die Kugel, als deren Oberfläche. | 

L. G. VI, 1, uf, 3. 

512. Erklaͤrung. Alle Kugelſchnitte, die nicht durch den Mit: 


— 
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telpımct der Kugel gehen, heißen Pleine oder Nichtnormals Kreife oder 
Nebenkreiſe der Kugel. 

L. G. VII, Erf. 3, 

Anmerkung. Wan fieht leiht, daß die Grfärung von Nebenkreifen nidt eher 
gegeben werben kann ald bis erwieſen ift, daß jener Kügelſchnitt ein Kreis ift, 

Zuf. Die Mittelpuncte jedes Nichtnormalkreifes und der Kugel lies 
gen auf einer geraden Linie, welche ſenkrecht auf der Ebene des erſtern. 

L. 6. VH, 1, Zuſ. 4. 

513. Lehrſatz. Nebenkreiſe einer Kugel find deſto Kleiner, je 
weiter fie vom Mittelpunste der Kugel, oder, was auf daffelbe hin⸗ 
auskoͤmmt, von ihren Aequatoren d. h. von den ihnen parallelen Nor⸗ 
maltreifen entfernt find. Ihre Durchmeſſer und Peripherien verhalten. 
ſich zu den entfprechenden Stücken ihres Yequators wie der Cofinus des 
Bogens, der ihre Entfernung von leßterem mißt, zum Kugelhalbmeiler. 

L. 6. VII, 1, 3uf. 5 

Bew. &s’fei EKFGE Fig. 149 ein beliebiger Hauptkreis, zu 
feinem Durchmeſſer EF als Are gehöre GCK als Aequator, IND und 
MRB aber ats zwei feiner Paralleltreife; die Bogen KD und KB meffen 
alsdann die Entfernungen der Paralleltreife von ihrem Aequator; CS 
oder DN, und CP oder BR ftellen offenbar die Eofinuffe der genannten 
Bogen dar, woraus die Richtigkeit unferes Satzes fid) ergiebt. 

Anmerkung. Cine genauere Kenntniß diefer Nebenkreife, und namentlich des ges 
genfeitigen Berhältniffes ihrer Peripherien nah Maapgabe ihrer Entfernung vom Mit 
telpuncte der Kugel ift in der Geographie und Schiffahrtskunde von der größten Wich- 
tigkeit. Wenn unter dem Yequator ein Grad in 15 geographifhe ober Deutfhe Meise 
Ten und in 60 Englifhe Seemeilen getheilt wird, fo entpält in jedem Parallelkreife des 
XAequatord eih Grad nicht 15 Deutfhe oder 6O Englifche Meilen, fondern weniger, und 
zwar defto weniger, je weiter fi der Parauieikreis nach dem einen oder andern. Pole 
zu von dem Yequator entfernt, oder je größer die geographifde Vreite ift, unter wele 
Ser ſich diefer Parallelkreis befindet. So kommen 3. 8, unter einer Breite von 60° 
auf jeven Grad des Parallelfreifed nur 74 Deuffche oder 30 Gnglifhe Meilen, oder mit 
andern ZBorten, der Umfang diefes Paraltelfreifes ift nur die Hälfte vom Umfange des 
Aequators, weil cos 60° = sin 30° = der Hälfte des Radius ift. 

514. Lehrfag. Lege man duch zwei Puncte (E, I Fig. 241) 
auf der Kugeloberfläche, die nicht mit dem Mittelpuncte in gerader Linie 
liegen, einen Normalkreisbogen (und zwar den kleinern von den beiden, 
welche durch die beiden Puncte deſtimmt werden) und auch einen belie⸗ 
digen Nichtnormaltreisbogen, fo ift lehterer immer größer als erſterer. 

Ver. Da beide Bogen eine gemeinfchaftliche Sehne haben, aber 
Kreifen von ungleihen Halbmeſſern angehören, fo iſt diefe Sehne in 
dem größern Kreife weiter vom Mittelpuncte entfernt, als in dem klei⸗ 
nern, fehneidet alfo in jenem einen Meinern Theil der Peripherie ab, 
als in diefem; der Normalkreisbogen macht daher einen leinern Theil 
feiner Peripherie als der Nichtnormalkreisbogen von der feinigen aus *). 

Kaas; 
icht d. 6. weniger Öras 
YO irgend einer Län 
2° Da bie Peripherien 
‘er haben, In weichem 
vei Xreifen das nfade 
3 lang, ad bie be6 1ene 
SRET Fbenfouieite zheit 
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" 515. Erflärung. Kugelabfänitt oder Kugelfegment 


wengn, 
fat 1. Sind R und By aivel fotche Bogen einee Kreifes, d 0 
Der RE A DL gel Rice Bogen sont Seite vie hgehbeigen Sch: 


en dieler Bogen efpetive S und 81, fo I immer 4 > 4 
eweld. Jebenfaus tafen fich bie beiten Bogen In eine fol it, 
vein 9 
deden und ihre Gehnen paralet — usbaln 1a, men AR ud BG feucht auf 
= Sagen DE, "und DR = BG; fegen mie Dalıer 
_Bı +2 


AND = und DPF = 4, ſo IB=Bı +28 und s =, +2: af eitsr 
B_B_B+238_B,_208-4.5: s 
und mibin auch 5-5, = ha 5 TH. Um die Nicigteit 
unferer Bebauyumg darzuthun, iſt alſo zu zeigen, daß diger nnterſchled ſiets poſitiv 
ober daß 8 > d. zit. — Es int nim aber 8, = Rein Pf (für sin. tot =D), alfo 











Fri — und ans den Gägen, die ſchon Acchimebes bewieſen hat, folgt unmit⸗ 
sin 


telbar, daß fo lange ein Bogen x die Größe des Duadranten nicht, überficigt , tang x 








> 2, alſo auch sinn > wenn n, mithin, <a en <a und 
B 1 IF 

darım 4 < iſi. Es iR ferner 8 > Sehne AD, aber AD = co AUF = 
oe 





Be 1 + d<en} 
alſo d5> cos} B, +8’ alſo auch, weil cos 4 (B, +d) <cosg Bj, 





4 
cos 4 (Bı +" 
8> op, und miıhin um fo mehe 8 > d. 3. 
gchntap 3. Men npel zu verfäisdenen Seeifen gehörige Bogen AMB und ARB 
Si 156) , von denen jeder —X als ein HalbEreis iii, eine gemeinfchafttine Sehne 
(AB) haben, (1 ift derjenige (AMB) der kürzere, welcher Au dem geoßern Kreife gehört. 
„Ber, jeht man im Eleinern Kreife die Radien KA und KB und mit ihnen im 
größen Se fe amel paraiele CD und CE, fo it Bogen DME ähnlich dem Bogen ARB, 
aufo DME — MER, mitöin DE > AB, und darum auc) Bogen DME > Bogen AMB; 
atfo, nach'vorigem Lehnfap Gy > Apr, und detbalb auch Mir > Ay, min 
ARB > AMB, 





Kreide dem Kugelmittcipuncte am nächften it. 
Ge bee Biefer beim Sugeimiticinuncee nächfe Rreig der größte IN, fo ergiebt 
[1 die Nichtigkeit unfered Sapes unmittelbar aus dem vorhergehenden ziveiten Lehn⸗ 
fe, 


Dee abfolut Heine auer biefer Rreißbogen ift daher derjenige, tweuher dem 
durch Die beißen In Rede fependen Puncte befilmirten paupiert Kr k 
. . \ mm. deg Üeberf. 








ee end 
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(segment spherique) heißt jedes von einer Kugel mittelft einer Ebene 
abgefchnittene Stück; wie. B. BPDOBRD Fig. 241. 

L. G. VII, 13. | 

Zuſ. Jeder Kugelabfchnitt wird daher auf der einen Seite von 
einem [Theile der Kugeloberflähe, auf der andern von einem Kreife 
begränzt. ‚ 

Anmerkung 1. Die Höhe eines Kugelabſchnitts ift die Senfrechte, die auf der 
Gbene des begränzenden Kreifes im Mittelpuncte errichtet und bis zum Durchſchnitt mit 
der Kugelfläche verlängert wird, alfo offenbar ein Theil der Are des Gränzkreiſes. 

Anmerkung 2. Dieſe Höhe PS Zig. 241 ift der Duerfinus deö Bogen: PD, der 
Hälfte des Normalfreisbogend BPD, welder dic Scheitel eines Durchmeſſers vom Gränz- 
Ereife verbindet, 

516. Erklärung. Abgeftumpfter Kugelabfchnitt heißt 
jeder Theil BDFE (Fig. 241) der Kugel, der zwifchen zwei parallelen 
Kreifen BRDO und EQFT enthalten ift. Diefe beiden Kreife, welche 
man als die Grundjlächen des abgeftumpften Kugelfegmentes betrachten 
kann, werden durd) einen Theil der Kugelfläche mit einander verbun: 
den, welhen man KRugelftreifen oder Kugelzone zu nennen 
pflegt. 


Zuf. Die Höhe eines abgeftumpften Kugelfegments ift die Ge 


rade, welche die Mittelpuncte der beiden Grundflächen verbindet, alfo 
einen Theil ihrer gemeinfchaftlichen Are bilder. | 

Anmerfung. Das abgeftumpfte Sugelfegment BDFE gebt in den einfadhen Kugel: 
abſchnitt EPFTEOF, wenn feine Höhe von KS bis KP zunimmt. 

517. Erklärung. SKugelausfchnitt oder Kugelfector 
heißt der Theil BCDPB (Fig. 241) einer Kugel, welcher erzeugt wird 
durch einen Ausfchnitt BEP des halben Normalkreiſes, wenn man letz⸗ 
ceren AUF Erzeugung der Kugel fih um feinen Durchmeffer Pp dre: 

en läßt. . 
u Zuf. 1. Die Grundfläche eines folchen Kugelfectors bildet ein 
Theil der Kugelfläche. | 

Zuſ. 2. So lange der erzeugende Kreisausfchnitt Eleiner ift als 
ein Quadrant, fo bildet der Kugelfector einen Kegel mit fphärifcher 
Srundfläche, und befteht aus dem gewöhnlichen” Kegel und dem Kugel: 
fegment BPDSBR. 

Zuf. 3. Erreicht der erzeugende Kreisfector die Größe eines Qua⸗ 
dranten, fo wird der Kugelausfchnitt der Halbkugel gleich. 

Zuſ. 4. Waͤchſt der erzeugende Kreisfector noch über die Größe 
des Duadranten hinaus, fo wird auch der Kugelfector größer als die 
»Halbkugel, und ift gleich dem Ueberſchuß der ganzen Kugel über den 
Kugelausfchnitt, zu welchem als erzeugender Kreisausfchnitt derjenige 
gehört, welcher den in Rede ftehenden zum Halbkreife ergänzt. 

518. Erklärung, Hat eine Ebene UVWX $ig.241 eine folche 
Sage gegen eine Kugel, daß fie nur einen einzigen Punct p mit derfel- 
ben gemein hat, fo fagt man, daß Ebene und Kugel fich berühren ; 
der beiden gemeinfchaftliche Punct Heißt der Berährungspunct. 

Zuſ. 1. Der durch den Berährungspunct gehende Kugeldurchmef: 
fer fieht fenkrecht auf allen Geraden, welche man in der Beruͤhrungs⸗ 
ebene durch feinen Scheitel zieht. Alle diefe Geraden find auch Be: 
rührende und zwar fowohl für die Kugel als auch jede für einen der 





| 
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Kreiſe, die man auf der Sphaͤre ſo beſchreibt, daß ſie durch den Punct 
p gehen. 

519. Ertläru ng. Ein Mürfel heißt in eine Kugel befchrieben, 
wenn feine acht Ecken in deren Oberfläche liegen. Ein Eylinder heißt 
in eine Kugel befchrieben , wenn die Deripherien feiner beiden Gränz: 
flächen zuß der Sphaͤre liegen. 

Zuſ. 1. Kein Cylinder laͤßt ſich in eine Kugel beſchreiben, wenn 
er nicht gerade iſt. Seine Axe muß durch den Mittelpunct der Kugel 
gehen, und ſeine beiden Graͤnzflaͤchen muͤſſen gleich weit von dieſem 
Mittelpuncte entfernt ſein. 

Zuſ. 2. Die beiden Graͤnzflaͤchen eines ſolchen in eine Kugel ein⸗ 
geſchriebenen Cylinders haben gleichen Inhalt mit zwei Nichtnormal⸗ 
kreiſen der Kugel, die eben ſo weit als jene vom Mittelpuncte ent⸗ 
fernt ſind. 


520. Erklaͤrung. Ein Wuͤrfel, und eben fo ein Cylinder bei: 
Ben um eine Kugel beſchrieben, wenn letztere jede einzelne Graͤnzflaͤche 
der erftern berührt; beim Mürfel alfo alle ſechs ihn begrängenden Qua⸗ 
drate, beim Eylinder ſowohl die krumme Oberfläche, als auch die bei: 
den parallelen Srundflächen. 

Zuſ. Daher ift: 

1) Die Seite des Würfels, und der Durchmeffer der Grundfläche 
des Eylinders gleich dem Durchmefler der Kugel, um welche jene 
beiden erftern Körper befchrieben find. 

2) Die Are des Eylinders fällt mit einem Kugeldurchmefler zuſam⸗ 
men. 

3) Die Puncte, in denen die frumme Oberfläche des Eylinders die 
Kugel berührt, liegen in der Peripherie des Normalkreiſes der 
Kugel, zu dem der Kugeldurchmefler als Are gehört, welcher mit 
der Are des Eylinders zufammenfällt. Bei dem Würfel wird jede 
Sränzfläche in ihrem Mittelpuncte von der Kugel berührt. 

521. Ertlärung. Ein Kegel heißt in eine Kugel befchrieben, 
wenn fowohl die Peripherie feiner Grundfläche als auch feine Spiße 
in der Kugelfläche liegen. ' 

Zuſ. 1. Iſt der Kegel ein gerader, fo geht feine Axe durch den 
Mittelpunct der TRugel. 

Zuf. 2. Die Grundfläche des Kegels ift gleich dem Nebenkreis 
der Kugel, der mit ihr gleiche Entfernung vom Mittelpuncte hat. 

522. Erklärung. Ein Kegel beißt um eine Kugel befchrieben, 
wenn fowohl feine Grundfläche, als fein Mantel die Kugel berührt. 

Zuf. Iſt der Kegel gerade, fo liegen die Puncte, in denen fein 
Mantel die Kugel berührt, im Umfange eines Nichtnormaltreifes der 
leßtern, der defto weiter fid) vom Mittelpuncte entfernt, je mehr der 
Kegel ſtumpfwinkelig if Es iſt (Fig. 236) Co: CP = sin CPo: 1 
= sin POoS: 1 = sin 4 GOF : 1. 

523. Erflär ung Ein beliebiges Polyeder heißt in eine Kugel 
beichrieben, wenn feine fämmtlichen Ecken in der Kugelfläche liegen. 


524. Erklärung. Ein beliebiges Polyeder heißt um eine 
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Rugel befchrieben, wenn jede feiner Graͤnzflaͤchen deren Oberfläche 
berührt. 

0285. Lehrfan. Die Kugel bildet die Wachsthumsgränge für 
alle ihr einbefchriebenen Polyeder und die Verminderungsgraͤnze für 
alle um fie befchriebenen Polyeder. 

Bew. Aus 469 und 319. 

Zuf. Hieraus ift zu erfehen, welchen Sinn man zu verbinden 
habe mit der von vielen gebrauchten ungenauen Ausdrudsweife, daß 
die Kugel ein Polyeder von unendlich vielen Graͤnzflaͤchen fei, 

526. Lehrfas. Die Oberfläche einer Kugel ift gleichflächig ei: 
nem Kreife, deffen Radius. gleich dem Durchmefler der Kugel, oder 
ift gleich dem Vierfachen eines Normalkreifes der Kugel, oder gleich dem 
echte aus dem Durchmeffer und Umfang eines Normaltreifes. 

Tacquet Selecta ex Archim. pr. 18 — 24. 

L. G. VII, 10, 3uf. 1. | 

Vorbereitung. Man denke fih in einen Normalkreis der Kugel 
ein Vieleck von 4 n Seiten befchrieben. ABCDEFGH ($ig. 144) fei 
ein folches; EA ein Kugeldurchmeſſer; man ziehe die Linien, wie fie 
die Figur angiebt, und erwäge, daß die Kugel durch Bewegung des 
Halbkreifes ABCDE um feine Are AE entfianden betrachtet werden kann. 
Bei diefer Bewegung befchreibt der Umfang unferes halben 4 necks of: 
fenbar zwei gleiche Kegel, und mehrere abgeftumpfte Kegel, von denen 
je zwei folche, die gleichweit von dem einen und andern Ende abftehen, 
gleich find. 

Bew. Nimmt man nach Anleitung der Säße in 506 und 507 
die Ausdräde für die Oberflächen der Kegel und Kegelftümpfe, fo läßt 
fih) deren Summe durch Hülfe des frühern Saßes 284, auf den einfas 
chen Ausdrud m. AE. BE bringen. Die Kugelfläche ift nun offenbar 
die Wachsthumsgränge, für die Summe der vorhergenannten Flächen‘; 
um alfo von diefer Flächenfunme zur Rugelfläche zu gelangen, muß man 
für BE ihre Wachthumsgränge d. i. den Durchmelfer AB feßen, wo: 
durch man durch Huͤlfe von 320 unfern Sag gewinnt. | 
Arnmerkung 1. Bon doppelt gerader Eckenzahl nimmt man das Vieleck, damit 
die halbe Anzahl feiner Seiten noch gerade fei und eben darum Feine der Seiten diefes 
halben Umfangs ABCDE dem Durchmeſſer AE parallel fei. Denn fonft würde man bei 


der Umdrehung des Halbfreifes um feine Are neben den Kegeln und Kegelftümpfen auch 
einen Eylinder erhalten, 


Anmerfung 2. Die dritte Art, wie wir oben unfern Satz ausgedrückt haben, macht 
es begreiflih, wie Legendre eben diefen Say fo ausſprechen Fonnte: „Die Oberfläche 


einer Kugel ift gleih dem Producte aus ihrem Durchmefler und der Peripherie eince 
Rormalkreiſes. 


527. Lehrſatz. Die krumme Oberflaͤche eines Kugelſegmentes 
ABCDFGHA ($ig. 144) iſt gleichflaͤchig einem Kreiſe, deſſen Radius 
die mittlere Proportionale zwiſchen dem Kreisdurchmeſſer und der Hoͤhe 
(AO) des. Segments; alfo gleich einer Geraden (DA) iſt, welche man 
von einem beliebigen Duncte (D) in der Peripherie der Grundfläche des 
Abſchnitts nach dem zugehörigen Pole A zieht. 

Tacquet Selecta ex Arch. pr. 25. 

Bew. Aus 526 und 285 folgt leicht, daß die Oberfläche des Kör- 
pers FGHABCHF (mit Ausfchluß der freisförmigen Grundfläde) dar: 
geftellt. wird durch m. BE. AO, alfo die fphärifche Oberfläche unſeres 
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Kugelfegmentes, welche offenbar die Wachsthumsgränge von der eben 
genannten Oberfläche bildet, durch vw. AO. Sränge von BE d. i. AE, 


—l 


alſo durch r.AO.AE=r.ADx. 

Zuſ. 1. Die krummen Oberflaͤchen verſchiedener Abſchnitte der⸗ 
ſelben Kugel verhalten ſich zu einander wie die Quadrate der Geraden, 
welche man von den Polen ihrer Grundflaͤchen nach beliebigen Puncten 
im Umfange der letztern zieht, oder wie ihre Hoͤhen. 

Bew. Aus dem Hauptſatze und aus 254. 

Zuſ. 2. Die krumme Oberfläche eines Kugelſegments verhaͤlt ſich 
zur Kugelflähe wie die Höhe des Abſchnitts zum Kugeldurchmeſſer. 


928. Lehrſatz. Die Oberflaͤchen verfchiedener Kugeln verhalten 
ſich zu einander wie die Quadrate ihrer Durchmeſſer. 
Beweis leicht. . 
Anmerfung. Aus diefem Zuſatze in Berbindung mit dem, was in 439, und in 
Anmerk. 2 zu 316 gefagt worden, ergiebt fi), daß alle Kugeln ähnliche Körper find. 
529. Lehrſatz. Eine Kugel iſt inhaltsgleich mit einem Kegel, 
wenn die Höhe des lehtern dem Kugelhalbmeſſer und feine Grundfläche 
der Kugeloberfläche gleich tft. 
Tacquet pr. 28. 
Bew. Aus 468 und 525. | - 
Zuf. 1. Der Inhalt einer Kugel ift das Vierfache vom Inhalte 
eines Kegels, deflen Grundfläche gleich dem Normalkreife der Kugel 
und deſſen Höhe dem Radius derfelben gleich ift. 
Anmerfung 1. Bezeichnet man daher den Inhalt einer Kugel mit J, ihre Ober: 
fläche mit O, ihren Radius mit R und den Inhalt eines Normalkreifes mit K, fo ift: 
J=AKcK. ; = O. und’man gelangt fo zu dem Ausdrude unferes Sahes, wie 


er fi bei Legendre VIII, 11, 3uf. findet. 

Anmerfung 2. Es ergiebt ſich ferner hieraus: 
= a = I = wo D den Kugeldurchmeſſer bezeichnet. 
Zuſ. . Eine Kugel ift doppelt fo groß als ein Kegel, deſſen 
Grundfläche gleich dem Normalkreife der Kugel und deffen Höhe gleich 
dem Durchmefler derfelben ift. 

Zuf. 3. Jede Halbkugel ift alfo das Doppelte eines Kegels, def: 

fen Srundfläche gleich dem Normalkreiſe und deſſen Höhe gleich dem 
Radius der Kugel ift. 


530. Lehrfasg. Jede Kugel verhätt fih zu dem um fie beſchrie⸗ 
benen Würfel, wie der fechfte Theil vom Umfange eines Normalkreiſes 
zu deſſen Durchmeſſer. 

Bew. Aus 520 und 529, Anm. 2. 

Zuf. Eine Kugel verhält fih zum Cubus ihres Durchmellers 

nad Archimedes — 11 : 21 . 
nah Euclides = 157 : 300 = 11 : 21,02 

Bew. Aus 325. oo 

Anmerfung. Hierauf beruht auf der Linie, die fih auf alten Proportionalzirkeln 
unter der Bezeichnung „corporum regularium reductio‘“ befindet, und deren wir ſchon 
oben (480, Anm. 2) erwähnt haben, die Entfernung, in welcher man das Zeichen ei⸗ 
ner Kugel vom Mittelpuncte erblidt. Iſt D der Durchmeſſer einer Kugel und die Kante 
des ihr umfchriebenen Würfels, fo verhält ſich jene zu diefem wie 11 : 21,02, alfo wenn 
D’ den: Durchmeſſer einer mit dem Würfel inhaltögleihen Kugel bezeichnet, fo üft: 


J 


ln Bo | MM 2 
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D: : D’ = 11 : 21,02, mithin 


D:D’ = Yit: V 21,02, daher 
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und diefe,Entfernung 1,2401 iſt es, in welcher das Kugelzeichen vom Mittelpunct fteht, 
wenn man dabei die Entfernung des Würfelzeihens vom Mittelpuncte, oder die Länge 
der Kante des der Kugel inbaltögleihen Würfels ald Einheit betrachtet. 


531. Lehrſatz. DBerfchiedene Kugeln ftehen im dreifady Hohen 


Verhaͤltniſſe ihrer Durchmeſſer zu einander. 
Eucl. XII, 18. — L. G. VII, 15, uf. 


Bew. Aus 529, Anm. ?2. 

Anmerfung 1. Die Eubif= oder Körper = Linie auf Proportionalzirfeln dient aud 
dazu, Kugeln von gegebenem Berhältniffe zu conftruiren d. h. den Radius einer Kugel 
zu finden, weldye zu einer gegebenen ein vorgefihriebenes Inhaltsverhältniß hat; Da die 
Halbmeffer zweier Kugeln, wie entfpredgende Kanten ähnlicher Körper, im dreifady nie- 
dern Verhältniß der zugehörigen Körper felbft ftehen. 

Anmerfung 2. Auf einigen Proportionalzirfein findet fi aud eine Linie, welche 
mit dem Namen „Metaux‘ oder „Metals‘‘ bezeichnet ift, und dazu dient, Die Durch⸗ 
meffer von Kugeln zu finden, die aus verfhiedenen Metallen gefertigt, gleiches Gewicht 
haben. Es Fömmt bei der Beſtimmung diefer Durchmeſſer auf die fpecififhen Gewichte 
der Metalle an, aus denen die Kugeln bereitet werten. Die abfoluten Gewichte ſolcher 
Kugeln ftehen nämlich im zufammengefegten Verhältniffe ihrer cubiſchen Inhalte (oder 
der Euben ihrer Durddmeffer) und der fperifiihen Gewichte. Es ſei z.B. das fpecififche 
Gewicht von Gold G, von Silber g, der Durdhmeffer jener Kugel D, diefer d, fe 
muß, wenn beide Kugeln gleiches Gewicht haben follen, 

G.D®! —=3g.d? fein, lp:G:g=d?:D>, 








r 3 
und daher D: d = ve : v6 —1 1: v°. Auf diefer Proportion berubt die 
Eintheilung der in Nede ftehenden Linie älterer Proportionalzirket, 

532. Lehrſatz. Kleine Kugeln haben im Verhältniffe zu ihrem 
Inhalte größere Oberflächen ald große, und zwar ift das Verhältniß 
der Oberfläche zum Inhalte bei der einen Kugel fo viel mal größer als 
bei der andern fo viel mal der Halbmeſſer der erftern Kleiner als der der 
lestern ift. | 

Bew. Bezeichnen ı und R die Halbmeffer, o und O die Ober: 
flähen, i und I die Inhalte zweier Kugeln, fo ift: 

0 4R2 _3 
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533. Lehrſatz. Die Oberfläche einer Kugel ift gleich dem Man: 
tel des um die Kugel befchriebenen Eylinders. 
Tacquet Selecta ex Archim. pr. 26. j 


Bew. Aus 494, Zuf. 2, und 526. 

934. Lehrfas. Iſt ein gerader Cplinder um eine Kugel befchrie: 
ben, und man fchneidet beide mit einer beliehigen, auf der Are des Ey: 
linders fentrechten, Ebene, fo tft der Mantel des abgefchnittenen Ey: 
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linderſtuͤcks ACMIJ (Fig. 240) gleich der krummen Oberfläche des zuge: 


börigen Kugelfegments SBQ. 
Tacquet Selecta ex Arch. pr. 26, 27. 


Vorbereitung. Es fei das Quadrat AE ein Arendurchfchnitt des 


Eylinders, und mithin FBDL ein Normaltreis der Kugel. 
Bew. Aus 494, 527, Zuf. 1, und 533. 


Anmerkung. Sind zwei folder Ebenen, fo ijt die zwifchen ihnen enthaltene Ku⸗ 


gelzone gleihflähig mit dem zwiſchen eben diefen Ebenen enthaltenen Stüd des Eylinder: 
mantel, wie fih aus zweimaliger Anwendung unferes Sage: fofort ergiebt, 

Da nun die Grundfläden diefer Cylinderſtücke gleid dem Normalfreife der Kugel, 
ihre Höhen aber gleih den Höhen der Kugelabſchnitte oder der Kugelftreifen,, fo ergiebt 
fih daraus der Sag: 

Zuf. 1. Die krumme Oberfläche eines Abfchnitts oder eines Strei- 
fens einer Kugel wird ausgedrückt durd das Product aus feiner Höhe 
und dem Umfange eines Normalkreifes. 

L. G. VIII, 11. 

Zuf. 2. Berfchiedene Kugelmüßen d. i. krumme Oberflächen von 
Kugelfegmenten, oder Kugelzonen auf derfelben oder auf gleichen Kus 
geln verhalten fich wie ihre Höhen. 

- L.6G. VI, 11, uf. 

539. Lehrſatz. Jeder Eylinder ift anderthalb mal fo groß als 
die Kugel, um welche er befchrieben iſt; daflelbe Verhäftniß findet zwi: 
fchen der gefammten Oberfläche des Cylinders und der Kugeloberfläche 
Statt. - 

Tacquet Selecta ex Arch. pr. 32. — L. G. VII 

Bew. Erfter Theil aus 526, Anm. 2, und 109, Zuf. 6. 

Zweiter Theil aus 533 und 494, Zuf. 3 

- Anmerfung. Ardimedes, der größte Gcometer des Alterthums , entdedte dieſen 

Sag und legte jo großen Werth auf diefe Entdeckung, daß er wünfdte, daß man nad) 
feinem Bor einen Gylinder mit einer in denfelben beſchriebenen Kugel auf fein Grab 
een m . 
1 Zuſ. Aus diefem unferm Sage erfieht man auch, in welchem 
Sinne manche Schriftſteller ſagen, der Inhalt einer Kugel ſei gleich 
dem Producte aus einem ihrer Normalkreiſe und 3 ihres Durchmeſſers. 

L. G. VIII, 15. 

536. Lehrſatz. Wenn die Grundflächen eines Kegels und Ey: 
linders dem Normalkreife einer Kugel gleich find, ihre Höhen aber von 
gleicher Länge mit dem Durchmeſſer der letztern, fo verhalten fi die 
eubifchen Inhalte von Kegel, Kugel und Eylinder zu einander, wie die 
Zahlen 1, 2, 3 

Tacquet „ . pr. 32, 1. 

Bew. Aus 492, auf. 6, 504, und 529, Zuf. 2. 

537. Lehrſatz. Die Oberfläche einer Kugel verhält fih zur ger 
fammten Oberfläche des in fie befchriebenen gleichfeitigen (Wo jede Ke: 
gelfeite dem Durchmeſſer der Grundfläche gleich iſt) Kegels wie 16 zu 9. 

Tacquet Selecta etc. pr. 39. 

Bew. Die Oberfläche der Kugel ift das Vierfache eines Normal: 
kreiſes, die desKegels das Dreifache feiner Grundfläche (506, Zuf. 4). 
Nun verhält fic ſich aber r jener Normalkreis zu dieſer era (a 236) 


‚wie ON : GF —= 60: 0) (209, auf 2) = 06:3 06=4:3, 
alfo Kugelfläche : Regelflähe = = 16: 


ss 
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338. Lehrſſatz. Die Oberfläche einer Kugel verhätt fich zur Ge ° 
fammtoberflähe des um fie befchriebenen gleichfettigen Kegels wied 
u 9. Ä | 
’ Tacquet 1. c. pr. 40. 

Sm. Aus 537 und 528 in Verbindung damit, daß KJz==1 ON 
(ig. 236). | Ä 

Zuf. Die Gefammtoberfläche des umfchriebenen Kegels ift daher 
das Vierfache der Geſammtoberflaͤche des eingefchriebenen. 

Tacquet 1. c. pr. 41. 

539. Lehrfag. Die Kugel verhält ſich zu dem in fie befchrie 
benen gleichfeitigen Kegel wie 32 zu 9. 

Tacquet ]. c. pr. 42. 


Bew. KugelKMDBP: KeglBDIK—=4 0). =: ID. m. > 


— 4 G: LD. KL 
= 16 GV: BD. KL 
== 16 CJ:3.CJ. KL (287) 
— 160):3C)'. 3 CJ (286) 
| = 32:9 
540. Lehrſatz. Jede Kugel verhätt fih zu dem um fie befchrie: 
benen gleichfeitigen Kegel wie 4 zu 9. 
Tacpuet I. c. pr. 44. 


Bew. Kugel KMDIBP . Kegel GOF == 4 KI.CJ): GEF. 0) 
(529, Anm. 2 und 504, Zuf. 2) 16 C): GE. 03 
16 GC: 3 CN. 3 EN 
— 3% CD: 9 EN 
— 32 01:9.8C° 
'=4:9 
Anmerkung. Daffelbe Berhättniß findet au für die Oberflächen uuferer beiden 
Körper Statt, wie man aus 538 erfieht. 
Zuf. Der um eine Kugel befchriebene gleichfeitige Kegel ift alfo 
das Achtfache von dem in die Kugel befchriebenen. . 
Tacquet 1. c. pr. 45. 
941. Lehrfag. Ein gleichfeitiger Kegel und ein gerader Eylins 
der, die beide um dieſelbe Kugel befchrieben find, verhalten ſich ſowohl 


in Abficht auf ihre cubifchen Inhalte als ihre Sefammtoberflähen zu 


einander wie der Cylinder zur Kugel oder wie 3 : 2. 
Tacquet 1. c. pr. 45. | 


Bew. Aus 540, und 535. 

942. Lehrſatz. MWenn ein gleichfeitiger Kegel und ein gerader 
Eylinder beide um Diefelbe Kugel befchrieben find, fo verhalten fich fos 
wohl ihre krummen Oberflächen, ats ihre Grundflächen, als auch ihre 
* Höhen zu einander wie 3: 2. , 

Tacquet 1. c. pr. 46. 


II 
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Bew. Bezeichnet man die frummen Oberflächen von -Kegel und 
Cylinder vefpestive mit O und O’, ihre Höhen mit H und M, ihre 
Srundflächen mit K und K’, fo ift: (Fig. 236) 

0:0'=}GF: KJ (494, 506, 320 und 322) 
— CN: CN 
—3:2 
Ferner: 
H: H OJ:: KI 3:2 
Endlich: 
X: 2X G6F.: 2F 3 c'o. 255 —=3:2 

543. Lehrſatz. Ein Kugelſector iſt inhaltsgleich einem Kegel, 
deſſen Hoͤhe gleich dem Kugelhalbmeſſer und deſſen Grundflaͤche gleich 
der ſphaͤriſchen Oberflaͤche des Ausſchnitts iſt. 

Tacquet J. c. pr. 29. — L. G. VII, 15. 

Zuſ. Bezeichnet daher R den Radius der Kugel und H die Höhe 
des zu dem in Rede fiehenden Sector gehörigen Abfchnitts, fo kann der 
Inhalt des Sectors ausgedrückt werden durch: 

2 
aR.H.m.; = 7:00 

544. Lehrfag. Der Inhalt eines Kugelabfchnitts ift fo groß 
als die Hälfte eines Eylinders und eine Kugel zufammen, von denen 
der erftere gleiche Grundfläche und Höhe mit dem Abfchnitte und die 
letttere ginen biefer Höhe gleichen Durchmeffer hat. Fig. 241. 

. G. VIII, 18. 


Bew. » Bezeichnet R den Kugelhalbmeſſer und H die Höhe PS, 
fo ift: Sector CBRDC —= Segm. BPD + Kegel BDC 


— Segm. BPD + Kreis BRDO . cs 


3 
R— 


3 


H 


’ 





— ©egm. BPD + Kreis BRDO . 


alfo: 
Segm. BPD = Sector CBRDC — Kreis BRDO . R > u (1) 





Nun ift: Kreis BRDO : Kreis ATANM = BS : AC (2) 


und BS — Ps .ps=H/(2R— H), alſo: 
Kreis BRDO: mr R® = (U R— H)H:R? (3) . 
und darum: Kreis BRDO — (QR — H) Hr = 2RHr— H?2# (4) 


Daher au: RHr — } Kreis BRDO + H? . 5 (5) 


Aus (1) und (4) erhält man: 
2 nn __ _ 
Segm. BPD — 2R®Hr (2 R— H)Hr.(R— H) 





— (RHr — —— H (6) 
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Alfo, wenn man den Werth für RHT aus (5) in (6) fubftituiet: | \ 
Segm. BPD = [3 Kreis BRDO + H?. 5 — | . H “ 
— |[% $reis BRDO + en .H 
H3x 


= } Kreis BRDO.H + — 


womit die Richtigkeit unferes Satzes dargethan if. 


Anmerkung 1. Unſer fo eben gefundener Ausdruck madt die Größe des Kugelfeg- 
ments vom Kreife BRDO, alfo von deffen Radius und von H abhängig. Man Fann 
denfelben leiht fo umformen, daß diefe Größe nur von jenem Halbmefler — er heiße 
r — oder von der Höhe H abhängig iſt. Denn es it BB —=PS.pSd. i. nad un 
ferer Bezeihhuung = H (a R— H)—=?2RH — H?; fest man in dem obigen 
Ausdrud für Kreis BRDO, feinen Werth rn, und fubftituirt an die Stelle von r? 
den ihm gleichen Ausdruck 2 RH — H?, fo verwandelt fi) jener in: 

3 
RH®r — 4 Hör + 1 Höx — RH?r — 25 Inh 


Zuf. 1. Jedes Kugelfegment ift gleich dem Unterſchied zwifchen 
- dem Eylinder, deſſen Höhe gleich dem Kugelhalbmefler, und der Ra: 
dius der Grundfläche gleich der Höhe des Abſchnitts ift, und zwifchen 
dem doppelten Inhalt der Kugel, die zu ihrem Durchmefler eben diefe 
Höhe hat. 

Anmerfung 2. Die andere Form unferes Ausdrucks, wo der Inhalt des Kugel- 
fegments nächſt dem Kugelhalbmeſſer bloß vom Radius der Grundfläche des Abſchnitts 
abhängig erſcheint, kann man auf folgende Weiſe erhalten: 

Es iſt, wie wir aus Anm. 1 wiſſen: 

= 2RH — H?2, alſo auch 
H®2 — 2RH + R2 = R®? — r?, mithin 
H—R= + YR? — r? 
der H=R+YVR? — 12 
afo HE = (R + Vü® — 12)” 
Ä =2R®—_ m +2 RVR— 2 „| 
Subftituirt man diefe fo eben gefundenen Werthe für H und H? in dem Ausdrucke des 
Kugelfegments , wie er fi) in der vorigen Anm, findet, nämlich in: 


3 
RH®r — Ze T Hr (R— 


3) 





, 


fo erbäft man; | 
— — R _ 
Kugelſegm. BPDD=(2R?—r? +2RVR? — 12)n.[R— 3 + m VRR? _— 12 


=-;:RR Her Hy VRr—r] 
Zuſ. 2. Ein Kugelabfehnitt ift, je nachdem er größer oder klei⸗ 
ner als Die Halbkugel, gleich der Summe oder dem Unterfchiede aus 
eben diefer Halbkugel und dem Kegel, deflen Höhe gleich der Entfer: 
nung der Grundfläche des Segments vom Mittelpunste der Kugel, und 
deſſen Grundfläche fo groß als zwei Normalkreife und die Grundfläche 
des Abfchnitts zufammengenommen. 
545. Lehr fatz. Der Inhalt eines Kugelftreifens d.h. eines zwi: 
fchen zwei Parallelkreiſen enthaltenen Kugelitüs BDFE Fig. 241 iſt 
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fo groß als ein Cylinder, der gleiche Höhe mit dem Streifen hat und 
deffen Grundfläche das aritömetifche Mittel zwifchen den beiden paral: 
lelen Endflächen des Streifens, zufammengenommen mit einer Kugel, 
"deren Durchmeiler gleich der Höhe des Streifen. 

L. G. VIII, 18. 

Bew. Der Kugelftreifen BDFE ift gleich dem Unterfchiede der 
beiden Kugelfegmente EBPDF und BPD; bezeichnen wir ihre Höhen res 
fpective mit H und H’, die Radien ihrer Grundflächen mit r und r“, 
fo ift nad) 544, Anm. 1, Kugelfiteifen BDFE 


3 
— RH?r — u — (RH'?r — nn 


— Rr (H® — H”) — 5 (As — Hs) 

—=Rr (H® — H®)— 2 (H® — Ho) +7 (H® — Hs) 

=; (H—HY[ORCH+H) — H®—HH'—H”]+ 2 (H’—He) 
=75 (H-H') [QR-H)H+ (2R-HYH) +7 —R (H-HN] 


— r (H—H —Z + 5 (H— HN)3 


womit die Richtigkeit unferes Satzes dargethan ift. 


Anmerfung. Legendre und nad ihm einige andere leiten aus biefem unferem 
Sag ald Hauptfag unfern vorhergehenden, den Inhalt der Kugelfegmente betreffend, 
als Zufag ber, indem fie ſowohl r’ ald FH’ gleih Null fegen. Denn offenbar geht ein 
Kugeljtreifen in ein Kugelfegment über, wenn der Halbmeffer einer feiner parallelen End⸗ 
flächen und fomit au die Höhe des zu ihr als Grundflähe gehörigen Kugelabſchnitts 
bis auf Null abnimmt. Der Beweis für den Hauptjag muß natürlih dann ganz ver: 
fehieden von dem unfrigen geführt werben. 


Vierter Abſchnitt. 
Die regelmäßigen Polyeder, in die Kugel befchrieben. 





546. Um jedes regelmäßige Polyeder läßt fih eine Kugel He: 
fchreiben. ' | 

Anmerkung 1. In den drei letzten Büchern des Euclides finden fi viele diefes Ein- 
und Umbefäreiben betreffende Säge. Alle ftimmen darin überein, daß die Are des in die 
Kugel beſchriebenen Körpers ftets auch die Are der Kugel d. h. einer ihrer Durchmeſſer 
ift, und daß durd die Größe diefer Are auch die Länge der Kanten des Körpers bes 
flimmt iſt. Sol daher in eine Kugel von beftimmter gegebener Größe ein regelmäßi« 
ger Körper befcprieben werden, fo muß man aus der befannten Arenlänge der Kugel 
die Kantenlänge des einzubefdhreibenden Polyeders und dann die Puncte beſtimmen, in 
denen die Een des Polyeders der Kugeloberfläde begegnen. Die beiden folgenden Lehr: 
fäge enthalten das Nähere hierüber, 

Anmerfung 2. Zur Beftimmung der Kantenlänge aus der Länge der Are Tann 
mit Nutzen das angewandt werben, was früher in 478 über die regelmäßigen Polyeder 
beigebracht worden ift. Der Kürze halber fol Fünftig die Are der Kugel und mithin 

v. Swinden Geometrie. - 97 
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auch die des ihr eingeſchriebenen Körpers durch A, die Kante des letztern durch a bezeich- 
net werden. Iſt die Are der Kugel ald Linie (nit durd eine als Maaß für fie gel: 
tende Zahl) gegeben, fo laffen fich aud die Kanten aller ihr eingefehrichenen regelmäßis 
gen Polyeder gleichfalls ald Linien finden. or 

547. Die Größe der Kanten für die fünf regulären Polyeder zu 
finden, wenn die Are der Kugel gegeben ift, in die fie befchrieben wer: 
den follen, und zwar diefe Größe durch Linien ausgedräcdt zu erhalten. 

Auflöfung. Es fei (Big. 242) AB die Are der Kugel, AEB ein 
halber Normalkreis, alfo die Hälfte des Ducchfchnitts der Kugel längs 
der Are. | 


rege 


1. Fuͤr das Tetraeder. 


A=av3 (478, I) 
a—=A.v3=A. 0,8165 
a2 3. A2, oder a2: A? — 2:3 
Diefer Satz finder fih bei Euclides XIII, 13. 
Nimmt man nun AD fo, daß: AD :DB: AB=2:1:3, er 
tichtet die Senkrechte DZ, und zieht AZ, fo ift diefe Gerade von glei: 
cher Länge mit der gefuchten Kante des Tetraeders; denn: 





zD—=AD.D=3.18.% 
ur 
9 
u m3__ y2AB\?, Q AB 
alfo AZ = (5-) + 5” 
_QAB 
= An 


u AZ=ABv2 
Eucl. XIII, 13 und 18. 
U. Für das Dctaeder 
tA =ay?% (478, I) 
alfo A? — Q a2, 
A 
und a = oder a: A=1:1Y09 
alſo a A . 0,7071 
Eucl. XIII, 14, 
Errichtet man auf AB im Mittelpuncte C die Senfrechte CE und 
sieht AE, fo ift letztere von gleicher Länge mit der gefuchten Octaeder: 
— 2 — 2 
kante; da AE — AC + E= = alfo 


AE=ABvtl 
‚Eucl. XIII, 14 und 18. vs 
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II. Fuͤr den Würfel 
if: A =av3 (478, IV), alfo 
A . 
a — v3 — A. 0,5774 
und A? 3 a?, oder a? : A? —=1 : 3 (Euel. XIII, 15) 
Zieht man in unferer 242ten Figur ZB, fo ift diefe von gleicher Länge 
mit der geſuchten Kante des Wuͤrfels; denn 


BZ BD. BA. AB 


alſo BZ — AB vl 
Eucl. XIII, 18. 


IV. Fuͤr das Sfofaeder 


tiA- ‚tr? (478, ID, 
— 2 
— AM. — — — 
alſo a v57 5* A . 0,5255 
2 
und a? — 2A 


5+v5 
Yrimmt man in unferer A49ten Figur AH, welche ſenkrecht auf der Are 
AB, gleich diefer Are, zieht CTH, und dann AT, fo ift Diefe die Kante 
des Ikoſaeders für die zugehörige Are AB. 











Denn CK XT, da CA= 3% AH, alſo B-ACT- 
A(CK-HKT) =20CK, mithin CK = J ABv}}. Es iſt ferner: 
— B B 
AT=AK.AB = (AC— CK) AB = * AB — 
AB 5— A2 (us +t)w5—1 
— V 
2 2VBSMö 2 v5+D)v9 
— 

-Eucl. XHI, 16 und 18. 

V. Fuͤr das Dodefaeder 
IV 
ift A=a. * 2 478, V, 1), 
| v5—1 ‚3— VD 

= . — — A. 
alſo a A 3 A.V 6 0,3563, 
und a? = A? . Ir? 

97 * 
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Nimmt man.daher (Fig. 242) BD = ‚ errichtet die Senkrechte 


DZ, verbindet B mit Z und theilt die Gerade BZ nach dem äußern und 
mittlern Verhältnifle z. B. in N, fo ift das größere NZ der ‚beiden fo 
erhaltenen Stuͤcke die gefuchte. Länge der Kante. Denn es ift: 


NZ — 2 v5 — 1) (213, Anm. 9, 
aber BZ = ABVI, alſo ' 


7 _ v>5—1_ I3—V>__ 


Eucl. XII ,:17 und 18. 

Anmerkung 1. So find alfo durch Gonjtruction die Kanten der fünf regelmäßigen, 
in diefelbe Kugel: beſchriebenen Polyeder beftimmt, 

Anmerfung 2. Es bleibt nun noch übrig, die Gonftructionen der regelmäßigen Po- 
Ineder in die. Kugel felbft nachzuweiſen. 


548. Die fünf regelmäßigen Polyeder in eine Kugel zu befchreiben. 


I. Yuflöfung für das Tetraeder. 
Da AZ (Fig. 242), wie wir gefehen haben, die Tetraederfante 
iſt, fo wird eine feiner Sränzflächen dasjenige gleichfeitige Dreieck fein, 
welches dem Kreife einbefchrieben ift, deffen Radius ZD; nun ift aber: 


— 2 
DR eng, 


49 
alſo ZD:AB=yv2%:3 
oder 2: & 2.3 -0ay2:3 


2 2 
Man fennt alfo den Halbmeſſer des Kreifes, in welchen man ein gleich: 
feitiges Dreieck befchreibt und deffen Ecken mit A verbindet, um das 


verlangte regelmäßige Tetraeder zu haben. 
Euel. XI, 13. 


U. Auflöfung für das Octaeder. 


Tür das Octaeder ift AE, wie wir oben gefehen haben, die Kante; 
alfo EC der Radius des Kreifes, in welchen das Quadrat füch befchreis 
ben läßt, das die gemeinfchaftlihe Grundfläche der beiden vierfeitigen 
Pyramiden bildet, aus denen man das Dctaeder zufammengefeßt den: 
een kann. Man befchreibe alfo einen Normalkreis, der fenkrecht auf 
der Are fteht, in denfeiben ein Quadrat und verbinde deffen Ecken mit 
den beiden Endpuncten der Are, fo hat man das verlangte Dctaeder. 


Eucl. XIII, 14. 
II. Auflöfung für das Ikoſaeder. 


AT if, tie wir willen, die Kante des Ikoſaeders; man befchreibe 
zunächft einen Nichtnormalkreis auf der Kugel, der ſenkrecht auf der 


LT 1% 


| 
| 


| 


| 
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Are und defien Radius = KT =TKC=2AByh—=AB.vAl 
(was ganz auf daflelde mit der Conftruction von Euclides hinauskoͤmmt, 
welcher verlangt, man folle die Are der Kugel AD (Fig. 124) in F fo 
theilen, daß AF: FD — 1:4, und BA ziehen; diefe leßtere fei der 
Halbmeſſer des gefuchten Kreiſes, weil | 


2 AD 
AB=AF.AD= —. Al), alfo AB= AD v4} 


In diefen Kreis befchreibe man ein regelmäßiges Fuͤnfeck BHGDZ (Fig. 
228), und verbinde deffen Ecken mit dem nähern Pol der Are Chier 
. DD; man erhält dadurch fünf gleichſeitige Dreiecke BIH, HJG ıc. 

Don dem andern Pole aus befchreibe man einen zweiten Kreis 
von derfelben Größe, lege durch die beiden Pole und die Ecken des 
Fuͤnfecks BHGDZ fünf Normalkreife; diefe werden die Peripherie des 
jpeiten Nichtnormalkreiſes in fünf gleiche Theile theilen; jeden diefer 

ogen halbire man, und verbinde diefe Halbirungspuncte unter einans 

"der zu einem zweiten regelmäßigen Fuͤnfeck, und jede feiner Ecken fo: 

wohl mit dem zweiten Pol ale mit den beiden ihr zunächfiliegenden 

Ecken des „euftern Fanfecks, und man erhaͤlt das verlangte Ikoſaeder. 
ucl, ‚16% 


IV. Auflöfung für den Würfel, 


Da BZ die Kantenlänge des Würfels,, fo befchreibe man mit DZ 
als Radius einen Kreis, der fenkrecht auf der Are BA; in denfelben 
ein gleichfeitiges Dreieck, und verbinde deflen Ecken mit dem Pole B, 
fo bilden diefe drei von derfelben Ecke auslaufende Kanten des Würfels; 
diefe Conftruction wiederhole man für den zweiten Pol A, d. h. in ei: 
ner Entfernung von ihm gleich BD befchreibe man einen zweiten auf 
der Are fenkvechten Kreis, in ihn ein gleichfeitiges Dreieck, und zwar 
fo, daf jede feiner Ecken in einerlei Ebene mit einer Ecke des entfpre: 
chenden Dreiecks und mit den beiden Polen liegt; verbindet man aud) 
diefe Ecken mit dem zugehörigen Pole A, fo hat man abermals drei 
Kanten des Würfels, und kann num leicht die noch fehlenden ziehen. 

Eucl. XII, 15. 


V. Auflöfung für dag Dodekaeder. 


Die Konftruction des Dodekaeders kann von der des Wuͤrfels ab: 
hängig gemacht werden, indem in jede Kugel beide regelmäßige Körper 
fich fo beſchreiben laffen, daß acht von den Ecken des Dodekaeders mit 
den acht Ecken des Würfels zufammenfallen. Iſt nun in eine gegebene 
Kugel der Würfel auf die vorher angegebene Weife befchrieben,. fo kann 
man das Dodekaeder auf folgende Weife erhalten: Man theile die 
Hälfte der Wuͤrfelkante nach dem aͤußern und mittleren Verhältniffe; 
und trage das größere der fo erhaltenen Stücke vom Mittelpuncte einer 
der Seitenflächen des Würfels aus nach beiden Seiten bin auf der ge: 
raden Linie auf, welche die Halbirungspuncte zweier Gegenfeiten ver- 
bindet; in diefen Durchfchnittsmuncten errichte man auf eben diefer 
Seitenfläche zwei Perpendikel und verlängere fie bis zum Durchfchnitt 


RT ET ST 
* — 
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mit der Kugeloberflaͤche; die dieſe beiden Durchſchnittspuncte Verbin⸗ 


dende iſt eine Kante des Dodekaeders; man erhaͤlt zugleich noch vier 


andere, wenn man jeden ihrer Endpuncte mit den beiden ihr zunächft 
liegenden Ecken des Würfels verbindet. Werfährt man mit den Abris 
gen Seitenflächen des Würfels auf gleiche Weife, fo erhält man die 
fämmtlichen Kanten des Dodefaeders. 

Eucl. XIII, 17. 

Anmerkung. Will man alfo die fünf regelmäßigen Polyeder in diefelbe Kugel be 
föpreiben, fo müffen alle den Kugeldurchmeſſer zur Are haben; es iſt dann nur noͤthig, 
die Kanten zu finden. Durch Hülfe deſſen, was in dem Vorhergehenden erörtert wor⸗· 
den iſt, wird man in den Stand geſetzt, folgende Aufgabe zu löfen. 

549. Die Oberfläche und den cubifchen Inhalt der fünf regelmd: 
Bigen in diefelbe Kugel befchriebenen Polyeder zu beftimmen. Der Ku: 


geldurchmeffer fei, wie in dem®origen, — A, die jedesmalige Kanten: .- 


länge = a; die Oberfläche bezeichnen wir mit O; den Inhalt mit J. 
I. Sür dag Tetraeder. 
a=A.v?3 (547,1) 
0= a2 v3 = 24 (480, Zuf. 9 
v3 RT 


a3 A3 | 


I. Für das Dctaeder. 
—E 8 (547, 11) 
0— 2 a. v3 (480, Zuf. 3) = AR. v3 
A3 


2 
—— 7 


6 
II. Für das Ikoſaeder. 


a A. — — A v6) (547, IV) 


0=5.? v3 (480, Zuſ. 4) 


— 3 — VDSD) V3 (6 —v5)v3 
— A? . — — nn — 
5 us mr. — 


J as. ot (480, Zuf. 4) 





— 48 8 — v5) )vr6+2vd 


2 vo- — u vß o — v5) 
_ v5 
= .3.vG 6 —_ —„)= —A—— 
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IV. Fuͤr den Würfel, 

a — A.VJX 

V 0 2 A? 

li A3 
3v3 


| _ | V. Sür das Dodefaeder. 
v5—-1_, 3— v3 








a — A. 23 — A (547, V). 
0=Bay(l 2 2) (480, 3u.5)=54° 62) 
— 5—V5 
| 521 (—— 
Re CE ER“) 
ps. Ei RES rtv: v5 


Zuf.1. Die Oberfiähen v8 Dodetares und des Ikoſaeders ver: 
halten ſch zu einander, wie die Kanten des Wuͤrfels und des Ikoſaeders. 
4. 


2 


Bew. Om: ns SV?) 522 (2 ra)y3 


5 y5 
3—_y5 
=vi:v 5_yv5 


Zuſ. . Die mbifchen Inhalte des Dodekaeders und Ikoſaeders 
verhalten fich zu einander, wie die Kanten des Würfels und des Iko⸗ 


faeders. 
Eucl. XIV, 5. 


Sem. Inckgmmät Sr(@E4S]), As. na (se 5) 


= ve) 2 —— 





* ara Ivy 6 v5] 
_ 3. 6 — VDS 
=1:2 ar FV56-796- 55 
33 — un 
3,295 
=vt: vos — nn) 
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Zuſ. Z. Bei dem Dodekaeder und Ikoſaeder, welche in dieſelbe 
Kugel beſchrieben ſind, verhalten ſich daher die Oberflaͤchen eben ſo zu 
einander, wie die cubiſchen Inhalte. | 

Zuf. 4. Die Kanten des Würfels und Itoſaeders verhalten fih 
zu einander wie die zwei Geraden, von denen das Quadrat der einen 
jo groß ift als das Quadrat einer beliebigen Geraden und das Quadrat 
des größern Städs von ihr zufammen, welches man erhält, wenn 
man fie nach dem Außern und mittleren VBerhältniß fchneidet, das Qua: 
drat der andern aber fo groß als das Quadrat der genannten Geraden 
und das Quadrat des Heinern bei der genannten Theilung erhaltenen 
Stuͤcks zuſammen. n 

Bew. ft 1 eine beliebige Gerade, g und k das größere und klei⸗ 


nere Städ, die man bei der Theilung nach dem aͤußern und mittlern 


Verhaͤltniſſe erhält, fo ift (213, Anm. 1 und 2) 
| | | 
s=z vs — 1) 
k=58- v5) 
alfo 
3 
va+9:va+wW)=r[P+7w5—-1]: 
v[e+7@- v9] | 
=v {10 —2y5]:v [18 —6v055] 
a. 3(3— v5) 
—1; — 
_ ua -V>5 
=vt: vG —v5 
Zuf. 5. Beſchreibt man in diefelbe Kugel ein Ikoſaeder und ein 


Dodekaeder, und einen Kreis um ein Dreieck des erftern fo wie um 
ein Sünfet des letztern, fo find diefe beiden Kreife gleich. 


Bew. Der Halbmeſſer R, des um ein gleichfeitiges Dreieck, dei: 


fen Seite a, befchriebenen Kreiſes ift— a v3; gehört nun diefes gleichs 


feitige Dreieck einem Ikoſaeder an, für welches der Durchmefler der 
umfchriebenen Kugel A ift, fo ift, wie wir oben faben: 


a — A. 65. alſo 
— — v5 
R=A vl 


Iſt Dagegena‘ die Seite eines re igen $ ⸗ 
gelmaͤßigen Fuͤnfecks, und R‘ der Halb: 
mefler des ihm Hinfchriebenen Kreifes, fo ift: ® 


⸗ 2 
| Rr=ay 5 75) (291, Zuf. 2), 
alfo, weil, „= 


“4 


4 = ’ 
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L,V5-1 
a = AZ 

_ 2aw5-1-_,13—W5 
r=A. vl se =yaler lv) 


alſo R=R. 

Anmerfung. Auf manden Proportionalzirkeln befindet fi eine Linie mit der Auf: 
ſchrift: „corporum regularium inscriptio,‘‘ auf welder die fünf regelmäßigen Polye⸗ 
der’ und die Kugel abgebildet find, Die Entfernung vom Mitfelpuncte des Zirkels bis 
” zum Zeichen der Kugel, ift der Kugeldurchmeſſer, und die Abftände von eben jenem Mits 
telpuncte bis zu den Zeichen ded Tetraeders, Octaeders, Würfel, Ifofaederd und Do⸗ 
dekaeders bezeichnen die refpectiven Längen der Kanten diefer Körper, wenn fie jener 
Kugel eingefäprieben werden. Diefe Abftände müffen demnach in demfelben gegenfeitigen 
Berbältniffe ftehen wie die Linien AZ, AE, ZB, AT, NZ in %ig. 242. 


Fuͤnfter Abfchnitt. 


Bon den Itormal - oder Haupt- Kreifen, die fi auf der 
Oberfläche einer Kugel zieben laſſen, und von der Be— 
ſtimmung des Inhaltes der durch fie gebildeten fphäri- 
fhen Dreiecke und Vielecke. 





550. Lehrſatz. Wenn man im Mittelpuncte C (Fig. 241) einer 
Kugel in den EbenenPApP und PMpP zweier fi fehneidender Normals 
oder Hauptkreife auf ihrer gemeinfchaftlihen Durchfchnittslinie oder Are 
Pp die beiden Sentrechten CA, CM errichtet, fo ift der von denfelben 
gebildete Winkel ACM der Neigungswintel der beiden Kreisebenen und 
fein Maaß der Bogen AM des durch die Endpuncte der beiden fentrech: 
ten Radien gelegten Hauptkreiſes. 

Bew. Aus 418. 

Zuf. Errichtet man in einem vom Mittelpuncte verfchiedenen Pun⸗ 
ete K die Senkrechten KE, KJ und legt durch die Puncte E, J einen 
Kreis EJIF, welcher dem Hauptkreis AMa parallel tft, fo kann auch der 
Winkel EKJ als der Neigungswintel unferer beiden Kreisebenen und 
Bogen EJ als deffen Maaß betrachtet werden. Als diefer Neigungs: 
winfel kann endlich auch der Winkel ZPY betrachtet werden, welcher 
“von den beiden Tangenten gebildet wird, die man an die beiden Kreife 
in ihrem Durchſchnittspunete P zieht. 

551. Erklaͤrung. Sphärifher Winkel bheift derjenige 
intel EPJ oder APM, welchen die Bogen zweier fih fchneidender 
Hauptkreiſe mit einander bilden. 

Zuſ. Ein fohärifcher Winkel iſt alfo nichts anders, als der Nei⸗ 
gungswinkel der Ebenen der beiden Hauptkreife, zu denen die Schens 
tel des Winkels als Bogen gehören. Das Maaß für einen fphärifchen 
Winkel bildet alfo einer der ebenen Winkel, welche im vorhergehenden 
Lehrſatz und feinem Zufaß angegeben find. 
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552. Lehrfag. Ein Scheitel P oder p eines Kugeldurchmeſſers 
hat gleiche Entfernung von allen Puncten im Umfange desjenigen Haupt: 
freifes, auf deffen Ebene der Durchmeſſer ſenkrecht ſteht; daſſelbe gift 
von allen folchen Nebenkreifen, welche mit dem genannten Hauptkreiſe 
parallel find. 

L. ©. VII, 6. ' 

Bew. Die Bogen PA, PM, PN ı«. find alle ald Quadranten 
gleich, und darum auch gleich die Bogen PE, PJ, PL :c., da AE, 
MJ, NL ıc., ale zwifchen parallelen Kreifen enthalten, gleich find. 


553. Erklärung. Pol eines Kugelkreifes heißt derjenige Punct 
der Kugeloberfläche, welcher von allen Puncten im Umfange diefes 
Kreiſes gleiche Entfernung hat. Ä 

L. G. VII, Erkl. 5. | Ä 

Zuf. 1. Seder Kugelkreis hat zwei Pole; fie find die beiden 
Scheitel des auf der Ebene diefes Kreifes fenkrechten Kugeldurchmeſſers, 
alfo um die Hälfte vom Umfange eines Hauptkreiſes von einander 
entfernt. 

Zuf. 2. Bei einem Hauptkreis fteht jeder Pol von jedem Puncte 
im Umkreiſe 909 entfernt. 

Zuf. 3. Der Normaltreisbogen, welcher das Maaß für einen 
fphärifchen Winkel bildet (550, Zuf.) Hat den Scheitel diefes Winkels 
zu einem feiner Pole. | 

554. Lehrfag. Wenn die Ehenen zweier Hauptkreiſe PMp und 
AMa ($ig.241) fentrecht auf einander ftehen, fo ift jeder der vier fphä- 
rischen Winkel, welche an jedem ihrer Durchfchnittspuncte entftehen, 
gleich einem Rechten, und jeder Kreis geht durch die Pole des andern. 

Zuf. Stehen die Ebenen zweier Hauptkreife nicht fenkrecht auf 
einander, fo find die vier an jedem ihrer Durdhfchnittspuncte gebil: 
deten fphärifchen Winkel fchief; zwei diefer Winkel, welche die Lage, 
von Scheitelwinfeln und gleiche Größe haben, find ſpitz, die beiden 
andern, von denen in Abficht auf ihre gegenfeitige Lage und Größe dafs 
felbe gilt, find flumpf; alle vier zufammen find ftets gleich vier Rechten. 

Anmerfung. In diefen Eigenfchaften ftimmen alfo Tphärifhe Winfel mit ebenen 
völlig überein, 

555. Lehrfag. Der fohärifhe Winkel EPL (Fig. 244), den 
zwei von einem Puncte P der Kugeloberfläche auslaufende Normalkreis⸗ 
bogen mit einander bilden, tft immer größer als der ebene Winkel EPL, 
welchen die jenen Kreisbogen zugehörigen Sehnen EP und LP an eben 
jenem Puncte bilden. | 

Vorder. zum Bew. Aus E fälle in der Ebene PaA auf die Are 
Pp die Senkrechte ET, errichte in T auf Pp in der Ebene PLp die 
Sentrechte TU; und ziehe von ihrem Ducchfchnittspuncte mit der Sehne 
PL eine Gerade nah E 

Bew. Da PE>> ET, und PU >TU, die beiden Dreiecke PEU 
und TEU aber eine gemeinfchaftliche Srundlinie haben, fo folgt leicht 
aus 44, daß Winkel ETU > Winkel EPU, alfo, weil ETU das Maaß 
des fphärifchen Winkels EPL ift (551, Zuf.), unfer Saß erwieſen. 

Anmerfung. Diefer Sag findet fi ſchon bei Stevin und zwar in dem Beweife 
für den 14ten Lehrſ. im dritten Bude feiner Cosmographie. 


— u DO 


— — Gb [ww 
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556. Wenn zwei Hauptkreife auf der Sphäre fih fchneiden, fo 

1) gefchieht dDieß immer in zwei Puncten, welche mit dem Mittels 
puncte der Kugel in gerader Linie liegen, oder die Scheitel eineg 
Kugelducchmeffers find. 

2) Beide Kreislinien halbiren ſich gegenfeitig. 

3) Die Kugeloberfläche theilen fie in vier Stuͤcke, von denen je zwei 
einander gegenüberliegende wie PApMP und pEPLp, fo wiepMPEp 
und PApLP einander gleich find. 

Beweis. Aus der Natur der Kugel und des Hauptkreifes. 

557. Erklärung Sphärifhes Zweieck heißt jeder Theit 
der Kugeloberfläche, der, wie PApMP, oder PMpNP von zwei fi 
fhneidenden Normalkreislinien begränzt wird. Die beiden Ecken oder 
Spitzen P, p bilden die beiden Scheitel des Durchmeflers, welcher 
die gemeinfchaftliche Durchfchnittslinie der beiden begränzgenden Nor: 
malkreiſe ift. 

L. G. VII, Erkl. 9. 

Anmerfung. In den Zabrifen, wo die Fünftlihen Erd» und Himmels = Globen 
verfertigt werden, führen folde Streifen, welche wir ſphäriſche Zweiecke genannt haben, 
den Kamen „Kugelſchiffchen.“ Bekanntlid werden die Land- oder Stern = Eharten, 
mit denen man die Globen überzteht, aus folden Streifen oder Schiffen zuſammenge⸗ 
fest, und Iegtere einzeln auf die Kugel aufgetragen. 

558. Erklaͤrung. Kugelſector heißt derjenige Theil einer 
Kugel, weicher von den Ebenen zweier fich fchreidender Hauptfreife 
und dem durch diefe leßtere gebildeten fphärtfchen Zweier begränzt wird. 

L. G. VII, Erkl. 10, 

559. Lehrfag. Der Flähenraum eines Ipbärifchen Zweiecks 
verhält fi zu der Oberfläche der ganzen Kugel, wie fich der fphärifche 
Winkel an einer der Spitzen des Zweiecks verhält zu vier Rechten. 
een dieſes Verhaͤltniß Hat auch jeder Kugelfector zum Inhalt der gans 
zen Kugel. | 

Bew. Wird auf ganz ähnliche Art bewiefen, wie die früähern 
Saͤtze 335 und 336. J 

Anmerkung 1. Bezeichnet man mit Z den Flächenraum eines ſphäriſchen Zweiccks, 
mit B den Bogen, der das Maaß für den ſphäriſchen Winkel iſt, welcher das einzige 
beſtimmende Stück eines ſolchen Zweiecks bildet, und die Kugeloberfläche mit 8, ſo iſt 


alſo, unſerm Lehrſatze zufolge, 


2 = 3608 ° 8 
| BR? 
— —— (320, Zuſ. 1 und 526) 
"B.R?.r 
= 90° 





und man erhält alſo, fobald der Bogen B befunnt ift, den Zlädenraum des Zweiecks 
ald befannten und beftimmten Theil von der Dberflähe der zugehörigen Kugel. Wäre 
z. B. B = 30°, fo hätte man: 
z 30. Rt. _ Rır _4.R®.n _5S 
90% 38 12 12 
d. h. der Flächenraum desjenigen fphärifchen Zweiecks, deffen beftimmender Winfel 30° 
it, beträgt den zwölften Theil der gefammten Kugeloberfläche; alfo denfelben Shell, 
welchen 30° von 360° ausmadın. 
Delambre Abrege d’Astrenomie Lecon IV, $. 74. 
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Anmerkung 2. Es ift au: 
B.R?’.r B.R?. 3,14159265 
Z = og = — — (325, Anm. 4) 
. =B.R?, sin 2 (355, uf. 2) 

560. Erklärung Sphärifhes Dreieck oder Kuget 
Dreieck heißt jeder von drei Normalkreisbogen begränzte Theil der 
Kugeloberflähe. Die begrängenden Bogen heißen die Seiten des 
Dreiecks. 

L. G. VII, 6. 

Anmerkung. Auf ganz aͤhnliche Weiſe, wie die ebenen Dreiecke, theilt man die 
ſphäriſchen in gleichſeitige, gleichſchenkelige, ungleichſeitige. 

Zuſ. 1. Die Seiten jedes ſphaͤriſchen Dreiecks find alfo Bogen 
gleicher Kreife. 

Zuf. 2. Jedes beftimmte gegebene Kugeldreieck gehört zu einer 
beftimmten Kugel, deren Halbmeſſer gegeben ift, und von deren Obers 
fläche das Dreieck einen Theil ausmacht. 

Zuf. 3. Welchen Theil von der Kugeloberfläche der inhalt eines 
auf ihr befindlichen fphärifchen Dreiecks ausmacht, hängt ab ſowohl 
von der Länge der die Seiten des Dreiecks bildenden Normaltreisbogen 
als auch von der Größe der fphärifchen von diefen Bogen gebildeten 
Winkel; fo daß auf derfelben Sphäre ſich nicht zwei fphärifche Dreiecke 
confteuiren laffen, welche fowohl in ihren Seiten als Winkeln, Stüd 
für Stuͤck übereinftimmten, und verfchiedene Theile der Kugeloberfläche 
bildeten d. 5. an Flaͤcheninhalt verfchleden wären. " 


561. Erklärung. Dreifeitige KRugelpyyramide heißt 
derjenige Theil PELC einer Kugel, welcher von einem fphärifchen Dreied 
PEL als Grundfläche und den drei Ebenen PCE, ECL, PCL begränzt 
wird, welche einzelnen durch die Seiten des Dreiecks und den Mittel: 
punct der Kugel gelegt werden. - 

Anmerfung. Sole Kugelpyramiden unterfheiden fih alfo von den gewöhnlichen 
dreifeitigen Pyramiden , wie wir fie im eilften Buche betradytet haben, nur dadurch, 
daß die Grundflädhe nit eben, fondern ſphäriſch ift, und einen’ Theil der Kugelobers 
fläche bildet, fo wie die Pyramide felbft einen Theil der Kugel ausmacht. 

Zuſ. Seder der drei ebenen Winkel, welche die körperliche Ecke 
der Kugelpyramide bilden, deren Spitze mit dem Mittelpunct der Ku⸗ 
gel zufammenfällt, hat zu feinem Maaß die Seite des fphärifchen 
Dreiecks, welche die Ebene des Winkels auf der Sphäre begränzt. 

562. Lehrſatz. Sind in einem Kugeldreieck die drei Seiten 
beftimmt, fo ift dadurch auch die Gräfe jedes Winkels beftimmt; eben 
fo fann, wenn zwei Seiten und-der eingefchloffene Winkel beftimmte 
Größe haben, der dritten Seite nicht mehr eine beliebige Länge zuer: 
theilt werden, fondern ihre Größe iſt durch die gegebenen Stuͤcke voͤl⸗ 
lig beftimmt. _ 

Bew, Fällt man (Fig.243) aus L in der Ebene LCP auf CP die 
Sentrechte, errichtet in B auf CP in der Ebene PCE die Senkrechte 
PD und verbindet D mit L, fo ift, weil Bogen PL und fomit auch 
Winkel PCL gegeben, auch fowohl deffen Sinus LB, als Cofinus CB 
gegeben; in dem rechtwinteligen Dreieck CBD find alfo drei Stuͤcke ges 
geben, der rechte Winkel CBD, der Winkel BED, weil Bogen PE bes 
kannt ift, und die Eathete CB; mithin find auch alle übrigen Stüde 








r 
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gegeben, alfo auch BD und CD; es find alfo nun in dem Dreieck CDL 
zwei Seiten, CD, CL, und der von ihnen eingefchloflene Winkel ge: 
geben, alfo das ganze Dreieck volltommen beftimmt, alfo auch DL ges 
geben; demnach find alle Seiten des ebenen Dreiecks BDL gegeben, 
alfo auch feine Winkel, alfo auch DBL; alfo auch der fphärifche Win: 
tet EPL, für welchen DBL das Maaß if. Daffelbe läßt fich für die - 
beiden andern Winkel des fphärifchen Dreiecks nachweifen. — Sind 
zwei Seiten PL, PE des fphärifchen Dreiecks und der von ihnen ein: 
gefchloffene Winkel gegeben, fo find in dem ebenen Dreieck DBL be: 
ſtimmt LB, DB und ®. DBL, alfo aud) DL; mithin in dem Dreiecf CLD 
alle Seiten, alfo auch die Winkel und auch Seite EL, welche das Maaß 
für einen derfelben ift. 

Zuf. 1. Werden alfo auf derfelden Sphäre zwei Dreiecke befchrie: 
ben, fo Laß die Seiten des einen einzeln den Seiten. des andern gleich 
find, fo find auch je zwei gleich gelegene Winkel gleich und beide Dreiecke 
ftimmen in allen ihren Stäcden volltommen überein. 

L. G. VII, 1& | 

Zuſ. . Daffelde gilt von zwei Dreieden, die auf derſelben 
Sphäre fo befchrieben werden, daß zwei Seiten und der eingefchloffene 
Winkel in ihnen einzeln gleich find. 

Zuf. 3. Aus den beiden vorhergehenden Zufäßen läßt fich leicht 
folgern, daß, wenn man in einem gleichfchenkeligen fphärifchen Dreiecke 
die Spige mit dem Halbirungspunct der Grundlinte durch einen Nor: 
maltreisbogen verbindet, 

1) derfelde ſenkrecht auf der Grundlinie fleht; 

2) den Winkel an der Spise halbirt; 

3) die Winkel über der Srundlinie von gleicher Größe find; 

4) umgekehrt die Seiten gleich fein mäflen, wenn ihre Segenwintel 


gleich find. 
L. G. VII, 15. 


563. Lehrfas. In jedem Kugeldreieck 
1) find zwei Seiten zufammen größer als die dritte; 
2) kann weder eine Seite noch ein Winkel — 180° fein; 
3) find alle drei Seiten zufammen Kleiner ald 3609 oder der Umfang 
eines Normalfreifes. 
L. G. VII, 2 um 4. 

Beweis. Erfter Theil. Aus 561, Zuf., und 430. 

Zweiter Theil. Wäre einer der Winkel eines fphärifchen Drei: 
ecks 180°, fo verwandelte fich daflelbe offenbar in ein Zweieck, hörte 
alfo aufein Dreieck zu fein, eben fo wäre es, wenn eine der Seiten — 
180°. wäre. 

Dritter Theil. Weil (Fig. 244) pE-4-pL>Le, fo iffpE + pL 
+ PE-+-PL>LE--PE-+ BL, di. 360°>LE--PE + PL. 

Anmerkung. Sphäriſche Dreiecke, in denen eine Seite größer ald der halbe Nor= 
malumfreis, und der Gegenwinkel daher größer als zwei Rechte ift, laffen fi allerdings 
conftruiren, aber man Tann die Betradhtung derfelben, wenigftens dem Anfänger, erſpa⸗ 
ven, in fo fern durch jedes Dreieck folder Art zugleid ein anderes beftimmt wird, in 
welchem ſowohl jede Seite als jeder Winkel Fleiner als 180° ift, und welches das eritere 
zur halben Kugeloberflädhe ergänzt, Die Unterſuchung darf fih auf diefes Ergänzungs⸗ 


ill. 
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dreieck beſchraͤnken, indem man aus jeder Eigenfchaft deffelben leicht die entfprechende 
Eigenſchaft des andern Dreiecks berleitet. 
L. G. VII, 19, Anm, 


364. Lehrſatz. Sn jedem fphärifchen Dreieck ift die größte 

Seite diejenige, welche den größten Gegenwinfel hat, und umgekehrt. 

Bew. Es fei im Dreie BAC (Fig. 245), Winkel BAC> ABC; 

und mache W. BAL = ABC; alsdann ift BL = AL, alfo auch BL 

LC—=AL-+ LC>>AC, oder BC > AC; eben fo zeigt man, daß 
BC AB. 

Sft BC > AB, fo muß W. BAC> W. ACB fein, weil das Ge: 
gentheil unmöglich ift; denn, wenn W. BAC—= ®. ACB, fo wäre 
BC —= BA, und wäre W. BAC — W. ACB, fo müßte BC < BA 
fein, aber das eine fo wie das andere widerftreitet der Vorausfegung. 
Aus eben dem Grunde ift auch BC > AC. | 

565. Lehrfag. Die Summe der drei Winkel eines Kugeldrei: 
ecks ift Eleiner als fechs Rechte, aber größer als zwei Rechte. 

L. G. VII, 19. | 

Bew. Erfter Theil. Aus 5683. 

Zweiter Theil. Nach Lehrfag 555 ift jeder Winkel eines fphäris 
fhen Dreiecks größer als der ebene Winkel, den die zu feinen Schen: 
fein zugehörigen Sehnen bilden; alfo ift auch die Summe aller drei 
fphärifchen Winkel größer als die Summe der Winkel des Sehnendrei- 
ecks, alfo größer als IR. 

Zuf. 1. Den Winkel oder Bogen, um welchen die Summe der 
Mintel eines fphärifchen Dreiecks größer ift, als zwei Rechte, nennt 
man fphärifchen Ueberſchuß. on 

Zuſ. 2. Sphärifche Dreiecke unterfcheiden fich alſo weſentlich 
dadurch von ebenen, daß die Summe ihrer Winkel nicht eine conftante 
und für alle diefelbe Größe ift, alfo auch nicht durch zwei Winkel der 
dritte beftimmt wird. 

Zuſ. 3. Sn einem Kugeldreieck können zwei, ja alle drei Winkel 
fowohl rechte als ftumpfe fein. _ 

—* 4. Sind zwei Winkel eines Kugeldreiecks zuſammen 90°, 
fo ift der dritte ein ſtumpfer. . 

566. Erklärung. Ein fphärifches Dreieck heißt recht win⸗ 
felig, fumpfwinfelig, oder ſpitzwinkelig, je nachdem we: 
nigftens einer feiner Winkel ein Rechter, oder ein Stumpfer, oder alle 
drei Winkel fpiße find. 

567. Lehrfag. Verlängert man zwei Seiten (PA, PM Fig. 244) 
eines Kugeldreiecks (PAM) Über die dritte Seite (AM) hinaus, fo ſchnei⸗ 
den fich diefelben nicht eher wieder, als bis jede die Länge eines halben 
Normalumkreiſes erreicht hat, und zwar in einem Puncte (p), welcher 
mit dem andern Durchfchnittspunct die Scheitel eines Kugeldurchmef: 
fers bildet. Diefe fo verlängerten Seiten bilden ein fphärifches Zwei: 
eck, welches durch AM in zwei Dreiecke getheilt wird, die eine gemein: 
fchaftlihe Srundlinie Haben, deren Spigen mit dem Mittelpunct der 
Kugel in gerader Linie liegen, und wo die Äbrigen Seiten und Winkel 
fo befchaffen find, daß je zwei an einander angränzende fich zu 180° 
ergänzen. 





Li 


| 


- Bon den Normals oder Haupt » Streifen 2c. 431 


Bew. Aus der Natur der Sache felbft und aus 554, Zuf. 

Anmerdung. Iſt von den beiden verlängerten Seiten jede 90°, jo werben die 
beiden entftandenen Dreiede vollfommen mit einander übereinftimmen, die Winfel alfo, 
welche die gemeinſchaftliche Grundlinie mit den andern Seiten bildet, alle vier Rechte 
fein; dieß giebt folgenden 

Zufag. Schneidet man auf zwei (nöthigenfalls verlängerten) Sei: 
ten eines fphärifchen Dreiecks von ihrem gemeinfchaftlichen Endpuncte 
aus Stücke ab, von denen jedes gleich dem vierten Theil eines Normal: 
umfreifes ift, und verbindet diefe beiden Puncte, fo bildet diefe Ver: 
bindende mit den beiden Seiten rechte Wintel. 

568. Lehrfag. Verfaͤhrt man mit je zwei Seiten eines fphäri: 
fchen Dreiecks (ACB Fig. 246) fo, wie in dem unmittelbar vorherge: 
henden Zufaß angegeben ift, und verlängert die drei fo erhaltenen Nor: 
malfreisbogen bis zum gegenfeitigen Ducchfchnitt, fo entfteht ein zwei: 
tes fphärifches Dreieck (OMN), welches zu dem erften in folcher Bezie⸗ 
hung fteht, daß jede feiner Spitzen einen Pol für eine der Seiten des 
Urdreiecks bildet, und zu jeder feiner Seiten eine Ecke des Urdreiecks 
als Pol gehört. 

Bew. WeilcI—=CH=90°, fo ift C Pol für den Kreis MIHN, 
und O von DABG, mithin.auh CM—=CN=—=90°; aus gleihem Grunde 
it: AF=AG=AO=AN==090° und BD=BE=BM==BO =90°; 
alfo weil AO=BO —=90°, fo ift O der Pol von DABG, weil AN — 
CN = 90°, N der Pol von FCAJ, endlich, weil BM = CM = 90°, 
M der Pol von ECBH. 

569. Erklärung. Das auf die im vorigen Saße angegebene 
Weiſe entftandene Dreieck MNO heißt in Beziehung auf das Urdreieck, 
deffen Polardreieck oder Supplementardreied. 

" Anmerkung. Den Grund für die erfte Benennung enthält der vorhergehende Lehr: 
ſatz, für die zweite der folgende. 

570. Lehrſatz. Jede Seite eines Polardreiecks ergänzt einen 
der Winkel des Urdreiecks, und jeder Winkel des erftern eine Seite des 
leßtern zu 180°. . | 

Bew. Für den Winkel A ift Bogen FG das Maaß, alfo A + 
ON=FG + ON =0G + FN = 90°. + 90° — 180° und eben 
fo findet man für die übrigen Seiten des Polardreiecks B-+- MO = 
180°, C-+- MN = 180°. | 

Für den Winkel M ift das Maaß der Bogen EH, alfo M+BC 
— EH + BC = EB + CH = 90° + 90° = 180° und auf gleiche 
MWeife: N -+ AC = 180%, O + AB = 180°. 

Anmerkung, Dreied ABC kann alfo auch als das Polardreied und Supplementar- 
dreieck vom Dreied MON betrachtet werden. 

Zuf. 1. Iſt in einem fphärifhen Dreieck die Größe fowohl einer 
‚Seite AB als der beiden an ihr liegenden Winkel A und B beflimmt, 
fo ift auch die Größe des dritten Winkels nicht mehr willtührlich, fon- 
dern völlig beſtimmt. 

Bew. Sin dem zu ABC gehörigen Supplementardreieck find dann’ 
zwei Seiten und der eingefchloflene Winkel beftimmt, alfo auch die 
dritte Seite (562), mithin auch deren Supplement_d. h. der dritte 
Winkel des Urdreierfs. 
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Zuf. 2. Sind in zwei fphärifchen Dreiecken eine Seite und bie 
daran liegenden Winkel einzeln gleich, fo find aud) je zwei der übrigen 
entfprechenden Stücke gleich und die Dreiecke flimmen in allen ihren 
Seiten und Winkeln mit einander überein. 

571. Lehrfag. Zieht man auf einer Sphäre drei Normalum: 
treife beliebig, jedoch fo, daß jeder die beiden andern in zwei verſchie⸗ 
denen Puncten ſchneidet, fo theilen fie die Kugeloberflaͤche in acht ſphaͤ 
riſche Dreiede, von denen je zwei, welche einander gegenüberfiehen 
(und darum auch Gegendreiecke genannt werden), volltommen mit 
einander übereinftimmen. 

Anmerfung 1. Wan konn fid) ſhon Sineidenh von der Riqhtigkeit unferes Says 
bei einer in berfelben Gbene verzeidneten Zigur überzeugen; nod deutlicher ſaut Alles 
in die Augen, wenn man auf einer wirflihen Kugel die Normalkreife conftruirt 3 aber 
aud) ohne Zigur, aus der Natur der Sache felbft läßt ſich die Nichtigkeit des Sader 
——— 2. Je zwei ſolche von dieſen acht Dreiecken, welche unmittelbar an 
einander grängen, bilden zufammen ein ſphaͤriſches Iweieck; und find daher die frühern 
hieher gehörigen Säge auf jie anwendbar. 
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Zuſ. Haben drei Normalkreife einer Kugel eine folche gegenfeis 
tige Lage, daß jeder fenkrecht auf den beiden andern fteht, fo find die 
acht Iphärifchen Dreiecke, in welche durch die Umkreiſe die Kugel: 
oberfläche zertheilt wird, alle von gleichem Slächeninhalt, indem alle 
drei Winkel eines jeden Dreiecks rechte, und alle Seiten Quadrans 
ten find. 

Anmerfung 3. Gleich wie unter den ‚ebenen Winkeln der Rechte als Maaß für 
die Übrigen dient, fo Fönnte man auch die dreifeitige Pörperlihe Ecke, welche durd drei 
auf einander ſenkrecht jtehende Normalkreiscbenen am Mittelpuncte der Kugel gebildet 
wird, als Maaß für die Förperlihden Eden gebrauden. 

Anmertung 4. So wie nun aber für den ebenen rechten Winkel der zwiſchen 
feinen Schenkeln befhriebene Duadrant ald Maaß dient, fo Tann ald Maaß für die in 
der vorigen Anmerkung genannte Förperlide Ede der Theil der Kugeloberfläche oder das 
ſyhaͤriſche Dreied gebraudt werden, weldyes dur die Gränzfläden der ‘Ede beftimmt 
wird, und weldyes, wie wir gefehen haben, den achten Theil der Sphäre ausmacht, wäh 
rend der dem rechten Winfel entfpreddende Bogen den vierten Theil ded ganzen Umkreiſes 
bitdet, Wollte man alfö eben fo wie man den Quadranten in 90 Bogengrade 
theilt, das ſphäriſche Dreieck, welches als Maaß für die dreifeitige rechtwinkelige Edle 
angeſehen werden kann, in 90 Flächengrade theilen, ſo würde die ganze Sphäre 
720 folder Flächengrade enthalten; dieſelben würden bei verſchiedenen Kugeln im zwei⸗ 
fach hohen Berbältnif ihrer Durchmeſſer ſtehen. S. 573, Anm, 

572. Lehrfag. Zieht man auf der Oberfläche einer Halbkugel 
MAPapAP zwei halbe Normalumtreife PMp und AMa, die fih im. 
Puncte M fchneiden, fo find von den vier fo entflandenen fphärifchen 
Dreiecken zwei in M fid) gegenüberficehende wie AMP und aMp zufam: 
men fo groß als das fphärifche Zweieck, deffen "beftimmender Winkel 
eben der Winkel bei M ift, den beide Dreiecke gleich Haben. 

L. G. VII, 22. 

Bew. Denn verlängert man die Bogen Ma und Mp bis fie fich 
zum zweitenmal in m ſchneiden, fo ift MpmaM ein Zweieck mit dem 
beftimmenden Winkel M, aber Dreieck mpa das Gegendreieck von MPA, 
alfo beide gleichflähtg (571, Anm.), alfo auch Mpa 4 MPA — Mpa 
—- ınpa = dem Zweieck MpmaM. 

573, Lehrfag. Der Flaͤcheninhalt eines Kugeldreiecks (ABC 
Fig. 245) verhält fich zur ganzen Kugelfläche, wie der Ueberſchuß feis 
ner Winkelfumme über zwei Rechte zu acht Rechten. 

L. G. VII, 23. 

Vorbereitung. Werlängere die Seiten AB, AC, BC des Dreieds, 
bis fie dem Normalumkreis DEFGHIJ begegnen, 


Zy:S=A:4R 
26): 5 — B: 4 
Z.o) :5 =C: 4 R 
alſo auch Zu + ZB) 4 20 :S—A 
Aber nad) dem vorigen Sage ift: 


Zu) = DAE + HAG 
ZB) — GBF + JBD 
Z«coy = HCJ + ECF 


v. Swinden Geometrie. 
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alfo , 


20 + 2m + Z0)= 2 ABCHABC-HHAG-HECF-+-DBI-HGACF-F-DBCE-H-HABI 


=2A5CH, 
alſo 
2ABCH5:S=A+B+C:AR 


AABC+S:S=AHB-HtC:?2R 

4ABC:S=A+B-+C—2R:?RR 

ABC:S=AH-B-+-C— 2R: 8SR 
Anmerkung 1. Dieſen Lehrſatz ſtellte zuerſt Albert Girard auf in feinem Bude: 
“ Invention nouvelle en Algebre Amsterd. 1629., und zwar in folgenden Worten: 
„Sin Kugeldreied, aus drei Bogen von größten Kreifen gebildet , enthält fo viel Flaͤ⸗ 
hengrade, als der Ueberſchuß feiner Winkelfumme über zwei Rechte Bogengrade ent⸗ 
hält.“ Girard theilte naͤmlich die Kugeloberflähe in 720 gleiche Theile, die er Zid- 
chengrade nannte. S. oben 571, Anm. 4. 

Anmerfung 2. 
A+B-H+-C—2R 

= ar2 horn 4 r?r (mo r den Kugelradius bezeichnet) 
_AHB+C-— 180° 
— 1800 
_ (AH+B+HC— 180° .r?. 3,14159265 

"u 


rex 





— (A+B-+H+C — 1890°% .r?, sin 1" (355, Zuſ. 2) 
ein Ausdruck, welcher den Zlädeninhalt eines Kugeldreiecks in Theilen vom Quadrat 
des Kugelradius darftellt. 
Delambre Abrege d’Astronomie, Legon IV, $. 74. 


Anmerfung 3. Aus dem Ausdrud: , 
AıBc = AtB + C — 180% r®r 
180° 
ergiebt ſich leicht: 


AHB+C— 100 — ARE, 1o00 


ein Ausdruck, durch welchen d ärifche U . i i 
mittelſt ſeines — a ueberſchuß (068, Zuſ. 1 eines Rugelbreiede 

574. Erklärung Sphaͤriſches Vieleck heißt jeder durch 
mehr als drei Normalkreisbogen begränzte Theil der Kugeloberflaͤche. 

L. G. VII, Erkl. 8. 

375. Erklaͤrung. Kugelppramide heißt jeder Theil einer 
Kugel, welcher von einem fphärifchen Vieleck (574) als Grundfläche 
und von den durch die Seiten diefer Grundfläche und den Mittelpunet 
der Kugel gelegten Ebenen als Seitenflächen begränzt wird. 

L. G. VII, Erkl. 11. 

376. Lehrfag. Die Summe’ der Seiten eines fphärifchen Viel: 
ecks A gietner ats der Umfang eines Normalkreifes. o 

. . 5. 


Beweis. Aus 431. 


| 
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577. Lehrſatz. Der Slächeninhalt eines fphärifchen Vielecks 
verhält fich zu der Kugeloberfläche, wie der Ucberfchuß feiner Winkels 
ſumme über fo viel Rechte ald das Doppelte der um zwei verminderten 
Seitenzahl, Einheiten hat, zu acht Rechten. 

VII, 

Sem. ein ſphaͤriſches neck läßt ſich wie ein ebenes nn — 2 
Dreiecke zerlegen, durch Diagonalen, die von derſelben Ecke auslau⸗ 
fen; auf jedes dieſer Dreiecke wendet man den Lehrſatz 576 an. 

Anmerkung. Bezeichnet alfo 3 die Summe aller Winkel eines ſphäriſchen necks, 
F aber defſen Flaͤcheninhalt, ſo iſt: 
F:S=-32—(n—?2)2R:8R. 


28 * 
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Allgemeine Eigenfchaften der Polyeder. 





866. Erfiärung Polyeder beißt jeder von Ebenen begränzte Körper; 
diefe begrängenden Ebenen heißen Gränzfläden oder Seiten des Polyeders ; die 
gemeinſchaftiichen Durchſchnittslinien je zweier an einander ftoßender Gränzflähen Kan- 
ten; die gemeinfhaftlihen Durchſchnittspuncte von je drei oder mebrern Seiten@den; 
die Reigungswinfel je zweier Seiten Flächenwinkel oder Keilez die Mintel der 
einzelnen Vielecke, welche die Gränzflädhen bilden, ebene Winkel der Oberflä— 
be, auch ſchlechthin ebene Winkel. 

867. In jedem Polyeder ijt die Anzahl aller Kanten halb fo groß ald die Anzahl 
aller ebenen Winfel der Oberfläche, 

Zuſ. 1. Daher ift die Zahl, welde die Menge ſämmtlicher ebenen Winkel der Ober- 
flädhe eines Polyeders bezeichnet, ftetd eine gerade Zahl, 

Zuſ. 2. Sind fämmtlihe Seiten eines Polyeders Bielede von ungeraber Seiten- 
zahl, fo muß die Anzahl diefer Seiten felbft nothwendig eine gerade fein. 

Zuf. 3. Bilden die Seiten eined Polyederd Bielede von zum Theil gerader, 
zum Theil ungerader Seitenzahl, fo muß die Anzahl diefer lestern felbft gerade fein. 

Zuf. 4 Wird ein Polyeder von m Dreieden, m! Bieredien, m! Zünfeden, m! 
Sechsecken, mıv Siebeneden ꝛc. begränzt, fo muß 


mtmtltlmw mir... 
ftet8 eine gerade Zahl fein. 
868. In keinem Polyeder ift die Anzahl aller ebenen Winkel der Oberfläche klei⸗ 
ner ald die dreifache Anzahl der Seiten, 
uf. In Feinem Polyeder ift daher F > 4K wenn F und K reipective die An- 
zahl der Seiten und Kanten bezeichnen, 
869. In Feinem Polyeder ift die Anzahl aller ebenen Winkel der Oberfläche klei⸗ 
ner ald die dreifache Anzahl der Eden. 
F Sul. 1. In keinem Polyeder ift daher E >23 K, wen E die Edenzabl bes 
zeichn 
Zuſ. 2. In einem Polyeder kann alſo weder F no E größer. als 3 K fein. 
870. In jeder beliebigen Pyramide ift die Anzahl der Gränzflädgen und Eden zu- 
fammen genommen um zwei größer ald die Kantenzahl. 
Bew. Es fei die Grundfläde der Pyramide ein meck; alddann it: E=m-1, 
Fe en HIiwK=2n,.dpEtrFr=K+2. 
871. Wenn zwei belichige Pyramiden, die ein Paar congruente Seitenfläden bas 
ben, fo an einander gelegt werben, daß dieſe ſich deden, fo ift in dem fo entitandenen 
N ‚Holyeber die Summe der Gränzfläden und Eden um zwei größer als die Menge 
er Kanten, 
Bew. Iſt die eine Pyramide mfeitig und die andere nfeitig, fo ift 
1. entweder, wenn keines der Graͤnzflaͤchenpaare, die den congruenten Seiten zu- 
naͤchſt anliegen, eine ſolche gegenfeitige Lage hat, daß feine beiden Ebenen in eine 
einzige zufammenfallen : 
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F=enti+n+1—-2=m+n \ 
E=m+t1+oa+1—-3=n+n-1 
K=2m+2n-3 
dpE+F=K+?2 
2. oder, wenn ein Paar der genannten Seitenflächen nur eine Ebene bildet, 
Fem+i+n+1-3=-nmn+n-1 
E=m+1+n+1—-3=m+r-—1 
K=2m+2n—4 
alſo auch jgt EHF=K+2 
3. oder wenn jedes Paar der anliegenden Seitenflähen dieſelbe Ebene bildet, 
Fem+itn+41-4=m+n-2 
E=m+1+n#1—-3=m+n-1 
K=?2m+2n-5 
dpoEHF=K+2 Pi 
4. oder, wenn nicht blos ein Paar Seitenflaͤchen eine einzige Ebene, fondern auch 
ein Paar ihrer Kanten eine einzige gerade Linie bilden, fo werden dann aud die 
beiden Grundfläden nur eine Gbene ausmachen, daher if. 
Femtitn+1-4=n4n-2 
E=m+ti1+n+1-4=m+n-2 
K=2m+2n—6 
de E+F=K+2 
5. ober endlich, wenn für beide Paare der anliegenden Seitenflähen das Statt fin- 
det, was wir fo eben (4) nur für ein Paar annahmen, 
F=em+ti1+n+1-5=m+n—-3 
E=m+1+2+1—-5=m+n-3 
K=2m+2n—8 
dpE+F=K+2 
und fomit die allgemeine Gültigkeit unſeres Sates erwiefen. 


olgeber y 

ihre Kage fo € teigungswinfel Die Größe von zwei Rechten erreicht, 
. 8. daB fie 1e Hilden, 10, wird Das Polyeder in Dielem neuen 
juftande zwar —— augteich auc) eine Kante weniger als vorher 

ben, halte ( ın erfien JuRande Die Eigenfaaft, F=K +3, 

fo wird es die n zweiten befipen. Daffelbe gilt, wenn m Paare an 


Wenn man wei Pyramiden mit ziel Seitentäcem, bie congruent find, an ein⸗ 
ei 





£ 
Berminderungen alfo, weiche Eden, Gri nähen und Santen in die: 
en , fin! B 


der Eten werden weniger 1 
der Gränzkächen werden weniger 2 
der Kanten werden weniger 2 


ifo Ife Berluft, den die Kanten erleiden, fo ats di ruf die Eder 
ee, ae al a ie Bertut, N Eden 


vorhanden wären, welche pei dem Zufammentegen der Polyeder mit zwei congeuenten 
RER en, einfache, Grhenenwinte bildeten 19 wolaben baduray 6 — 
ränghächen nom 2 a und d " 


872. Wenn man mit einem Polyeder, welches dadurch entftanden ift, daß man 
» Pyramiden auf die im vorigen Sage angegebene Weiſe verbindet, und in weldhem die 
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Summe der Een und Gränzflädren die Anzahl der Kanten um zwei übertrifft, noch 
eine (u + Vte Pyramide auf eben diefe Weiſe verbindet, fo ift aud in dem neuen, fo 
erhaltenen Polyeder, EHF=K+2 
Bew. Wenn wir in dem erfien unferer beiden in Rede ſtehenden Polyeder die Au⸗ 
zahl der Ccken, Gränzfläden und Kanten refpective mit E, F, K, in dem andern mit 
E', F’, K’, und in dem aus der Werbindung von beiden entjtehenden Polyeder mit 
E“, F’', K’' bezeichnen, fo iſt, wenn die beiden verbundenen Polyeder nur mit einem 
Paare ihrer Gränzflähen zufammenfallen, und überhaupt Gränzflähen, Eden und Kan 
ten die möglich Pleinften: Werminderungen erleiden, offenbar: 
E'Y=E+E—3 
M=-F+P-2 
KI=K+K-3 
adfoR’”+FFF=EHF+E+F—5 
=-K+2?2+E+2—-5 
=K+K—_3+2 
=K"+2 
Deden fih aber in unfern beiden Polyedern aufer dem einen Paare der Gränzfläden, 
mit denen fie zunädhft an einander gelegt werden, aud noch r andere Paare, und man 
Degeißnet die Diefem Zalle zugehörige Menge der Gen, Gränflähen und Kanten dee 
neuen Polgeberd mit E", F’’, Kir, fo ift dann 
pm Fl _r ö 
Bu Rt —2r 
KuoK"_3r 
afo up Et + FH= Kt" +2 
Ganz ohne Ginfluß auf die Richtigkeit unfered Sates, bleibt wie in der Anmerk, zum 
vorigen Gage ausführlich gezeigt worden it, der Umftand, wenn bei dem Zufammen- 
iegen der Zolpeder Kine geößete Angadt von Kanten 016 nötig IR, verfäminben, und 
wenn eine beliebige Anzahl Paare dreifeitiger koͤrperlicher Een in ihr bindung fich 
zu einfachen Flachenwinkein umgeftalten; es ift alfo dadurd die Richtigkeit unſeres Gar 
des für alle Fälle erwiefen. 
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ägt, ald Die Figur Seiten hat weniger 4 R, alfo in alten Gränzflächen aufamımen 
beivägt fo de sa als ale dieſe Flächen aufammen Seiten haben d. 8 viermac fo 
viel Rechte ats das Polyeder Kanten hat, weniger fo vielmal 4 R als ed Srängfächen 


giebt, fo hat man aud;: Zuo=4R.K-AR.F, 


alfo au 

a AR.K—4R.F=4R.E— 8R 

und daraus: & — F=E— 20dtE+- F=K-+ 2. 
Unfer Proiectiondnep Hört, wie man leicht fießt, auf, die Sevhngengen au erfülten, 
auf die fih_der vorfiehende Beweis fügt, wenn das betrachtete Polyeder zu den oben 
erwähnten Ausnahmen gehört. 

Anmerkung 7. Der folgende einfache Beweis iſt vom Profeflor Granert. Wenn 
man von einem betiebigen aufammenhängenden Sigurenneg , das aus F beliebigen ge 
gadlinigen Bielecken gebildet wird, E Edpuncte und K_gerade Linien enthält, eine der 
außern Figuren, welche e Edpuncte mit den übrigen Bieleden nicht gemein Hat, Hin: 
wegnimmt, und mit F’, E', K’ refpective Die Anzahl der Bielefe, Edpuncte und 

anten in dem übrig ebtiebenen Nehe bezeichnet, fo folgt aus dem, was oben in 
Anmerk. 5 erörtert worden, daß: 
r=-FrF—1 
EF=-E-— e 
K=K — (e + 1)» 


alſo auch +F—- K=-EHF—K 
iſt; es ändert alſo der Ueberſchuß der Zaht, welche die Summe von Eckpuncten 
und Figuren * Pd über Die Anzahl der geraden en dadurch nicht im Gering: 
ten, daß man eine Figur von dem Nehe wegnimmt, mithin bleibt jener Ueberſchuͤß 
auch ungeändert, wenn man noch eine zweite, dritte, vierte 2c. Figur hinwegnimmt. 
Sept man aber diefes Wegnehmen fo fange fort bid nur noch eine einzige Ftgur übrig 
it, fo I dann offenbar, weil E=K, und F = 1, der in Rede ftehende Ueberfchuß der 
ginbeit gan. und mithin iß aügemeinE+F— K=l. Hat alfg ein Polyeder E 
den, E Sränzfächen und K Kanten, und man denkt fich eine der Gränzfäcen hin: 
weg, fo enafieht offenbar ein Neg, in weichen F — 1 Bielede, E Edpuncte, und K 
gerade Linien fih finden, es ift aifo 
E+F-1- Kat 
d.LE+F=SK +32 
Gegen bie aligemeine Güttigkeit dieſes Beweiſes läßt fich Daflelbe erinnern, was vor: 
ber in Anm. 5 gefagt worden iſt. \ 
874. In jedem Euler'ſchen (873, Anm. 2) Polyeder ſchließt die Summe aller 
ebenen Winkel der Oberflaͤche fo vielmal vier Rechte in fi, fo viel die um zwei ver 


minderte Eckenzahl Einheiten hat, 
Bm. Gift: = (K— MAR (873, Am 7—) = (E— DAR. 
875. In Peinem Euler’fhen Polyeder Tann die um ſechs vermehrte Anzahl der 
Kanten größer ald das Dreifadye der Gränzflaͤchenzahl oder der Eckenzahi fein. 
868 und 869 — 873. 
Zuſ. 1. Bezeichnen daber @, 3, y, 8... +. . beliebige ganze Zahlen, Null mit 
eingeſchloſſen, fo ift in jedem Eulerihen Polyeder: 
3F=Kt+6+« 
Zuſ. 2. Da in allen Poydeng F-y=K=3E+ 8 ift (863, Zuſ. 
und 869, Zuf.), fo ergiebt fd) aus Zul. 1. aud: 
F=4+}j(c+Yy 
E=4+30+4 28 
d. d. in einem Polyeder kann die Anzahl der Gränzflächen eben fo wenig ald die der 
Eden Fleiner als 4 fein, - 
J. Zuſ. 3. Die dreifeitige Pyramide ift daher das einfachfte unter allen möglichen 
golpebern, an mithin für die Stereometrie daffelbe, was das Dreieck für die ebene 
eometrie ift, | 


fehledene beftimmende Stüde unterfcheiden, nämlich 1) vier Sränzrächen, 2) ihre ſechs 
Slächenwintel, 3) fehs Kanten, 4) 15 Kantenwintel d. b. folhe Wine ea 


- .. —— — — — 
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K=-6+3(@. +8 +Y+D8 


Niemals kann daher die Kantenzahl eines ſolchen Polyeders Eleiner fein als 6. 
876. Es giebt Fein Euler'ſches Polyeder, in welchem entweder E+4>72F, 


oder F4+4> 2E märe. 


Zuſ. 1. In allen folden Polyedern ift daher: 
2E=F+4-+oa 
wd2F=E+4+3B 
Zuſ. 2. In keinem Euler'ſchen Polyeder kann demnach die Anzahl der Ecken grö« 


Ber als 2 F — 4 und Heiner als 5 + 2, fo wie aud die Anzahl der Gränzfläden 


nie größer als 2E — 4, und nicht Eleiner ald 5 + 2 fein kann. 
ul. 3. In feinem Eulerſchen Polyeder Fann die Anzahl der Kanten größer als 


3F— 6, und Heiner als 3 F fein. 


Zuf. 4. Dagegen Fann die Menge der Gränzflächen nie größer ald 3 K und nie 


Meiner als F + 2 fein, 


877. Wenn ein beliebiges Euler'ſches Polyeder zu feinen Sränzflähen a Dreicke, 
b Bierede, c Fünfecke, d Sechsecke 2c. hat, und wenn unter feinen Eden a dreifeitige, 
B vierfeitige, Y fünffeitige, & ſechsſeitige 20, fi) finden, fo ift: 
F=-atb+c+Hdtertfrtg-+.... 
E=-a+E+Yr+5+c+t+nt-.... 
2K=3a +4b+5c+6d4+7e+8f-+9:5 +... 
2K=3a+48B4+5Y+65+7e+85+49n+.... 


adljo,wüE-F=K-H+?% 


2 @+b+c+dte+...)=4+a+28+3Y7+43+5C+ Ba 2%) 


2 +84 +5 +c+...) = 4ta+2b+30+4445e+.. 


und daraus 


etetetshe 2 ah 23h 
Htetrt.=2[.H44l2— (N 2849) 3m] 


Hieraus folgt: 


878%. Bei jedem Euler'ſchen Polye⸗ 
der Fönnen die Gränzflähen mit ungerader 


. Seitenzahl nur in gerader Anzahl vorban- 


den fein. 


8786. Bet jedem Euler'ſchen Polye⸗ 


der Fönnen die Eden mit ungerader Kan⸗ 


tenzahl nur in gerader Anzahl vorhanden 
fein. 


879. Durch fucceffive Elimination von a und « aud unfern beiden Gleichungen (X), 


erhält man: 


3a+2b+c=12-+(e+ 25439 +..)-+20(b+20+3 et! 9 
3at2ß-+Y=12-H(e+2f+335+-..)4+2ß+2Y+35+4e+ -- ( 


und folgert hieraus; 

880%. &5 giebt Fein Euler’fches Po⸗ 
Igeder, in welchem jede Graͤnzflaͤche mehr 
als fünf Seiten hätte, 

881%. Jedes Euler'ſche Polyeder, das 
weder vierfeitige noch fünffeitige Gränzflä- 
den bat, muß mwenigftens vier dreifeitige 

en 


88328. Jedes Euler'ſche Polyeder, 
dem breifeitige und fünffeiiige Sränzfläden 
fehlen, hat wenigftens ſechs vierfeitige. 

8838. Kein Euler'ſches Polyeder, 
dem dreifeitige und vierfeitige Graͤnzflächen 
fehlen kann weniger als zmölf fünfleitige 

aben. 


880b. Es giebt Fein Euler'ſches Pos 
lyeder, in welchem jede Ecke mehr als 
fünf Kanten hätte. 

881b. Jedes Euler'ſche Polyeder, 
das weder vierkantige noch fünffantige 
Eden hat, muß wenigftens vier dreikan⸗ 
tige haben, | 

ES. Jedes Euler'ſche Polyeder, 
dem dreifantige und fünffantige Eden fehs 
len, bat wenigftens ſechs vierfantige, 

8336, Kein Euler’fhes Polyeder, 
dem dreifantige und fünffantige Eden feh⸗ 
len, kann weniger ald zwölf fünffantige 


haben, . 
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8842. In jedem Culer ſchen Polyes 
der, velches won lauter Dreieden begrängt 
wird, und feine andern ald dreifeitige und 
fehbfeitige Een hat, muß die Anzahl der 
breifeitigen vier betragen. 

8858. Hat ein Culer'ſches Polyeder, 
telcheö von lauter Dreieden begrängt wird, 
feine andern Gen ald vierfantige und 
fechekantige, fo beträgt die Anzahl der 
viertantigen ſeos. 

8868. Hat ein Gulerſches, von lau⸗ 
ter Dreieden begränzte, Polheder Feine 
andern Caen als fünftantige und fehstans 
tige, fo it die Anzahl der fünftantigen 
zwölf, 
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884. In jedem Euler’fhen Polys 
der, welhes lauter breifantige Ecen Hat, 
und zu feinen Gränzfläden Peine andern 
lb Dreiede und Sehöede, müffen der Dreir 
eite vier fein. 

&85b, Hat ein Culer ſches Polyeder, 
deffen Een fümmtlid dreitantig find, Feis 
ne andern Gränzfläßen, ald Bierede un 
Seite, fo ft die Anzahl der MBierere 
ſehe 

8068. Pat ein Euler ſches, in lau⸗ 
ter dreifantige Gen ausgehende®, Polne: 
ver Beine andern Gränzflähen als Fünf: 
cde und Schöete, fo it die Anzahl der 
Zünfede zwölf, 


887. Gliminirt man aus einer unfern obigen Gleijungen (X) b, fo verſchwindet 


zugleich auch B, und man erhält: 
ata=8+c+24+3ce+4f+ 
Hieraus folgt: 





+r+25+3°+4C+.... ® 





888 Cs giebt Bein Guler ſches Polyeder, in welchem vreifeitige Gränzflähen, 
und dreikantige Teen zugleich ganz fehlen; vielmehr müß in jedem ſolchen Polpeder die 
Baht von beiden zufammen wenigftens acht betragen. 


8898. Iedes Guler’fhe Polneder, 
welches fein Dreieck unter feinen Gränz- 
flachen hat, enthält wenigftens acht dreis 
Tantige Gen. 

890°. Wenn ein Euler’fhes, von 
lauter Biereden begränztes, Polyeder Feir 
ne andern Ecken hat als dreifantige und 
vierfantige, fo ift die Anzahl der dreitan- 
tigen acht. 

891. 
giebt ſich: 


‚Hieraus folgt: 

8928. Hat ein Culer'ſches Polyeder 
unter feinen Graͤnzflächen weder Dreiede 
noch Bierede, fo hat ed unter feinen Eden 
wenigftens zwanzig breifantige. 

8938. Wenn ein Euler’fhes, von 
lauter Fünfecken begränztes, Polyeder kei⸗ 
ne andern als dreifantige Eden hat, fo 
iſt die Anzahl diefer Ieptern zwanzig. 


„Anmerkung 1. 


and jeden den mic im 
die Wörter &en und 


8895. Jedes Guler’fche Polyeder, 
weldes unter feinen Ceten keine breikantige 
hat, enthält wenigſtens acht dreifeitige 
Gränzflähen, 

890b. Wenn ein Euler'ſches, in lau⸗ 
ter vierkantige Eden ausgchendes, Polyc- 
der Feine andern Gränzflägpen hat als Dreis 
ede und Bierede, fo ift die Anzapl der 
Dreiede acht. 


Durd) Glimination von e und y aub unfern obigen Gleihungen (X) er- 


4a+25+a = 20+2(d+2° 43-454.) +28 +57 +84 11c+ 
4a+22 +2 = 2042 +2 43, 4m+ + b+ScH8d+ 1ie+ 





} co 





SID. Hat ein Euler ſches Polyeder 
unter feinen Ecken meder dreifantige noch 
vierfantige, fo hat c& unter feinen Gränz« 
flaͤchen wenigftens zwanzig Dreicde. 

8936. Wenn ein Euler’fes, in lau⸗ 
ter fünffantige Ecken auögehendes, Polye⸗ 
der Beine andern Gränzflädhen als Drei» 


ee hat, fo ift die Anzahl diefer Iehtern 
zwanzig. 
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894. Solcher Polyeder, in denen alle Graͤnzflächen gleich viel Seifen und alle 
Eden gleich viel Kanten haben, Tann ed nicht mehr als fünf geben, 

Bew. Die Gränzfläden ſolcher Polyeder können nur entweder Dreiecke, oder Vier⸗ 
ecke, oder Zünfedez und eben fo die Eden nur dreikantig, oder vierkantig, oder fünf: 
Fantig fein. (X. 880) 

Kur in dem Zalle, wo die Graͤnzflächen dreifeitig find, Eönnen die Eden entweder 
auch dreifantig (Ietraeder), oder vierfantig (Octaeder), oder fünffantig (Ikoſaeder) 
feinz find dagegen die Gränzflähen vierfeitig oder fünffeifig, fo Finnen dem frühern 
Sage X. 888 zufolge die Eden nur dreifantig fein (Hexgeder, Dodefaeder). 

Anmerkung. Man vergleiche hiermit den Lehrfag 876 im eilften Buche. 

895. In jedem Vetraeder enthält die Summe aller vier Koͤrperwinkel doppelt fo 
viel Zlähengrade (571, Anm. 4) ald der Ueberſchuß ſämmtlicher Zlächenwinfel oder Keile 
über vier Rechte Bogengrade in fi faßt. . 

Bew. Bezeichnen wir die einzelnen Eden beziehbungsweife mit A, B,C, D, fo 
daß nämlich diefe Symbole Zahlen bedeuten, die fi auf den ſphäriſchen Detanten als 
Einheit beziehen, die refpectiven Gegenflädhen diefer Eden mit a, b, c, d, den Rei» 
gungswinkel von a und b mit (a,b) und auf ähnliche Weife die fünf übrigen, wo diefe 
mol Bablen bezeichnen, welche den Quadranten zur gemeinfchaftlihen Einheit haben, 
o ift: 

A = (b,c) + (b,d) 4 (c, d) — 2 (573, Anm.1) 

B = (a,c) + (a,d) + (c,d) — 2 

C = (a,b) + (a,d) -+ (b,d) — 2 

D= (a,b) + (ac) + (b,c) — 2 
Alſo wenn wir die Summe aller Körperwinfel mit S, die aller Zlähenwinfel mit Sbe⸗ 
zeichnen, . 

896. In jeder nfeitigen Pyramide enthält die Summe aller Körperwinfel fo viel 
Flaächengrade als derjenige ebene Winfel Bogengrade hat, welder gleich ift dem doppel⸗ 
ten Ueberſchuß aller Flächenwinkel oder Keile der Pyramide über die Winfelfumme eines 
ebenen Bieleds von n #1 Seiten. 

Bew. Eine nfeitige Pyramide läßt ſich durch Ebenen, welche man durch die Spige 
und durch Diagonalen der Grundfläche legt, in (n— 2) Tetraeder zerlegen; bezeichnet 
man dur S,, 82, S, -.. Sm — 2 die- reipectiven Summen der Körpermwintel und 
durch Z,, %g, 35... a — 2 die entiprehenden Summen der Flächenwinkel diefer ein 
zelnen Vetraeder, durch S und 3 aber die reipectiven Summen eben diefer Winkel für 
die ganze Pyramide, fo ift: 

s,=?2 (2, — 4) 


S,=2,— 


. S-2=2 (Zn—2 — 4) 
as, +5, ... +S2= 25, +3 +: + 22 - (- 2) 
fm s—=-s, +5, +5, + --- 9-2 
und weil an jeder der n—3 Diagonalen der Grundflädhe der Pyramide zwei Flächen⸗ 
winkel liegen, die zufammen zwei Rechte betragen, und die nur in den einzelnen Setracdern 
aber nicht in der ganzen Pyramide vorkommen, 
z=-23, +2, +23, +... 3-2 — (2 —3)2 


S—-2[UE-+m —-3)2— a— 293 
=?2[2 —(n — 1) 2. 

897. In jedem Euler’fhen Polyeder d. h. in jedem Polyeder, weldes ſich von 
einem Puncte aus, den man innerhalb deffetben annimmt, in lauter Pyramiden zeries 
gen läßt, enthält die Summe aller Körperwinkel eben fo viel Flähengrade, ald Bogen- 
grade der ebene Winkel enthält, welder gleich tft dem doppelten Ueberſchuß der Summe 
aller Flächenwinkel oder Keile des Polyeder über die Winkelſumme desjenigen Vielecks, 
das eben fo viel Seiten als das Polyeder Gränzflächen bat. 


mithin 


ee“ 


N 
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Bew. Nehmen wir an, das Polyeder enthalte nad der Zerlegung a breifeitige, 
b vierfeitige, c fünffeitige u. |. w. Pyramiden, fo ift, wenn die Summe der Körper: 
winfel in denfelben refpective durch 
(8,), (8.), (8.) . ...., die Summen der Flächenwinkel aber durch 
(3,), CRXR.), (X.) ...., durch S und > endli die Summen der Eden und Keil 
des Polgederd bezeichnet werben, 
S)=?2?[2)—2.2a]. 
$S,)= 2? [2,) —-3.2b] 
$S)=2[2,)—4:.2c} 





a 


Die Summe der Körperwinfel aller Pyramiden ift mun offenbar Heiner als die Summe 
der Körperwintel des von jenen gebildeten Polyeders und zwar um alle die Winkel, wel⸗ 
de um den Punct berum liegen, von welchem aud das Polyeder zerlegt wurde, umd 
welche mithin zufammen acht (körperliche) Rechte betragen. Eben ſo gehören die Keile, 
die bei den einzelnen Pyramiden erſcheinen, nicht ſämmtlich dem ganzen Polyeder an, 
fondern ed fehlen diefem alle diejenigen, welche um die ſämmtlichen den Punct innerhalb 
mit den Eden verbindenden Geraden berumliegen, alfo zufammen fo vielmal 4 R betra 
gen, jo viel Berbindungölinien d. h. fo viel Eden in dem Polyeder vorhanden find 3 es 
fei Die Anzahl diefer Iegtern E. Demnad erhalten wir 


8 = (8,) +) +()+----:-—8 
alfo z=(2,)+@&,)t+tQ&)t+---- — 4 E, 
SASBSSIAAE—2QGaATBPBLäACABSOd ..... ) 


8—2I1242(2E—2za — 3b — 40 — 5d — .. — 2) 
Aber der frühern Gleichung (X) in X. 877 zufolge iſt: 
f 2E=4t+a+2b+3c+4d+ .. 0.0.0. 
alfo 


S—-2[—- 2a+b+c+Hd+t... — 2])=2[ —-2(F — 29] 
wenn man nämlid mit F die Anzahl der Gränzflädgen bezeichnet, 

uf: 1. In jedem Eulerfhen Polyeder enthält die Summe aller Keile mehr Bo: 
gengrade als die halbe Summe aller Eden Flächengrade. 

uf. 2. Wenn man von der Zahl, melde die Menge der rechten Winkel bezeich⸗ 
net, die die doppelte Summe aller Keile eines Culer'ſchen Polyeders in ſich fchließt, Die 
Zahl abzieht, welche die Menge der ſphäriſchen Detanten angiebt, die die Summe der 
Eden diefes Polyeders in fi faßt, fo ift diefer Unterfipied viermal fo groß als der Ue⸗ 
berſchuß der Kanten über die Eden; alfo in Zeichen ausgedrüdt: 

22—-S=4(K—E) 








Zuſ. 3. Iſt ein Polyeder von lauter neden begränzt, fo it K = S 7 E alfo 
F-2=K-E=-"2Ö-E, alfo 
_ 2 (E—n) 
mie nz 
nd 235-2 Em 
n—2 


alfo wenn ed lauter Dreiede find 
s=-2232—8(E — 3) 


s=-22—4(E—4) 


Zuſ. 4. Iſt ein Polyeder regelmäßig, jeder feiner Körperwinfel = W, jeder feis 
ner Keile = w, fo ift! 


S=-E.W,2=-K.w,.alf 
2Kvw— E.W=-4F—)V=4K— E 


. 


und wenn es Bierede find: 





= 
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Zuſ. 5, Demnach ift: 

für das. regelmäßige Tetrader: 12 w — AW= 8 alſo z — W— 
— — — — Sttcttaeder: 24 w — 6 W — 24, alſo 4 w — We 
— — — — Ikoſgeder: 60 w — 12 W— 7, alſo 5 — Wo 
— — — — Hexageder: 24 w — 8W z 16, alſo z — WV— 
— — — — Dodekaeder: 60 w — 20 W— 40, alſo z — W—2 

Die drei regulären Polyeder, Tetraeder, Würfel und Dodekaeder ſtimmen alſo in ver 
Eigenſchaft überein, daß in jedem der Körperwinkel fo viel ſphäriſche Detanten in fich 
faßt, um fo viel redhte Winfel das Dreifache eines Flächenwinkels zwei Rechte übertrifft. 


Anmerkung. Der Grund diefer Hebereinfiimmung liegt in den Dreifantigen Eden 
dieſer Polyeder. 


898. In jedem Euler’fhen Polyeder iſt die Zahl, melde die Menge der. rechten 
Winkel bezeichnet, die die doppelte Summe ſämmtlicher Keile und die einfahe Summe 
aller ebenen Winkel der Oberfläche zufammen in ſich fehließen, größer ald die Zahl, wels 
che beſtimmt, wie viel ſphäriſche Detanten fämmtlihe Eden zufammen in ſich fließen, 
und zwar größer um das Bierfadye der um zwei verminderten Kantenzahl; alfo wenn man 
die Summe der ebenen Winfel der Oberfläche mit S bezeichnet : 

2232+&%=S+4(K— 2 
Bew. Aus den beiden frühern Sägen, denen zufolge 
22—-S=4K-—BE 
und S — 466 — 9 


Zzuſ. An jedem Tetraeder iſt daher: 
22+8—S=16 

899, In jedem Euler’fen, von lauter neden begränzten, Polyeder ift: 
s-224+.+5,=8 

Bew. Aus dem frühern Sage X. 897 in Verbindung damit, daß S—=(?2n—A)Fift, 

Zuſ. Iſt alfo das Polyeder von lauter Dreiecken begränzt, jo ift: 

s—-838=2(2 — 8) 

900, Zür jedes Culer'ſche Polyeder iſt, wenn man mit S’ die Summe aller der⸗ 

jenigen äußern d. 5. durch Erweiterung der Gränzflähen über die Eden hinaus entjtan- 

denen Körperwinfel bezeichnet, welche nicht Scheitelwinkel der innern Körperwinkel, und 

von denen auch nicht zwei Scheitelwinfel unter einander find, 


S’-2Z=4A4K 
Bew. Aus dem frühern Sage A. 897 in Verbindung damit, daß 2 (SH SN) 
=8E. 
Zuf. In jedem Euler’fhen Polyeder ift daher S’4-2 > eine dur 4 theilbare 
Zahl. 


iſt. 


Anmerkung. _ Die letztern Säge (895 — 900) find vom Profeſſor Grunert, und mit: 
getheilt in dem Crelle’fyen Journal V, pag. 37 sqq. 
901. Erklärung. Fällt man aus den Eden eines ebenen Vielecks auf eine 
beliebige Ebene Senkrechte, fo bildet dasjenige Viele, weldhes zu feinen Eden die Fuß⸗ 
puncte diefer Senkrechten hat, die orthographiſche Projection des erftern, 
902, Lehnſatz. Der FZlähenraum eines Vielecks verhält fih zu dem feiner or= 
thographiſchen Projection, wie der sinus totus zum Gofinus des Neigungswinfels der 
Ebenen beider Vielecke. u 
Bew. Aus dem frübern Satze X. 393 weiß man, daß der Anhalt eines Vielecks 
dargeftellt werben Tann ald die halbe Summe mehrerer Rechtecke, deren beftimmende 
Seitenpaare erhalten werden, indem man aus den Eden Senkrechte auf eine beliebige 
Gerade in der Ebene des Bieleds fällt. Erweitert man nun im vorliegenden Falle beide 
Ebenen, nämlich die des Bieleds und die Projectionsebene bis zum gegenfeitigen Durch⸗ 
ſchnitt, füllt auf diefe Gerade von den Spigen beider Vielecke aus Senkrechte, fo fallen 
die Zußpuncte je zwei folder, die von entſprechenden Eden auslaufen, zufammen (421, 
Zuſ. 7.) , bilden alfo auch denfelben Winfel — den Reigungswinkel beider Ebenen — 
und haben darum auch daffelbe Berhältniß zu einander — die Senkrechte in dent Urviel- 
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ed verhält fi zu der entfpredenden in der Projection wie sin. tot zum Gofinus de 
Neigungswinkels. Bon den beiden Rechteckſummen, die den Flächeninhalt des einen um 
andern Vielecks darftellen, haben je zwei entſprechende eine Seite gemeinſchaftlich, wäh 
rend die beiden andern eines der genannten Senfredtenpaare bildenz je zwei entipre 
chende Rechtecke verhalten ſich alfo wie die zu ihnen gehörigen Senkrechten d. h. wie der 
sin. tot. zum Gofinud des’ Neigungswinkels, alſo haben aud die beiden Rechtecksſum⸗ 
men d. 5. die beiden in Rede ftehenden Bielecke daſſelbe Verhaͤltniß zu einander. 

Zuf. 1. Der Zlädyenraum der orthographiſchen Projection eines Vielecks wird Au, 
wenn die Ebene des legtern auf der Projectionsebene ſenkrecht ftebt, indem dann die 
Zußpuncte aller Projicirenden in derfelben geraden Linie liegen. 

Zuf. 2. Die orthographiſche Projection eines Vielecks wird dagegen diefem Vieleck 
felbft congruent, wenn beide Ebenen parallel laufen. 

903. Bereihnet man die Gränzfläden eines Polyederd (mit auöfpringenden Eden) 
durch H, 5, BE .... Bund bezeidhnet man den Winkel, welden zwei Graͤnz⸗ 
flähen nach der innern Seite des Polyederd bin mit einander bilden durch die Stellen 
zeiger diefer Graͤnzflaͤchen, ſo daß z. B. der Neigungswinkel der erften und zweiten durch 
(1,2), der der erften und dritten dur (1,3) u. ſ. f. dargeftellt wird, fo tft: 


B=Bcos dB. cos (1,33) +F cos (9 + .... + E cos (1,0) M 
K= HR . cos (2,1) + BE cos (2,3) + F, cos (2,4) + ... + H cos (2,n) (8) 


E=E cos (n,1)+ B cos (n2) + cos (n3)+....+ E— 1008 (nn-1) R) 

Anleitung zum Bew. Projicirt man orthographiſch auf die Ebene einer Gränzflä- 
che alle übrigen Gränzflädhen, fo erhält man ein zufammenhängendes Net .von Figuren, 
deren algebraifhe Summe ftet3 der in der Projectiondebene liegenden Gränzfläde gleich 
ift, und von denen jede einzelne zu derjenigen Gränzfläde, deren Projectton fie ift, ſich 
verhält wie der sin. tot. zum Goſinus des Neigungswinfeld der beiderfeitigen Ebenen xc. 

904. In jedem Polyeder ift dad Quadrat einer Gränzflädhe gleih der Summe 
der Quadrate aller Übrigen vermindert um die doppelte Summe der Producte, die man 
erhält, wenn man je zwei biefer übrigen Gränzflächen multiplichrt unter einander und 
mit dem Gofinud des Neigungswinkels ihrer Ebenen; alfo z. B.E*? = 
E44... HE — 2 [6.5 008 (2,3) + BF, cos (3,9). +E—, E cos (n—1,n)] 

Anleit. zum Bew. Man multiplicire die Gleichungen A), (B).... (N) des vo⸗ 
rigen Satzes refpective durch R, E....Eı und ziehe alödann von der einen die Sum⸗ 
me aller übrigen ab. 


Mähere Betrachtung einzelner einfacher Polyeder. 


905. Bezeichnet man die Seitenflädhen . eines beliebigen breifeitigen Prisma mit 
— P,, ihre gegenſeitigen Neigungswinkel reſpective mit (1,2), (1,3) und (2,3), 


B=Bco (ld) 4 BR. cos (1,3) 
R=hHh.co (21) 4 R. cos (2,3) 
BR=NH. cos (1) HR. cos (3,2) 
Bew. Aus S. 903 in Berbindung damit, daß die Projectionen der beiden End» 
fläden ftet3 an Größe glei, aber nothwendig von entgegengefester Beziehung find. 
906. In jedem beliebigen nfeitigen Prisma ift jede Seitenflähe glei der alges 
brgiſcen Summe der orthographiſchen Projectionen aller uͤbrigen Seitenflächen auf jene 
erſtere. | J 
907. In jedem nfeitigen Prisma iſt: 


R Bꝰ Bꝰ .... PBa -2 [RRBéos (3,3)-+.....+ BR-ıB cos n- 1,n)] 


Di BS+B3 +... Bi _ [BR, cos (1,2) +. B-2 Re 008 (0—2, (n-1)] 





’ 
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Zuf. 1. An jedem nfeitigen Prisma ift: : 
RBeos (12 -HBB cos (1,3) +... ..+R-1E cos(n— 10) = R?’+R°+.-R?) 
uf. 2. Iſt in einem dreifeitigen Prisma einer der Seitenflähenwinfel, 3.8. der 
Gegenwinfel von P’ cin redter, jo ift: 
B?= 5? +52 | 

908. In jedem dreifeitigen Prisma verhalten ſich die Seitenflähen, wie die Si⸗ 
nuffe ihrer Gegenkeile. | 

909. In jedem dreifeitigen Prisma verhält ſich die Summe zweier Seitenflähen 
zu ihrem Unterfchiede, wie die Sangente ‘der halben Summe ihrer Gegenfeile zur Tan⸗ 
gente ded halben Unterſchiedes derfelben. 

j Kr 1. Die größere von zwei Seitenflähen bat den größern Gegenfeil, und ums 
gekehrt. 

“ Kr 2. Die größte unter allen Seitenflähen hat den größten Gegenfeil und um⸗ 
gekehrt. 

Zuſ. Z. Gleiche Seitenflächen haben gleiche Gegenkeile und umgekehrt. 

910. Legt man durch eine der Seitenkanten eines dreiſeitigen Prisma eine Ebene 
jo, daß fie den zu diefer Kante gehörigen Keil halbirt, und verlängert diefe halbirende 
Ebene bis zum Durchfchnitt mit der dem halbirten Keil gegenüberliegenden Seitenfläche, 
fo verhalten fi die den genannten Keil einfchließenden Seitenflähen wie die ihnen an« 
liegenden Stücke der Gegenfläche. 

Zuſ. Hat ein dreifeitiges Prisma zwei gleiche Seitenflädhen, fo halbirt die Ebene, 
welche den von ihnen eingefhloffenen Keil halbirt, auch zugleid die dritte Seitenflädhe. 

911. Legt man durch eine der Seitenfanten eines dreifeitigen Prisma eine Ebene 


“fo, daß fie die Gegenflähe in zwei Stüde theilt, die fi verhalten, wie die ihnen an⸗ 


liegenden beiden andern Seitenflähen, fo wird der von den legtern eingefchloffene Keil 
durch jene Ebene halbirt. \ 

Zuſ. Hat ein breifeitiges Prisma zwei gleiche Seitenflädhen, fo halbirt die durch 
ihre gemeinſchaftliche Kante gelegte Ebene, welche die Gegenfläde halbirt, auch zugleich 
den von den beiden erftern eingefchloffenen Seil. 

912. In einem dreifeitigen Prisma fteht diejenige Ebene, welde den von zwei 

gleichen Seitenflächen eingefehloffenen Keil halbirt, ſenkrecht auf der dritten Seitenflaͤche. 
Zuf. -Mehrere Umfehrungen diefes Satzes. 
913. Legt man in einem dreifeitigen Prisma durd die Seitenfanten Ebenen, die 
man bis zum Durchſchnitt mit den gegenüberliegenden Seitenflähen erweitert, und bes 
zeichnet die beiden Stüde, in melde dadurch F} getheilt wird, mit P,, P,, und bie 
Gegenkeile derfelben mit (2,3), und (2,3)’ und eben fo bei den beiden andern Seiten- 
flächen jedoch mit Berüdfihtigung ded Umftandes, daß P,, P,, P, drei folde Stüde 
werden, die Feine Seitenfante gemeinſchaftlich haben, fo ift, wenn dieſe drei Ebenen eine 
gemeinſchaftliche Durdfänittsiinit haben | £ 

P. P. P, P. P . P. 
und sin (1,2)’ . sin (1,3) . sin (2,3) = sin (1,2)” . sin (1, 3) . sin (2,3) 

Frage: Bleibt unfer Say noch richtig, wenn die Ebenen nicht alle die Seitenflä« 
Ken felbft, durch deren Gegenfanten fie gehen, fondern ihre Erweiterungen treffen? 

914. Umkehrung des vorigen Satzes. 

915. Legt man dur die drei Seitenkanten eined dreifeitigen Prisma drei Ebenen 
fo, daß fie die gegenüberftehenden Seitenflaͤchen halbiren, jo haben biefelben eine gemeins 
ſchaftliche Durchſchnittslinie. 

Zuſ. Dieſe Durchſchnittslinie iſt ‚diejenige Gerade, welche die Schwerpuncte der 
beiden Endflächen verbindet. 

916. Die drei Ebenen, welche durch die Seitenkanten eines dreiſeitigen Prisma 
ſo gelegt werden, daß ſie die an dieſen Kanten anliegenden Keile halbiren, haben eine 
gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie. . 

Zuſ. Diele Durchſchnittslinie hat gleiche Entfernung von den brei Seitenflädhen und 
ift die Axe des Eylinders, welder fi in das Prisma beſchreiben läßt. 

Frage: Wie müßten die ſchneidenden Ebenen gelegt werden, damit ihre gemeins 
ſchaftliche Durchſchnittslinie die Axe des um das Prisma befhriebenen Eylinder& würde ? 

917. Die drei Ebenen, melde man durch die Seitenfanten eines dreifeitigen Pris⸗ 


A 
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ma fo legt, daß fie auf den gegenüberſtehenden Seitenflaͤchen ſenkrecht ſtehen, haben eine 
gemeinfchaftlihe Durchſchnittslinie. 

4. 23 und A. 32. | 
3Zuſ. Aft das Prisma gerade d. h. ftehen die Seitenflädhen fenfreiyt auf den End⸗ 
flächen, fo ift die gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie unferer drei Ebenen die Geraze, 
welche die Hoͤhendurchſchnitte beider Endflädhen verbindet. 

918. Bezeichnet man in einem dreifeitigen Prisma diejenigen Kantenebenen, d.h. 
die durch die Seitenfanten nad den gegenüberftehenden Seitenflähen gelegten Ebenen, 
welche die drei Seitenflähen H, RB, P, balbiren, rejpective mit 9, Pa, Ps, fo ift: 


P+m=2@+% = 
+B=29+% 


4m =2Q9+T 


Zuſ. Daher iſt: pP HP 4 P. — G HB? +9) 

919. Durch die drei Kantenebenen, welche ſenkrecht auf den Seitenflächen ſtehen, 
werden letztere ſo getheilt, daß (nach der in A. 913 angegebenen Bezeichnung) 

PP +++? 

Trage: Läßt ſich unfer Say umkehren ? 

920. Legt man in einem dreifeitigen Prisma drei Paare Kantenebenen jo, daß 
jedes Paar mit den beiden Seitenflähen, mit welchen es gemeinſchaftliche Kante bat, 
beliebige aber gleiche Neigungswinfel bildet, erweitert je zwei foldye diefer Ebenen, wels 
che, von den Kanten derfelben Seitenflähe ausgehend, die Deffnungen der Neigungö- 
winfel, die fie mit diefer bilden, ſich gegenfeitig zufebren, bis zum Durchſchnitt, und 
legt nun drei neue Ebenen durch je eine diefer Durdjchnittölinien und die gegenüberlies 
gende Seitenfante des Prima, fo haben diefe drei Ebenen immer eine gemeinſchaftliche 
Durchſchnittslinie. 

Anleit. zum Bew. Zwoͤlfmalige Anwendung des frühern Satzes A. 908 in Verbin⸗ 
dung mit A. 914. 

921. Verbindet man die Eden einer der Endflächen eines dreiſeitigen Prisma mit 
den Halbirungspuncten der Gegenfeiten der andern Endfläche, fo haben diefe drei Ge- 
raden ſtets einen gemeinſchaftlichen Durdjchnittöpunct 5 in ihm wird jede der drei Kinien 
in zwei Stüde getheilt, von denen das eine das Dreifache des andern ift. 

Zuſ. 1.  Diefer Durchſchnittspunct liegt auf. der Geraden, melde die Schwerpun- 
ete, oder Mittelpuncte der mittlern Entfernungen (X. 325) beider Endflächen verbindet. 

uf. 2. Berbindet man die Eden. jeder Endflähe mit den. Halbirungspuncten 
- ber Gegenfeiten der andern, fo wird durch die beide gemeinfhaftlihen Durchſchnitts⸗ 
puncte, welche die beiden Ternionen von Linien haben, die Gerade, welde die Schwer: 
puncte beider Endflächen verbindet, in drei Stücke getheilt, von denen dad mittlere dop⸗ 
pelt fo groß ift, als jedes der beiden aͤußern. 

922. Die drei'Geraden, welde die Eden einer der Endflächen eines breifeitigen 
Prisma mit den Schwerpuncten der gegenüberliegenden Seitenflähen verbinden, haben 
einen gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct, und werden in demfelben in zwei Stüde ges 
tbeilt, on nen das eine doppelt fo groß ald das andere ift. 

Zuf. 1. Auch der Durchſchnittspunct diefer drei Linien liegt auf der Geraden, wel: 
de die Schwerpuncte beider Endflächen verbindet. 

Zuſ. 2. Berbindet man die Eden jeder Endfläche mit den Schwerpuncten ber Ges 
genfeitenflähen, fo tbeilen die beiden Durchſchnittspuncte diefer beiden Ternionen von 
Berbindenden die Gerade, welche die Schwerpuncte beider Endflädhen verbindet, in drei 
gleiche Theile, . 

923. In jedem vierfeitigen Prisma haben die Geraden, welche die Halbirungs⸗ 
puncte der Seiten einer Enpflähe mit den Schwerpuncten der diefen Seiten gegenüber: 
liegenden Seitenfläden verbinden, einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct; und hal⸗ 
biren fi in demfelben gegenfeitig, 

Zuſ. BBerbindet man die Halbirungspuncte der Seiten jeder Endfläche mit den 
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Schwerpuncten der Gegenfeitenflädhen , fo liegen die gemeinfhaftliden Durchſchnittspun⸗ 
cte der einen und andern Quaternion diefer Linien mit den Schwerpuncten der beiden 
Endflächen in gerader Linie; und zwar find die beiden Durchſchnittspuncte von einander 
doppelt fo weit entfernt als jeder von dem Schwerpuncte der nähern Endfläche. 


924. Berbindet man in einem vierfeitigen Prisma die Halbirungspuncte je zwei 
folder Kanten, welche Seiten verfchiedener Endflädhen find und einander gegenüber lie⸗ 
gen, fo hat auch diefe Duaternion von Berbindenden ſtets einen gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspunct, und halbiren fich die einzelnen Linien in demfelben gegenfeitig. 

Zuſ. Auch diefer Durchſchnittspunct liegt auf der die Schwerpuncte beider Endflä⸗ 
chen verbindenden Geraden, und zwar glei weit von den beiden Durchſchnittspuncten 


entfernt, welche im vorigen Sage betrachtet wurden, fo daß durch alle drei die die Schwer: 


puncte Berbindende in vier gleiche Theile getheilt wird. 

Frage: Sind bei diefem und dem vorhergehenden Lehrſatz Die Diagonalen der End» 
flaͤchen durchaus unzuläffig ? 

923. Erflärung Mittelpunct der mittlern Entfernungen oder 
Sähwerpunct eines Polyederd heißt derjenige Punct, deffen Entfernung von einer 
beliebigen Ebene das arithmetifhe Mittel der algebraifgen Summe der Entfernungen 
fämmtlidyer Eden des Polyederd von eben diefer Ebene ift. 

Zuf, Zieht man daher ſowohl aus dem Schwerpuncte ald aus den fämmtlichen Eden 
eines Polyeders nad einer beliebigen Ebene Parallelen von einer beliebigen Richtung, 
fo ift die erftere das arithmetifhe Mittel der algebraiſchen Summe aller übrigen. 


926. Zür jedes beliebige Prisma fällt der Mittelpunct der mittlern Entfernungen 
zufammen mit dem Halbirungspuncte der Geraden, welche die Schwerpuncte beider Ende 
flächen verbindet. 

927. Wenn man von einem dreifeitigen Prisma durd eine Ebene, welde man 
durch drei auf den Seitenfanten beliebig genommene Puncte legt, ein Stüd abſchneidet, 
fo ift der übrig bleibende prismatifhe Stumpf inhaltögleid mit der Summe 
dreier Pyramiden, melde mit dem Stumpfe felbft gemeinſchaftliche Grundfläche und zu 
ihren refpectiven Spigen die drei vorhergenannten Puncte der Seitenfanten haben, 

Anleit. zum Bew. Es feiBACFDE (Fig. 158) das dreifeitige Prisma, EGH die 
abftumpfende Ebene, Legt man durch H die Ebene HIK || der Grundfläche BAC, und 
zieht GJ und EK, fo ift: 

‚BACHGE = BACHKJ + EKHJ + EKHG 
== BACHKJ + EKHJ + JKHG, da GKE = GKJ und CF || ABED 
== JBAC +4 KBAC +4 HBAC + EKHJ 4 JKHG (465) 
== ERAC + GBAC + HBAC 


928. Jeder dreiſeitige prismatiſche Stumpf ift inhaltögleiy mit dem Prisma, wel⸗ 
ches mit dem Stumpfe gemeinfhaftlihe Grundfläche hat, und deffen Höhe glei der Ent⸗ 
fernung des Schwerpunctes der abftumpfenden Endfläche von der Grundflädhe, 

. 929. In jedem dreifeitigen ‚prismatifchen Stumpf verhalten fich die beiden End- 
flächen zu einander, wie die Entfernungen des Schwerpunctes jeder Endflähe von der 
andern. 

930. Schneidet man ein breifeitiges Prisma durch eine gegen die Endflächen be: 
liebig geneigte Ebene, und erweitert legtere bid zum Durchſchnitt mit den Seitenflädhen, 
fo fällt der Schwerpunct des fo entftandenen Dreieds zufammen mit dem Puncte, in 
weldhem die Ebene diefes Dreiecks von der die Schwerpuncte der Enpflähhen des Prisma 
verbindenden Geraden gefhnitten wird. 

uf. Wird das Pridma von einer beliebigen Anzahl Ebenen geſchnitten, fo liegen 
die Schwerpuncte aller fo entftandenen Dreiede unter fi und mit den Schwerpuncten 
der. Endflädhen in gerader Linie, 

9341. Dede durdy den Schwerpunct eines breifeitigen Prisma gelegte und bis zum 
Durchſchnitt mit den Seitenflähen erweiterte Ebene theilt das Prisma in zwei inhalts⸗ 
gleihe Stümpfe. 

932. Werden die Seitenflädhen eines Hreifeitigen Prisma durch eine beliebige Ebene 
gefähnitten, fo verhalten fi die beiden Stümpfe, in welche dadurch das Prisma getheilt 
wird, wie die beiden Stüde, in welde durch eben diefe Ebene die Gerade getheilt wird, 
welde die Schwerpuncte beider Endflächen verbindet. 

Zuf. Jedes dreifeitige Prisma läßt fi in eine unendliche Menge von Paaren fol 
her Stümpfe teilen, welche daſſelbe Inhaltsverhäͤltniß zu einander haben. 

v. Swinden Geometrie. 29 
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933. Wenn man in einem Parallelepipedum durch je zwei gegehüberfteßende von 
vier parallelen Kanten Ebenen — gewöhnlid Diagonalebenen genannt, weil ihre 
Durchſchnittslinien mit zwei parallelen Seitenflähhen deren Diagonalen bilden — legt, fo 
ift die Summe ihrer Quadrate fo groß ald die Summe der Quadrate der vier Gränz- 
flächen, deren gegenfeitige Durchſchnittslinien die erwähnten vier parallelen Kanten bilden, 

Zrage: Welchem bekannten Sage der Planimetrie entipridt der vorftehende ? 

Zuf. Daher ift die Summe der Quadrate aller ſechs Diagonalebenen eines Paral⸗ 
lelepipedumd doppelt fo groß ald die Summe der Quadrate ſämmtlicher Gränzfläden, 

934. Die ſechs Diagonalcbenen jeded Parallelepipedums haben einen gemetnfchaft- 
lichen Durchſchnittspunct. 

935. Die vier Geraden, welche je zwei Gegenecken eines Parallelepipedums ver⸗ 
binden, haben einen gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunct, und halbiren ſich gegenfeitig 
in demfelben. 

936. Die Summe der Quadrate der im vorigen Sage genannten vier Geraden iſt 
glei) der Quadratſumme aller Kanten. 

937. Dede dur) den Schwerpunct eines Parallelepipedums gehende , und durch 
zwei Gegenflächen beffeiben begränzte Gerade, wird in jenem Puncte halbirt, 

Zrage: Welchem befannten Sage der Planimetrie entipriht der vorjtehende ? 

938. Berbindet. man den Schwerpunct eined Parallelepipedums mit den acht Eden 
deſſelben, fo find die ſechs vierfeitigen Pyramiden, in melde dadurch das Parallelepipe- 
dum zerlegt wird, unter einander inhaltsgleich. . 

939, Bezeihnet man die vier, ein Vetraeder begränzenden, Dreiede mit T,, Tas. 
T,, T,,; fo ift: 

n=T cos (1,2) + D cos (1,3) + T, cos (1,4) 
T=n cos (21) 4 T cos (3,3) + T, cos (3,4). 
= T cos (3,1) + Ts cos (3,2) + Tu cos (3A) 
T,=T 00 Al) + T cos (4,9) + T, cos (4,3) 

949. In jedem Tetracder ift dad Quadrat einer feiner Gränzflächen glei ver 
Summe der Duadrate der drei übrigen, vermindert um die doppelte Summe der Pro⸗ 
duete, die man erhält, wenn man je zwei diefer drei übrigen Gränzfläden durch einan- 
der und jedes diefer Producte durch den Gofinus des den Factoren zugehörigen Neigungd« 
winkels ‚multiplicirt, 

Zuf. 1. Wird dader die Ede, welche der Gränzflähe T, gegenüberliegt, aus drei 
ebenen rechten Winfeln gebildet, fo ift: ü 

?’- PP ++ +T2 
erfung. Dieſer Sa eiche Tetr s 
iaspräifde Behrfap ie Serie ehe Auer Bekannt nach dag ein ven 


enkfchriften, der Barifer. Akademie (Mem. presentes’Tom.1X), aber fpäter nahm de Gua 
in feiner Abhandlung: „Essai de Tetraedrometrie in den Mem. de l’Acad. A, 1783 das 


Recht der erftien Entdeckung für.fich' in Anſpruch. 
Zuſ. 2. An jedem Vetraeder ift: 
RT cos (1,9) + DT; cos (1,3) + TT, cos (1,4) + ZT; cos (2,3) + 
RT, cos (24) + RL, cs (3,4) = I (MP HER HT HT) 

Zrage: Welchem Satze der ebenen Trigonometrie entfpricht der vorftebende ? 

Zuſ. 3. Bilden die Gränzflädhen eines Tetraeders zwei Paare gleihflädiger Drei⸗ 
ee, ſo ijt die Summe der Gofinuffe der Neigungswinkel, welche die eine Fläche des 
erfteg Paares mit den beiden Flächen des andern Paares bildet, fo groß ald die Summe 
der Gofinuffe von den Neigungswinkeln, weldye die zweite Fläche des erften Paares mit 


denen des andern Paares bildet. 
Zuſ. 4. Sind alle.vier Gränzflädhen eines Vetraederd unter einander gleihflädig, 


jo find auch die ſämmtlichen Keile .von gleicher Größe; und mithin aud die Eden. 

Zuſ. 5. Bezeichnet man in einem folden Tetraeder, wo alle ſechs Keile von gleis 
cher Größe find, diefe legtere mit a, jo folgt leicht aus unſerm Hauptfage, daß 

:cos a = h, alfo « = .70°. 31’ 44° 

wie ſchon früher (478) im eilften Buche auf anderm Wege gefunden wurde. 

941. Erklärung. Sind die vier Eden eined Tetraeders A, B, C, D, fo ſoll 
von den Gränzflädgen diejenige die erfte beißen und mit T, bezeichnet werden, weldye 
der erften Ede A gegenüberfteht, alſo BGD, die zweite T, diejenige, weldhe der Gde 


i 
J 
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B gegenüberfieht, alfo ACD u. |. w. Die ſechs Kanten zerfallen in drei Paare von 
Gegenkanten d. h. ſolche, die feinen gemeinfchaftlihen Endpunct haben. Die drei erften 
Kanten follen die Seiten der Gränzflähe ABC fein und nad gewohnter Weife durd a, 


. b, c, ibre Gegenfanten aber refpective durdy a, , b, , c, bezeichnet werden; es ift 


Demzufolge BC =a,AC=b,AB=c, DA = a, DB == b,, und DC = * 
942. Bezeihnetmandurh D,, D,, De, Du, Da, De, diejenigen Dreiecke, welche 

entftehen, wenn man fucceffive durd die einzelnen Kantın a, b, c, a,, b,, c, eines 

Tetraederd und die Halbirungöpunete ihrer Gegenfanten Ebenen legt, fo ift: 


gr ZU FIN (HT) HIT. Too 23) 
4 





HI -B HEN LReos (13) 
⸗ 4 


etc, 

943. In jedem Tetraeder it: 

PS HP 42 4 32 4 52 RäT 

944. Halbirt man die Seiten einer Tetraedergraänzfläche, und legt durch je zwei 
dieſer Halbirungspuncte und die Gegenede Ebenen, fo ift das von diefen Ebenen und 
dem vierten Theile der vorher genannten Gränzfläce gebildete Tetraeder fo befchaffen, 
daß die Summe der Quadrate feiner Sränzfläden viermal fo klein ald die Duadratfumme 
der drei übrigen Gränzfläden des Urtetraeders. 

945. Berfährt man mit allen vier Gränzflädhen fo, wie im vorigen Sage mit der 
einen, fo ift die Duadratfumme aller Gränzfläden der vier fo entftagdenen Tetraeder 
dreiviertelmal fo groß als die Duadratfumme der Gränzflähen des Urtetraeders. 

Frage: An melde befannte Eigenſchaft des Dreiedd erinnert der worftehende Sag ? 


946. In jedem Zetraeder haben die ſechs Ebenen, welde man durch je eine Kante 
fo legt, daß immer die zugehörige Gegenfante halbirt wird, einen gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspunct. 

Zuſ. 1. Dieſer Durchſchnittspunct faͤllt zuſammen mit demjenigen, in welchem ſich 
die vier geraden Linien ſchneiden, welche die Puncte der mittlern Entfernungen der ein⸗ 
zelnen Gränzflächen mit deren Gegenecken verbinden, 

Zuſ. 2. Dede der vorher genannten Geraden wird in dem gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspuncte fo getheilt, daß der obere d. 5. zwiſchen Ede und Durchſchnittspunct ents 
baltene Abſchnitt das Dreifache des untern tft. 

947. Zieht man fowohl von dem gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte der im vo⸗ 
rigen Sage genannten Kantenebenen, oder der im erften Zufage erwähnten Linien, ald 
au von den Eden des Tetraeders nad) einer beliebigen Ebene gerade Linien, von denen 
je zwei einander parallel find, fo ift jene exftere das arithmetiſche Mittel der algebraiſchen 
&umme der vier legtern. 


‚X. 323. 
Zuſ. Jener Durchſchnittspunct ift alfo der Mittelpunct der mittlern Entfernungen 
für dad Tetraeder. 


948. Berbindet man die Puncte der mittlern Entfernungen der vier Seitenflähen 


eines Tetraeders unter einander durdy gerade Linien, fo hat dad duch diefe Berbindungd: . 


linien gebildete Tetraeder folgende Eigenjdaften : 
1) feine Kanten find parallel den einzelnen Kanten ded Urtetracders 3 
2) daflelbe gilt. von feinen Gränzflädyen ; 
3) ed ft dem Urtetraeder fommetrifdy ähnlich 5 | 
4) es bat mit dem Urtetraeder einen gemeinfchaftlichen Mittelpunct der mittlern Ent⸗ 
ernungen 5 
5) fein Inhalt ift J, vom Inhalte des Urtetraeders. on 
949, Wenn man dur die Halbirungspuncte von je drei folden Kanten eines Te⸗ 
traeders, melde von berfelben Ede auslaufen, Ebenen legt, fo bat dad von diefen und 
den Seitenflächen des Tetraeders begränzte ſechseckige Octaeder folgende Eigenſchaften: 
1) Ie zwei Gegenflaͤchen find parallel und congruent. 
- 2) Sein Mittelpunct der mittlern Entfernungen fällt zufammen mit dem des Te⸗ 
aeders. 
3) Sein Inhalt iſt die Hälfte von dem des Tetraeders. 
950. Die.drei Geraden, melde die Halbirungspuncte von je zwei Gegenkanten 
9g * 
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eined Tetraeterd verbinden, baben einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct und hal⸗ 
biren ſich gegenfeitig in demfelben. . 

Anl. zum Bew. De zwei diefer Linien find Diagonalen eines Parallelogramms. 

Frage: Welcher befannten Eigenſchaft der Bierede entfpricht der vorftehende Sat ? 

951. Jedes Tetraeder wird dur diejenige Ebene, melde man durch die Halbi- 
rungdpuncte zweier Paare von Gegenkanten legt, halbirt. 

Anleit. zum Bew. Man Tann jedes der fo erhaltenen Tetraederftüde in ein Tetrae 
der und in ein dreifeitiged Prisma zerlegen, die einzeln inhaltögleich find, und zwar die 
Zetraeder, weil fie Achtel des Urtetraeders find, und die beiden Prismen, weil fie das Drei⸗ 
fache von Tetraedern bilden, weldye den vorhergenannten gleich find. 

952. Wenn man ſowohl von. dem Halbirungöpuncte derjenigen Geraden, melde 
die Halbirungdpuncte zweier Gegenkanten eined Tetraeders verbindet, ald au von den 
vier Eden des legtern nach einer beliebigen Ebene gerade Linien zieht, von denen je zwei 

“ einander parallel find, fo ift jene erftere das arithmetifhe Mittel der algebraifchen Summe 
diefer lehtern. 
% 323. . . 

Zuf. 1. In jedem Zetraeder fhneiden fi daher die drei Geraden, welche die Hal« 
birungspuncte von je zwei Gegenkanten verbinden, im Mittelpuncte der mittlern Ent⸗ 
fernungen. 

3uf. 2. In jedem Tetraeder haben diejenigen fieben Geraden, von denen vier die 
Auacte der mittiern Entfernung der einzelnen Gränzfläden mit den Gegenecken, und die drei 

brigen die Halbirungspuncte von je zwei Gegenfanten verbinden, einen gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspunct. 

953. Die drei Parallelogramme, welche die Halbirungspuncte je zweier Paare 
Gegenkanten eines Tetraeders zu Ecken haben, ſind ſo beſchaffen, daß die vierfache Summe 
ihrer Quadrate gleich der Quadratſumme der Graͤnzflaͤchen des Tetraeders iſt. 

Anleit. zum Bew. Auf die dreiſeitigen Prismen, von denen jedes zu ſeinen Sei⸗ 
tenflaͤchen eines der in Rede ſtehenden Parallelogramme, und die Hälften zweier Graͤnz⸗ 
flähen des Tetraeders hat, wendet man den frühern Satz A. 907 und auf das fo ges 
wonnene Reſultat A. 940 an. 

Frage: An welchen Sat im Anhange zum zweiten Buche erinnert der vorſtehende? 

954. In jedem Tetraeder iſt die Summe der Quadrate der ſechs Dreiecke, welche 
durch je eine Kante und den Halbirungspunct der Gegenkante gelegt werden, viermal ſo 
groß als die Summe der Quadrate der drei Parallelogramme, welche die Halbirungs⸗ 
puncte von je zwei Paaren gegenüberliegender Kanten zu Eden haben. 

955. Das Duadrat der Geraden, weldye eine der Eden eines Tetraederd mit dem 
Schwerpunct der :Segenfläde verbindet ,. ift. glei dem Ueberſchuß der Quadratſumme 
der drei Kanten, welche mit der in Rede ftebenden Geraden von berfeiben Ede auslaufen, 
über den britten Theil der. Quadratfumme der drei übrigen. 


” +.200. 

956. In jedem Tetraeder ift die neunfache Summe der Quadrate derjenigen vier 
Geraden, welche die Eden mit den Schwerpuncten der Gegenflächen verbinden, fo. groß 
ald die vierfadhe Quadratſumme aller Kanten. | | 

957. In jedem Tetraeder ift die. Summe der Quadrate derjenigen vier Geraden, 
welche den Punct der mittlern Entfernung mit den Eden verbinden, viermal fo. Hein nis 
die Quadratſumme aller Kanten. 

uf. Daher ift die Summe der Quadrate der Geraden, welche den Schwerpum 
des Tetraeders mit den Schwerpuncten der Seitenflächen verbinden, der. ſechs und drei⸗ 
Bigfte Theil von der Quadratfumme der Kanten. 

958. In jedem Tetraeder ift die Quadratfumme aller Kanten die mittlere‘ Pro⸗ 
portionalfläde zwißhen ‘der Summe der Quadrate derjenigen zwölf Geraden, welche in 
jeder Gränzfläde die. Spigen mit den Halbirungspuncten der Gegenfeiten verbinden und 
zreifchen der Summe der Quadrate der obern d.h. zwiſchen den Spitzen und den Schwer- 
puncten der Seitenflädhen enthaltenen, Abfchnitte eben dieſer Linien. 

959. In -jedem Vetraeder ift die Summe der drei Producte,, von denen jedes ein 
Paar Gegentanten und den Gofinus des von ihnen gebildeten Winters zu Zactoren bat, 
gleih Null, alfo . 

aa, cos (a,a,) + bb, cos (b,b,) # cc, cos (c,c,) = 0 


— 
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Anleit. zum Bew, Man verbindet die Halbirungsyimete ſammtiicher Kantin unt 
einander und wendet auf die Dreieche, in welche die entftandenen Parallelogramme dur 
ihre Diagonalen getheilt werden, den frühern Lehrfag 396 an. 


Anmerkı asauf 
zu machen, Bäln, daß die Ber 
jeichnung d sehen Shen 
;ymbole m Denn man von 
dem Winkel enienigen, wel: 
hen mit eiı der andern gegor 
ene Para ‚er durch jede der 
rei Kanten a mit den Gegen: 
inten gezo h Diejenigen I 
gun, Deaciaı ‚entweder Ju 
lineen oder ya fich dag 
Zeisaener gt eitenhänen zur 


Zuſ. Sind in einem Tetraeder zwei Gegenfanten» Winkel Rechte, fo gilt daffelbe 
aud von dem 
. —* ie dren kanten Wi 
— ei Hihfug der Kinge halber em redhrkantiges Teracder nennen, > 1 0 
960. In jedem rechtkantigen (Anmer?. zum vorperg. Lehrſ.) Zetracder find die 
yui Sraen, melde die Halbirungöpuncte je zweier Gegenfanten verbinden, von gleis 
er Länge, 


%. 950. 

%1. Im jedem rechtkantigen Tetraedee find die Quadratſummen je zweier Gegen« 
kanten von gleicher Größe, und umgekehrt. 

Trage: Bon welchem Sage im ‚Anpange zum zweiten Bude Bann der vorftehende 
als eine Erweiterung angefehen werden ? 

962._ In jedem rechtkantigen Tetraeder haben die beiden Senkrechten, welche man 
= den Enöpuncten einer Kante auf deren Gegentante fät, einen gemeinfhaftlihen 
Zußpunct, 

Anleit. zum Bew. Die Ebene, welche man durch eine der Senkrechten und die 
Kante egt, aub deren enpunck jene — — iſt ſobt ſenrecht auf der Gegenrante 


963. Umgekehrt, haben je zwei Senkrechte, die man aus den Endpuncten einer 
Ber auf ibee Gegenfünte fäut, een gemeinfhaftlihen Fußpunct, fo ift dad Tetraeder 
tRantig. 


964. Faut man in einem rechtkantigen Tetraeder Senkrechte aus den Eden auf 
ui Grande, fo fallen deren Zußpuncte zufammen mit den Höhendurchſchnitten die⸗ 
fer Gegenflädhen. 

Sal. Für jede ftumpfrointelige Seitenfläche eines folhen Tetrasders fällt daher der 
Gen ne zu ihr gehörigen Höhenperpenhikeld nicht auf fie felbft, ſondern auf ihre 


965. %a jedem rechtkantigen Tetraeder haben die vier Höhen d. h. die aus den Ecen 
auf die Gegenf rächen mut ikrechten einen gemeinf&oftlihen Durchſhnittspunct und 
u Nette aus Seomentey i in welche jede der Höhen in. diefem Durchſchnittspun- 

ee aenelt mi 1 leihflädig. 
966. Umgekehrt, jedes ekränder iſt. rechtkantig, deſſen ‚Höhen einen gemeinſchaft ⸗ 
hen Duräfänittöpunct Haben. . 

967. Wenn ſowohl dad eine oder das andere Paar der Kanten, die von den bi 
ben Endpuncten derfelben dritten Kante auslaufen, von gleicher Länge find, 3. B. A] 
= AC und DB — DC, fo ift der Winkel, melden diefe dritte Kante DA mit ver 
Gegentante BC bildet, ein redter. 

—— Jedes vegelmäßige Tetraeder-ift daher auch rechtkantig. 

Lehnfag. Wenn zwei beliebige gerade Linien im Raume gegeben find, die 
fit Ar föneiben, fo. 1äßt ſich immer eine dritte Gerade fo ziehen, daß fie jene beiden 
erſtern unter tehten Winteln ſchneidet. 

Bew. Liegen die in Rede ſtehenden Geraden in derſelben Ebene und find mithin 
parallel, fo leuchtet die Richtigkeit unferer Behauptung von felbft ein Im entgegen- 
gefegten Yalle nehme man auf jeder der beiden Linien einen beliebigen: Punct und ziehe 
durch ihn eine Parallele mit der andern. Legt man durd-das eine und andere Paar 
diefer Geraden zwei Ebenen, fo find dieſe parallel; beide durchſchneide man mit einer 
dritten bene fo, daß fie auf jeder von ihnen ſenrecht fteht, und zur Durdfänittslinie 
mit einer von ifnen die in dieſer Teptern liegende urfprünglich gegebene Gerade hat. Auf 
der Durchſchnittelinie der ſenkrechten Ebene mit der andern der parallelen Ebenen und 


— 
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zwar in dein Puncte, wo fie von der in ihr liegenden zweiten der urfpränglich gegebenen 
Geraden geſchnitten wird, errichte man eine Senkrechte, fo ift diefe offenbar die gefuchte 
Gerade, 

Zuſ. 1. Gs giebt nur eine einzige Gerade, welche auf zwei nicht in derfelben Ebene 
Hegenden Geraden zugleich ſenkrecht fteht. | 

Zuf. 2. Duck das Stüd diefer gemeinfhaftlihen Senkrechten, weldes zwiſchen 
ihren beiderfeitigen Fußpuntten enthalten ift, wird die gegenfeitige Entfernung ber bei⸗ 
den Geraden, auf denen fie ſenkrecht ſteht, gemeffen. 

969. In jedem rechtkantigen Tetraeder haben die drei Geraden, melde auf je zwei 
Gegenkanten zugleich ſenkrecht fteßen, einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct. 

Zuſ. 1. Diefer Durchſchnittspunct fällt mit dem Höhendurchſchnitt zuſammen. 

Zuſ. 2. Jede der ſieben, in Einem Puncte ſich ſchneidenden, Linien wird in dem⸗ 
ſelben in zwei ſolche Segmente getheilt, daß die aus ihnen gebildeten Rechtecke ſämmt⸗ 
li unter einander gleichflaͤchig find. 

Zuſ. 3. Iſt ein rechtkantiges Tetraeder zugleich auch rechteckig d. h. ſtehen von drei 
Seitenflächen je zwei auf einander ſenkrecht, fo fällt der Durchſchnittspunct unſerer fie⸗ 
ben Geraden mit dem Scheitel der rechten Ede zuſammen. Die auf je zwei Gegenkan⸗ 
ten Senkrechten fallen mit Höhenperpendifein der einzelnen Seitenflähen zufammen zr. 

970. In jedem rechtkantigen Tetraeder find die ſechs Winkel, welche die vier Hoͤ⸗ 
ben in ihrem gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte bilden, einzeln den ſechs Keilen des 
Zetraeders gleich. 

Zrage: Welchem bekannten, die Dreiecke betreffenden, Lehrfage kann der vorſte⸗ 
hende ald entſprechend angefehen werden ? 


974. Au jedem rechtkantigen Tetraeder beträgt die Summe der ſechs Keile und 
der zwölf Reigungswinkel der Kanten gegen die Gränzfläden zwölf Rechte. 

972. Legt man durch je zwei Gegenfanten eines Tetraeders zmei parallele Ebenen, 
und erweitert fie bis ſich je zwei nicht parallele fehneiden , fo ift das fo entftandene, dem 
Tetraeder umſchriebene Parallelepipedum dreimal fo groß als das Tetraeder. 

973. Wird (anf die im vorigen Sage angegebene Weife), um ein rechtkantiges 
Tetraeder ein Parallelepipedum befchrieben , fo find alle Gränzflähen des letztern gleich 
feitig, alfo Rhomben, der Körper alfo ein Rhomboeder. 


974. In jedem Tetraeder haben die vier Senkrechten, weldhe man auf den Gränz⸗ 

flächen in den Mittelguncten ver ihnen umfchriebenen Kreife errichtet, einen gemeinfchaft- 
liden Durchſchnittspunct. 

Bew. Grridtet man die genannten Senkrechten auf zwei Seitenfläßpen, jo müffen 
diefelben ſich ftetd begegnen, weil fie, ohne jemals parallel fein zu Fönnen, immer 
‚ in derfelben Ebene liegen, in derienigen nämlidy, welche man durch den Halbirungspunct 
der den beiden in Rede jtchenden Seitenflächen gemeinfhaftlihen Kante fo legt, daß fie 
ſenkrecht auf diefer legtern fteht. Zällt man von dem Durchſchnittspuncte unferer Senks 
rechten noch zwei andere auf die beiden übrigen Seitenflächen, fo läßt fi mit Leichtig⸗ 
keit rg de⸗ deren Fußpuncte die Mittelpuncte der dieſen Seitenflaͤchen umſchriebe⸗ 
nen Kreiſe find. j 


3uf. 4. Der Durchſchnittspunct unferer vier Senkrechten hat gleihe Entfernung 


von den vier Eden des Tetraeders, ift alfo der Mittelpunct der Kugel, welde ſich um 
das Tetraeder beſchreiben läßt. 

Zuſ. 2. Um jedes beliebige Tetraeder läßt ſich eine Kugel beſchreiben. 

975. In jedem rechtkantigen Tetraeder liegen der Höhendurchſchnitt, der Mittel 
keipundd, ber mittlern Entfernungen und der Mittelpumet der umfhricbenen Kugel in ges 
va inie. | 

Anleit. zum Bew. Legt man durch ein Höbenperpenvifel und die mit ihm von der: 
felben Ede nad dem Schwerpunct der Gegenfläde gezogene Gerade eine Ebene, fo liegt 
in biefer außer dem Hoͤhendurchſchnitt und dem Schwerpunct des Tetraeders, den frühern 
Säsen X. 349, Zuſ. und A. 975 zufolge, aud der Mittelpunct der umſchriebenen Ku⸗ 
gel. Legt man alfo durch eine zweite Ede eine eben ſolche Ebene, die auf der Gegen- 
fläche ſenkrecht fteht, durch deren Schwerpunct und mithin auch durd den Mittelpunct 
des umfchriebenen Kreifes geht, fo muß auch in diefer Ebene Höhendurchſchnitt, Schwer⸗ 
punct und Mittelpunet der umjchriebenen Kugel des Tetraeders liegen; diefe drei Puncte 
gehören alfo unfern beiden Ebenen zugleich an, Liegen alfo auf der gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittslinie beider, alfo in einer Geraͤden. 

Zuſ. In jedem rechtkantigen Tetraeder haben die vier Ebenen, welche man einzeln 
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durch die Eden des Tetraeders fo legt, daß fie auf den Gegenflädhen fenfrecht ftehen und 
durch deren Schwerpuncte geben , eine gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie. 

976. An jedem rechtkantigen Tetraeder bildet der Schwerpunct den Halbirungspunct 
der geraden Linie, melde den Höhendurdhfchnitt mit dem Kugelmittelpunct verbindet ; 
a Schwerpunct ift alfo gleichweit vom Hoͤhendurchſchnitt und vom Kugelmittelpunct 
entfernt. 

Bew. Cs bezeichne H den Höhendurchſchnitt, 8 den Schwerpunct, M den Kugel⸗ 
mittelpunct des Tetraeders. Aus diefen Puncten fälle man auf eine der Seitenflädhen 
des Tetraeders 3. B. die Gegenflähe von A, die Senfredten Mm, Hh, Sx, fo ijt m 
Mittelpunct des äußern Kreifes und h Höbendurdfänitt diefer Seitenfläde ; 3 ir. Schwer⸗ 
punct ſei s, fo iſt nicht nur msh eine Gerade, fondern auch sh = 2 ms (A. 349, Zuſ.). 
Da ferner sSA eine Gerade, und zwar sA — 4 s5 (X. 946, 3uſ. 2), fo ift aud sh 
m 4 x gie ms — 2 sx, mithin ms + sx = sh—sx d, i, mx — mh, alfo auch 

Ss 

* An jedem redhtfantigen Tetraeder ift die Entfernung des Kugelmittelpunctes 
von einer der Gränzflächen halb fo groß als der Unterſchied der beiden dur‘ den Höhen⸗ 
durchſchnitt gebildeten Segmente desjenigen Höhenperpendifelö, das zu eben diefer Sei⸗ 
tenfläche gehört. 

Anmert Ma tt Sa 8 kõ Die Entf 
des gu 1gelmiteiguncie6 Bäne unfer ver eänghächen ee der. Entfernung des Don 


hendurchſchnitts von dem Halbirungspuncte des au jener Seitenfläche gehorigen Höhen— 
perpendifeis, 


978. In jedem rechtkantigen Tetraeder Tiegt der Halbirungspunct eines Höhenperz 
pendifels, und der Mittelpunct des um die zu demfelben gehörige Seitenfläche beſchriebe⸗ 
nen Kreiſes mit dem Schwerpunct des Tetraeders in gerader Linie und zwar iſt letzterer 
gleichweit von den beiden erſtern entfernt. 

979. In jedem rechtkantigen Tetraeder iſt der Ueberſchuß des Quadrates eines Hoͤ⸗ 
henperpendikels über dad Quadrat der doppelten Entfernung des Kugelmittelpunctes von 


der zu jenem Perpendifel gehörigen Grundfläche eine conſtante Größe, 


980. In jedem rechtkantigen Tetraeder ift der Höhendurchſchnitt von dem Halbi- 
rungspuncte einer Kante eben fo weit entfernt als der Kugelmittelpunct vom Halbirungs- 
punct der Gegenfante. 

Anleitung zum Bew. Die vier genannten Puncte bilden ſtets die Spigen eines Bier: 
es, das ein Parallelogramm ift, da feine Diagonalen:im Schwerpuncte des Tetraeders 
fich gegenſeitig ſchneiden und halbiren. 

981. In jedem rechtkantigen Tetraeder bildet die Summe der Quadrate der Ent- 
fernungen des Hoͤhendurchſchnitts von den Halbirungspuncten zweier Gegenkanten eine 
conſtante Größe. 

Anleitung zum Bew. Dieſe Entfernungen bilden anliegende Seiten in Parallelo⸗ 
grammen, deren Diagonalen gleich ſind. 

982. In jedem rechtkantigen Tetraeder ift bie Duadratfumme der obern d. h. zwi⸗ 
ſchen den Ecken und dem Höhendurchſchnitt enthaltenen Abſchnitte der Höhenperpendikel 
um das Quadrat der Entfernung des Hoͤhendurchſchnitts vom Kugelmittelpuncte groͤßer 
als die Quadratſumme der drei die Halbirungspuncte von je zwei Gegenkanten verbinden⸗ 
den Geraden. 

983. In jedem rechtfantigen Tetraeder ift dieQuadratfumme der obern Abſchnitte 
der Höbenperpendikel gleich dem Quadrat des Durchmeſſers der umſchriebenen Kugel. 

93 — A. 956 — A. 946, Zuſ. 2 — A. 982. 

984. Verbindet man den Hoͤhendurchſchnitt eines rechtkantigen Tetraeders mit deſ⸗ 
ſen Ecken, ſo ſind die vier Tetraeder, in welche dadurch das urſprüngliche zerlegt wird,’ 
fämmtlid gleichfalls rechtkantig, und ihre Höhendurchſchnitte fallen mit den einzeinen 
‚Eden des Urtetraeders zufammen. 

Frage: An welche befannte Eigenſchaft des Dreieds erinnert der vorſtehende Sag? 

985. In jedem rechtkantigen Vetraeder ift die Duadratfumme von einem Höhen⸗ 
perpenbifel und vom Durchmeſſer des um die zugehörige Grundfläche beſchriebenen Kreiſes 
eine conſtente Größe, 

986. Errichtet man auf den vier Seitenfläden eines rechtkantigen Tetraeders und 

war in den Mittelpuncten der Kreiſe, welche durch die Fußyuncte der Hoͤhenperpendikel 
dieſer Seitenflächen gehen, Senkrechte, ſo ſchneiden dieſer vier Geraden ſich ſtets im Schwer⸗ 
puncte 2 Tetraeders. 
A. 976. — A. 519. 
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Auf. Die Halbirungspuncte der Kanten und die Zußpuncte der Hoͤhenperpendikel 
der Seitenflächen liegen daher auf der Dherfläche derſelben Kugel, deren Mittelpunct der 
Schwerpunct des Tetraeders ift. . 

987. In jedem rechtkantigen Tetraeder haben die vier Senkrechten, welche man 
auf den vier Seitenflächen in deren Schwerpuncten errichtet, einen gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspunct, welder mit dem Schwerpuncte des Tetraeders, dem Kugelmittelpunct und 
dem Hoͤhendurchſchnitt in gerader Linie liegt, und zwar fo, daß er vom zweiten diefer 
drei Puncte doppelt und vom dritten viermal fo weit entfernt ift als vom erſten. 

988. In jedem rechtkantigen Tetracder haben auch die vier Senkrechten einen ges 
meinfhaftlihen Durchſchnittspunct, welche man auf den Seitenflähen in den Halbirungs- 
puncten derjenigen Geraden errichtet, die in jeder Seitenflähe den Höhendurchſchnitt mit 
dem Schwerpuncte verbinden. Die Lage diefet Punctes ift immer fo befchaffen, Daß die 
Gerade, welde ihn mit dem Durchſchnittspuncte der auf den- Seitenfläden in ihren 
Schwerpuncten erridhteten Senkrechten verbindet, durd den Schwerpunct des Tetraeders 
balbirt wird. " 

989. Berbindet man die Schwerpuncte der Gränzflädhen eines rechtkantigen Te 
traeders, fo bat das von diefen Berbindenden gebildete Tetraeder folgende Eigenſchaften: 
1) Es ift gleichfalls rechtkantig, aljo | 
2) liegen aud in ihm Schwerpunet, Hoͤhendurchſchnitt und Augelmittelpunct in ges 

rader Linie, und zwar | 

3) fallen die Schwerpuncte beider Tetraeder zufammen. 

4) Die Senkrechten, welche man auf den Seitenflädhen des Urtetraeders in deren Schwer⸗ 
puncten errichtet, bilden die Höhenperpendikel, ibr gemeinſchaftlicher Durchſchnitts⸗ 
punct alfo den Hoͤhendurchſchnitt des neuen Tetraeders, daher 

5) fallen die beiden Geraden, auf denen Höhendurchſchnitt, Schwerpunct, und Ku⸗ 
gelmittelpunct des einen und andern Zetraeders liegen, zufammen, und zwar 

6) ift das Stüd diefer Geraden, weldyes in dem Urtetraeder zwiſchen zwei von dieſen 
Puncten enthalten iſt, dreimal fo groß ald das entſprechende Stüd im neuen Te⸗ 
traeder, alfo 

7) it der Kugelmittelpunct des neuen Tetraeders doppelt fo weit vom Höhendurch⸗ 
ſchnitt des Urtetraeders entfernt ale vom Schwerpunct, mithin 

8) ift diefer Kugelmittelpunct des neuen Tetraederd Fein anderer, ald der Durchſchnitts⸗ 
punct der Senkrechten, welche man auf den Seitenflädhen des Urtetraeders in den 
Halbirungspuncten derjenigen Geraden errichtet, die den Schwerpunet und Höhen⸗ 
durchſchnitt dieſer Seitenflächen verbinden, demnach 

9) ift dieſer Kugelmittelpunct des neuen Vetraeders auch gleichweit von den Fußpun⸗ 
eten der vier Höhenperpendifel des Urtetraederd, oder mit andern Worten: die Ku- 
gel, welche man um’ das Tetraeder befhreibt, deſſen Eden die Schwerpuncte des 
Urtetraeders bilden, ift auch zugleich dem Vetraeder umſchrieben, deſſen Eden mit 
den Zußpuncten der Vetraederhöhen oder, was daffelbe, mit den Höhendurchſchnit⸗ 
ten der Seitenflähen zufammenfallenz aljo 

10) ift in jedem rechtkantigen Tetraeder der Halbmefler derjenigen Kugel, welche man 
um das die Außpuncte der Tetraederhöhen zu Eden habende Tetraeder beſchreibt, 
dreimal fo Fein, als der Radius der um das Urtetraeder befäpriebenen Kugel. 

‚. 990. Conftruirt man in ein redhtfantiges Tetraeder ein zweites fo, daß deſſen Eden 

mit den Schwerpuncten der Seitenflächen des erftern zufammenfallen, darauf in dieſes 


‘zweite auf eben diefe Weife ein drittes, in diefes ein viertes u. |. f., fo liegen ſowohl 


die Hoͤhendurchſchnitte als auch die Nugelmittelpuncte aller in gerader Linie. 

991. In jedem rechtkantigen Tetraeder liegt jede Ede mit den Höhendurchſchnitten 
der drei in diefer Ede zufammenlaufenden Gränzflähen, mit den Zußpuncten der Senk⸗ 
rechten, die man auf die drei von eben diefer Ede auslaufenden Kanten von den Gegen 
vide aus faut, und mit dem Höhendurchſchnitt Des Tetraeders in der Oberfläche derfels 

en Kugel. 

Zuſ. 1. Der Mittelpunct dieſer Kugel faͤllt zuſammen mit dem Halbirungspuncte 
a oben Abſchnitte des von eben diefer Ede anslaufenden Höhenperpendikeld deö Te⸗ 

aeders. 
Zuſ. 2. Das achteckige Heraeder , welches die in unſerm Hauptſatze genannten acht 
Puncte zu Eden bat, wird von lauter Kreisvierecken begraͤnzt. Man koͤnnte daher den 
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Hauptſat auch fo ausſprechen: Errichtet man auf jeder der Gränzflähen bed genannten 
Heraederd im Mittelpuncte ihres aͤußern Streifes ein Perpendikel, fo haben diefe ſechs 
Senkrechte ftetd einen gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct. 

. Anmerfung. Auf diefe in der That bemerkenswerthen Eigenichaften des rechtkantis 
gen Tetraeders hat, fo viel ich weiß, zuerfi der franzöfifche thematifer Ferriot aufs 
merkſam gemacht In der ihäpbaren Aphandiuns Aualogies eutre le triangle et le te- 
traedre in den Annal. de Math. I. p. 1 ir Später, aber, wie es fcheint, ohne 
Ferrior’d Abhandlung gekannt zu haben, und daher unabhängig von ihr hat ein deuts 
(her Mathematiker, der Srofeifor c.W. Feuerbach , die Eigenichaften des Tetraeders 
überhaupt und befonders auch des rechtlantigen zum Begenitand befounderer Unterfus 
chung gemacht und einen Theil der gewonnenen NRefultate mitgetheitt in der Eleinen 
aber reichhaltigen Schrift: „Grundriß zu anatgtifchen Unterfuchungen der dreiedigen 
Pyramide‘! Nürnberg 1827 in 4. 

992. Sind in einem Tetraeder je zwei Gegentanten von gleicher Länge — wir 
wollen der Kürze halber ein ſolches Tetraeder ein gleichkantiges nennen — jo ſchnei⸗ 
den ſich je zwei von den drei Geraden, welche die Halbirungspuncte je zweier Gegenkan⸗ 
ten verbinden, unter rechten Winkeln, und fteht mithin jede derfelben fenfredht auf der 
durch die beiden andern gelegten Ebene. 

993. In jedem gleichkantigen Tetraeder find die vier Geraden, melde man von 
den Gen nad den Schwerpuncten der Gegenflädhen zieht, von gleiher Länge. 

+ 955. 

994. Zn jedem gleihfantigen Tetraeder füllt der Mittelpunct der umfchriebenen 
Kugel zufammen mit dem Schwerpuncte. 

995. In jedem gleichkantigen Tetraeder jtehen die Geraden, welche die Halbirungd« 
puncte je zweier Gegenfanten verbinden, ftetd auf diefen Gegenkanten ſenkrecht, oder mit 
andern Worten, der Schwerpunct eines ſolchen Tetraeders ift auch zugleich der gemeinſchaft⸗ 
liche Duräfhnittöpunet der auf je zwei Gegenkanten ſenkrecht ftehenden Geraden. 


Anmerkung. Die drei Puncte, Schwerpunct, Höhendurchſchnitt, und Kugelmit: 
tefpunct, weiche beim. rechtfantigen Tetraeder In gerader Linie liegen, fallen beim 
gleichkantigen ganz zufammen. 

996. Zn jedem gleihfantigen Tetraeder find die Keile, die an gleidhen Kanten 
liegen, von gleiher Größe, oder, was daffelbe ift, Liegen den gleihen Kanten gleiche 
Keile gegenüber. 

Anleit. zum Bew. Zälle aus dem Kugelmittelpunct Senkrechte auf die Graͤnzflä⸗ 
chen und verbinde deren Zußpuncte mit den Halbirungspuncten der Kanten. 

Zrege: An welche bekannte Eigenſchaft des Dreiecks erinnert die vorſtehende des Te⸗ 
traeders 

997. In jedem gleichkantigen Tetraeder bildet jede Kante gleiche Winkel mit ih⸗ 
ren beiden Gegenflächen. 

Zuſ. Daher kann unter den zwoͤlf Winkeln, welche die Kanten mit den Graͤnzflaͤ⸗ 


chen bilden, auch nicht ein einziger fein, der einem Rechten gleich wäre. 


- 998. Der Kugelmittelpunct eines gleichkantigen Tetraeders ift nicht nur gleichweit 
von je zwei Gegenfanten entfernt, fondern bat auch gleihe Entfernung von den vier 
Gränzflähen. 

uf. Daher fallen in einem gleichfantigen Tetraeder die Mittelpuncte der dußern 
und innern Kugel zulammen, - 

Zrage: An weldye befannte Eigenſchaft des Dreieds erinnert der Inhalt des vor« 
ftebenden Zuſatzes? 

999, In jedem gleihfantigen Zetraeder hat jeder der Kugelhalbmeffer, die man 
nad den Eden zieht, gleiche Neigung gegen die in eben dieſer Ede zufammenlaufenden 
Seitenflaͤchen. 

1000. In jedem gleichkantigen Tetraeder iſt das Quadrat vom Halbmeſſer der um⸗ 
ſchriebenen Kugel um das Quadrat des Radius von dem um eine der Seitenflächen bes 
ſchriebenen Kreis größer ald dad Duadrgt des Halbmeſſers der eingefähriebenen Kugel. 

1001. Das Parallelepipedum, welches man um ein gleichkantiges Tetraeder bes 
ſchreibt (X. 973), hat zu feinen fämmtlihen Gränzflächen Rechtecke, ift alfo ein gerades 
und rechtwinkeliges. | 

1002. Jedes gleichkantige Tetraeder ift dreimal fo Flein als dad gerade und rechts 
wintelige Parallelepipedum, weldes zu feinen bejtimmenden Kanten die drei Geraden hat, 
welche die Halbirungöpuncte von je zwei Gegenkanten verbinden. | 

Anleitung zum Bew. Weil dad um dad Tetraeder befrhriebene Parallelepipedum 
zu feinen drei beſtimmenden Kanten die drei genannten Berbindenden hat, indem biefe 
auch zugleich auf je zwei Gegenfanten ſenkrecht ftehen. 

Pr „RER. 


- 
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und daber (X. 1002) wird der cubiſche Inhalt des Tetraeders, wenn man deſſen Kante 
3 
= a feht, durch 15 Y 2 dargeftellt, 


Anmerkung. Diefer Ausdruck gür den Inhalt eined Tetraederd wurde fchon früher 
(388 , Zuf. 2) auf andern Wege gefunden. 


1005. Der cubifhe Inhalt jedes beliebigen Tetraeders wird dargeftellt durch den 
ſechſten Theil des Productes, welches zwei Gegenfanten, die auf ihnen beiden zugleich 
ſenkrecht ftchende Gerade und den Sinus des Winfeld eben biefer Gegenfanten zu Facto⸗ 
ren bat. 

Anleit. zum Bew. Denn befepreidt man um dad Tetraeder ein Parallelepipedum, 
fo wird durch das Product aus zwei Gegenfanten des Tetraeders und dem Sinus ihres 
Winkels der doppelte Flähenraum derjenigen Gränzfläde des Prllpd. dargeftellt, zu 
welcher ald Grundlinie die gemeinſchaftliche Senkrechte der beiden Gegenfanten. die Höhe 
bildet. 

Zuſ. 1. Bilden daher zwei Paare von Gegenkanten gleiche Winkel, ſo verhalten 
fig die Rechtecke aus ihnen umgekehrt wie ihre gemeinſchaftlichen Senkrechten. 

Zuf. 2. Jedes rechtkantige Tetraeder ift der ſechſte Theil von dem geraden und 
rechtwinkeligen Parallelepipedum, welches aus einem Paare feiner Gegenfanten und ih⸗ 
rer gemeinfchaftlihhen Senkrechten conftruirt wird. 

1006. Bezeichnen t, und t, die den Een A und B eincd. Tetraeders ABCD ge- 
genüberliegenden Gränzfläden - (alfo, nad der [hen früher eingeführten Bezeichnung, 
c, die Tetraederkante, welche beiden gemeinſchaftlich ift, und (1,2) den von ihnen gebil« 
deten Keil) dagegen T den cubifhen Inhalt des Tetraeders, jo iſt: 

To 2tı:te. sin (1,2) 
3 c, 

Anleit. zum Bew. Es ſei p, dad zu t, als Grundfläche gehörige Höhenperpendi- 
tel des Tetraeders, nr, aber die zur Grundlinie c, gehörige Höhe in dem Dreieck t,, 
fo ift: , . 

T — ho Pı _ t, . T, . sın 1,2) _ 2t, -t, . sın (1,2) 
3 3 3 c, 

Zrage 1. Wie wird unfer vorftehender Sag in Worten, unabhängig von einer 
Figur ausgeſprochen, heißen ? 

Zrage 2. An welchen bekannten Ausdruck den Flächenraum eines Dreiecks betref: 
fend, erinnert der vorftebende Sag ? 

‚1007. Der cubifhe Inhalt jedes Tetraeders wird dargeftellt durch den fechften 
heil des Productes, weldes eine der Kanten, die beiden auf fie aus den Gegenecken 
gefällten Senkrechten und den Sinus des ihr anliegenden Keild zu Factoren hat. 

1008. Der cubiſche Inhalt jedes Tetraeders wird dargeftellt durch dem fechften Theil 
des Productes, welches folgende Factoren hat: 

1. drei von derfelben Ede auslaufende Kanten 5 
2. die Sinuffe der Winkel, welche eine Kante mit den beiden andern bildet 5 
3. den Sinus des an jener erftern Kante liegenden Keils; 
uf. Alſo nady der vorher eingeführten Bezeichnung ift: ü 
6T = abc, . Sin (a,b) . sin (a,c,) . sin (1,4) 
= abc, . sin (a,b) . sin (b,c,) . sia (2,4) 
= abc, . sin (a,c,) . sin (b,c,) . sin (1,2) 
etc. 
1009. Der cubiihe Inhalt jeded Tetraeders wird dargeftellt durch den ſechſten Theit 
des Productes, welches aus folgenden Factoren gebildet ijt: 
1. Drei aus derfelben Ecke auslaufende Kanten; 
2. Der Sinus, den zwei diefer Kanten bilden; 
3. Der Sinus des Reigungswinkels, den die dritte Kante mit der durch die beiden 
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erftern gelegten Ebene d. h. mit der Graͤnzflaͤche bildet, zu der diefe beiden andern 

Kanten ald Seiten gehören. 

Zuſ. Bezeihnet man alfo den Reigungswinkel, den die Kante a mit der Gränz- 
fläche t, bildet, durch (a,2) und auf ähnliche Weiſe die übrigen, fo ift: 

6T = abc, . sin (a,b) . sin (c,,4) = abc, sin (a,c,) ; sin (b, 1) 

== abc, . sin (b,c,) . sin (a,2) 
etc. 

1010. In jedem Tetraeder verhalten fi) die Sinuffe von drei in derfeiben Ede 
zufammenlaufenden Kantenwinfeln, wie die Sinuffe der ihnen gegemüberliegenden in eben 
dieſe Ede auslaufenden Keile. Alſo: 

sin (a,b) : sin (a,c,) : sin (b,c,) = siu (1,2) : sin (2,4) : sin (1,4) 

etc. j N 

1011. In jedem Tetraeder verhalten ſich die Sinuffe zweier in diefelbe Ede aud: 
laufenden Kantenwinfel umgekehrt wie die Sinuffe der Reigungswinkel, die ihre Ebenen 
mit der dritten Kante diefer Edle bilden, 

1012. Zieht man in einem beliebigen Tetraeder ABCD von den Eden nad) den 
Gegenflädyen vier Gerade AA’, BB’, CC’, und DD’ fo, daß fie einen gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspunct O haben, fo ift immer 


04, , OB, , 0, DM _, 
AA, + BB, + c,r DD, 1 und 
oA , OB , 0C , oD _ 
Zatsstocthnn- 
465, 3uf. 5. ° 


Zrage: Welche Lage muß der gemeinjhaftlihe Durchſchnittspunct unferer vier Ge⸗ 
raden haben, damit 





0A, _ OB, _ 0C, _ OD, — 4 und 
AM BB, CC, DD, 
OA OB 0C OD — 2 feit 


AA BB GC DD Ä 
Ä 1013. Wenn man von den Eden A, B, C, D eines Tetraeders nad) den Ge⸗ 
genflädyen vier Gerade AA,, BB,, CC,, DD, fo ziebt, daß fie einen gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspunct O haben, und mit jeder von ihnen eine Parallele durch den Schwer⸗ 
punct derjenigen Gränzfläde, nad welder fie gezogen ift, fo ſchneiden auch dieſe vier 
Geraden ſich ftetö in einem einzigen. Puncte; beide Durchſchnittspuncte liegen mit dem 
Schwerpuncte des Tetraeders in gerader Linie und zwar der erftere dreimal fo weit von 
ihm entfernt ald der letztere. 

Anleit. zum Bew. Die Schwerpuncte der den Eden A, B, C, D gegenüberlie- 
genden Gränzfläden feien refpective S, , Sa, S,, Sy, , der Schwerpunct des Tetrae⸗ 
ders aber S. Je zwei der von den Schwerpuncten der Gränzflähen auslaufenden Ges 
raden müſſen ſich ſchneiden, weit fie in derfelben Ebene liegen und einzeln parallel find 
mit zwei ſich feyneidenden Geraden; gefeht es fei der Punct O, , in dem fi die von 
S, und S, aus gezogenen Geraden ſchneiden; alödann ift Dreied S,S,O, ähnlid dem 
Dreied ABO und zwar fo, daß jede Seite des erftern dreimal fo Plein ald die entſpre⸗ 
chende des letztern iſt (X. 948). Zieht man jegt AS, , fo wird diefe von OO, als mit 
ihr in derfelben Ebene liegend geföhnitten, und zwar fo, daß der obere Abſchnitt drei- 
mal fo groß ald der untere ift, weil AO — 38,0, iſt; diefer Durchſchnittspunct 
von AS, und OO, ift mithin der Schwerpimct des Tetraeders (X. 946, Zuſ. D ⁊c. 

Anmerkung. Hiernach ift dag zu berichtigen, was in den Annal. de Mathem. Tom. VII, 
p- 1 irrig 1 ehung Fi: HR  ehauptet wird, 

Zrage: Melde unter den früher angeführten befondern Eigenſchaften des rechtkan⸗ 
tigen Tetraeders ift es, die man ald einen befondern Fall des vorftehenden allgemeinern 
Satzes betradhten muß? 

1014. Umkehrung des vorigen Satzes. 


1015. Wenn man auf zwei Kanten eines Tetraederd, die nicht Gegenkanten find, 
3. B. auf b und c, , von ihren nicht gemeinſchaftlichen Endpuncten alfo bier von A, 
und D aus, zwei Stüde AK und DL fo abſchneidet, daß AK — mb und DL = nc, 
und auf ihren Gegenfanten, alfo auf b, und c von eben jenen Eden aus zwei andere 
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Gtüde DM uhd AN fo, daß DM — (f — m)b, und AN = (1 —.n)c, fo haben 
die Geraden KL und MN ſtets eine ſolche Lage gegen die Kante DA, daß ſie beide ent⸗ 
weder mit ibr parallel find, oder fie in demfelben Puncte ſchneiden. 

Berveid. Parallel find, wie man leicht flieht, die genannten drei Geraden zu zwei 
und zwei, wenn m — n. Findet Fein Paralleliomus Statt, fo möge die verlängerte 
DA geſchnitten werden von NM (verlängert) in Z, von KL in 2°; alsdann folgt un- 
- mittelbar aus unferm frübern Say A. 355, daß: 

zZA:ZD=m.(| —n):n(l —m) = Z’/A: Z’D, alfo auch 
ZLA: ZzA = DA: DA 
mithin fallen die beiden Puncte Z und 2’ zufammen. 

Zrage: In wiefern kann man diefen Sag ald eine Erweiterung des frühern A. 356 
betrachten ? 

Zuf. 1. Daber liegen die vier Puncte KNLM ſtets in derfeiben Ebene ; und mit- 
bin ſchneiden ſich auch ſtets die beiden Geraden KM und LN, welde die Theilpuncte je 
zweier Gegentanten verbinden. 

Zuſ. 2. In diefem Durchſchnittspuncte wird jede dieſer beiden Geraden KM und 
LN nad demfelben Berhältniß getheilt wie die beiden Gegenfanten, die fie nicht verbin« 
det; alfo, wenn O diefer Durchſchnittspunct, NO = m. ND und MO = n.MK. 

Anleitung zum Bew. Durd ein Paar unferer Gegenfanten und durch die Gerade, 
welche das andere Paar verbindet, Laffen ſich, wie leicht zu fehen, ftets drei parallele Ebe⸗ 
nen legen, von denen nad S. 427 die mittlere alle zwiſchen den beiden aͤußern gezoges 
nen Geraden nad demfelben Berbältniß theilt, 2c. 

Anmerkung. Einen andern Beweis unferes Satzes giebt Legendre, in den Elemz. 
de geom. V, 16. 

Zrage: Welcher frübere Say dieſes Anhanges Tann als ein befonderer Zall des 
vorstehenden allgemeinern betrachtet werden? 

uf. 3. Nimmt man m = n, fo wird dad Biered KNLM ein Paralleltrapez. 

Zrage: Wie wird man die beiden parallelen Seiten, unabhängig von einer Figur, 
mit Worten bezeichnen ? 

1016. Schneidet man auf zwei Gegenfanten eined Tetraeders von denjenigen ihrer 
Endpuncte aus, mit melden fie an berfelben dritten Kante anliegen, fucceffive Stüde 
ab, welche den mten, miten, mitten u. ſ. w. Theil der eignen Länge diefer Kanten aus⸗ 
maden, und verbindet je zwei zufammengehörige dieſer Durdfchnittspuncte, fo liegen 
diejenigen Puncte diefer ſaͤmmtlichen Verbindenden, in denen fie (von der einen oder der 
andern der durch fie verbundenen Tetraederfanten aus gerechnet) nach demfelben Verhältniß 
getheilt werden, in gerader Linie, 

Anleitung zum Bew. Auf derjenigen nämlich, welche die beiden Puncte verbindet, 
durch welche zwei andere Gegenfanten nad) demfelben Berbältniffe wie die Verbindenden 
getheilt werden. 

1017. Theilt man von zwei Gegenfanten eines beliebigen Tetraeders jede in m 
gleiche Theile und von zwei andern Gegenkanten jede in nm gleiche Theile und verbindet 
je zwei fid) entfpredgende Theilpuncte des einen und andern Paares, fo ſchneidet jede Ber: 
bindende der einen Reihe fämmtliche Berbindende der andern Reihe und wird in diefen 
Durchſchnittspuncten in lauter gleihe Theile getbeilt. 

uf. Alſo wird jede der m Geraden, melde die eine Reihe der Verbindenden bil- 
Dei in .n gleiche Theile und jede der n Berbindenden der andern Reihe inm gleiche Theile 
getheilt. 

Anmerkung. Entfprechende Punete find für jedes Kantenpaar die erfien, die zwei⸗ 
ten , die dritten u. f. w. von der einen oder andern der beiden Kanten aus gerechnet, 
weiche das zweite getheilte Gegenfantenpaar bilden. 

1018. Wenn man jede von vier ſolchen Tetraederkanten, weldye zwei Gegenfantenpaare 
bilden, in n gleiche Theile theilt, und je zwei entſprechende (von der einen des dritten 
‚ungetheilten Kantenpaares aud gerechnet) Theilpuncte ded einen und andern Paared ver: 
bindet , fo ſchneiden ſich je zwei zufammengehörige Verbindende, und ihre Durchſchnitts⸗ 
puncte liegen ſämmtlich in gerader Linie, 

' auf. 1. Jedes Paar unferer Geraden halbirt fi in feinem Durchſchnittspunct ge 
genfeitig. 

- uf. 2. Die Bierede, deren Gegeneden fie verbinden, find alfo Parallelogramme, 
wie man fi) auch auf anderm Wege leicht überzeugen Tann. 

1019. Erklärung. Ein Parallclepipedum heißt im ein Tetraeder beſchrieben, 

wenn eine feiner Graͤnzflaͤchen mit einer der Gränzflähen des letztern in derfeiben Ebene 
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liegt, — beide Flaͤchen mögen die Grundfläden der zugehörigen Polyeder fein — wenn, 


ferner eine von den der Grundfläde des Parallelepipevums gegenüberliegenden Kanten 


in der Ebene einer der Seitenfläcden des Tetraeders, und die Endpuncte ihrer Gegen⸗ 


fante einzeln auf den beiden andern GSeitenflähhen oder ihren Erweiterungen liegen, 
Anmerkung 1. Iſt es daher überhaupt md 


lich 
Würfel in ein —EE zu beſchreiben, iſt die Anzahl der verfchiedenen Würfel, 


Seite dieſer Gränznäce liegen oder auf verfchiedenen,, und in dem einen wie in dem 
Räche in der einen, andern oder 


dem Mäachdenten des Anfängers bleibt es Üiberlaflen,, Durch Hütfe deſſen, was in dem 
foigenden Lehrfage über die Eonftruction eines Würfeld in ein Tetraeder mitgerhelts 
wird, 


1020. Beſchreibt man in eine der Gränzfläden eines Tetraeders ein Quadrat, und 
über demfelben als Grundflädye, abwärts (d. b. auf der entgegengefegten Seite von der, 
auf welcher dad Tetraeder liegt) einen Würfel und verbindet die der genannten Tetrae⸗ 
dergränzfläche gegemüberliegende Ede mit den vier der Grundfläche gegenüberliegenden 
Eden des Würfeld,, fo bilden die Durchſchnittspuncte diefer Berbindenden mit der mehr« 
erwähnten Gränzflädhe des Tetraeders, die vier Eden desjenigen Quadrates, welches 
die Srundfläde eines Würfels ift, der fih dem Tetraeder einbefchreiben läßt. 


Anleit. zum Bew. Berbindet man nit nur die genannten Durchſchnittspuncte un⸗ 
ter einander, fondern errichtet au in ihnen Senkrechte auf der Grundfläde und vers 
längert diefelben bid zum Durchſchnitt mit den Seitenflädhen des. Tetraeders oder deren 
Erweiterungen, fo läßt ſich aus der Aehnlichkeit der entftandenen Dreiede ſehr leicht die 
Richtigkeit unferer Behauptung darthun. | ’ 

Anmerkung. So wie wir diejenige Sränznäce des Tetraederd, auf welcher der in 
daſſelbe befchriebene Würfel errichtet if, der Kürze halber Die Grundfläche genannt 
haben, fo mag auch diejenige Seite dieſer Sränzräce, auf weicher das in Die Grund» 

äche betchriedene Duadrat ſteht, Grundlinie heißen. 

1021. Bezeichnet x die Kantenlänge eines Würfels , welcher einem Tetraeder fo 
einbeſchrieben ift, daß er von diefem wirklich umfchloffen wird, a die Grundlinie (An« 
merf. zum vor. S.), h die Höhe der Grundfläche, und endlich H die zu diefer lehtern 
gehörige Tetraederhöbe, fo ift: 


1 1,1,141 
sa tı ta 


Buf. 1. Iſt daher eine der Gränzflädhen eines Tetraeders rechtwinkelig, To find. 
von den drei in daflelbe befehricbenen und von ihm wirklich umfchloffenen Würfeln, welche 


auf diefer Gränzfläde ſtehen, zwei von gleihem cubiſchen Inhalt. 

Zuſ. + Hat eine der Eden eines Tetraeders zu ihrem Maaß einen ſphäriſchen 
Dctanten, fo find von den zwölf in daffelbe beſchriebenen und.von diefem wirklich ume 
fehloffenen Würfeln ſechs unter einander inhaltsgleich. 

Zrage: Wie laffen fich diefe ſechs inhaltsgleichen Würfel in Worten bezeichnen, fo 
daß man fie von den ſechs übrigen unterfcheiden Tann ? 

1022. Wenn man von einer Ede D eined Tetraeders DABC aus auf den drei 
von ihr audlaufenden Kanten DA, DB, DC refpective die Stüde DE, DF, DG fo 
abſchneidet, Daß die Vierecke AEFB, BFGC und CGEA nicht nur unter einander, ſon⸗ 
dern auch der der Ede D gegenüberliegenden Gränzflähe ABC gleichflächig find, fo ift 
die durch die drei Puncte E, F, G gelegte Ebene in ihrer unbegränzten Erweiterung 
der geometriſche Ort aller derjenigen Puncte, für welche die algebraifhe Summe ihrer 
Entfernungen von den Gränzflädhen. des Tetraeders eine conftante Größe ift. 

Anleit. zum Bew. Bezeihnet man den Inhalt des Tetraederftumpfes ABCGEF 
durch T, den Flädhenraum des Dreiecks ABC durch A, und nimmt in unferer durd 
E, F, G gelegten Ebene einen beliebigen Punct, fo läßt ſich leicht zeigen, daß die 
algebraifhe Summe feiner Entfernungen von den vier Gränzflädhen ded Tetraeders — 


2 alfo eine conftante Größe ift. 


Anmerkungl. Mit Recht kann man die Frage aufmwerfen, wie findet man die Pun 
‚te E, F, G, oder, was daffelbe ift, die £ ngen DE, DF, DG? gute bezeichne iefe 
a — durch x, y, z, die Klächen der Dreiede DC, DAC, DAB, CAB durch 
@, 93 Y> 9, fo if: \ 


—XCX 


Tr 
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1032. Bezeihnen p!, p", pt, pur die Höhen eines Tetraeders, welche refpectiwe 
zu den Grundfläden t!, t, tini, tıv gehören, fo ift für jedes Tetraeder 
2 2 2 2 2 1 1 1 1 
trat tm tat 

1033. Sind in einem Tetraeder je zwei Gegentanten von gleidher Größe, fo if 
jede der vier äußern Berührungdfugeln achtmal fo groß ald die innere. 

1034. In jedem rechteckigen d. 5. mit ciner Ede, dic zu ihrem Maaß einen fpbä« 
rifgen Detanten bat, verfehenen Tetraeder, ift die Summe der reciprofen Werthe vom 
Durdmefler der innern Berührungskugel und derjenigen äußern, welche die der rechten 
Ecke gegenüberliegende Scitenflädhe von außen berührt, fo groß ald die Summe der re 
ciprofen Werthe von den die rechte Ede bildenden Kanten, alfo, wenn 3.3, A die rechte 

1 1 1 1 1 
ed tan te rt 

1035. In jedem rechteckigen Tetraeder ift die Summe der reciprofen Werthe von 
den Halbmeflern derjenigen drei dußern Berührungskugeln, weldye die drei auf einander 
ſenkrechten Seitenflädden an ihren Außenfeiten berühren, größer ald die Summe der re- 
ciprofen Werthe der drei die rechte Ede bildenden Santen und zwar um das Dreifade 
des reciprofen Werthes von dem aus der redhten Ede gefälten Höhenperpendikel des Te⸗ 
traeders. 

1036. Legt man durch eine Kante eines Tetraeders eine Ebene ſo, daß ſie den 

u derſelben gehörigen Keil halbirt, fo theilt dieſe Ebene ſowohl die Gegenkante als auch 
—* der Gegenflaͤchen in zwei Stüde, die ſich verhalten, wie die ihnen anliegenden den 
bafbirten Keil einſchließenden Granzflächen. 

uf. Sind daher zwei Gränzflädhen eines Tetraeders von gleichem Inbalt, fo bal« 
birt die Ebene, welde den von ihnen eingefchloffenen Keil halbirt, zugleich auch beide 
Gegenflächen und die Gegenfante deffelben. 

1037. Umkehrung ded vorigen Lehrſatzes. 

1038. Wenn in einem Vetraeder zwei Graͤnzflaͤchen gleichſchenkelig find und zwar 
fo, daß die gemeinſchaftliche Seite in beiden die Grundlinie, fo wird diefe lehtere ſtets 
rechtwinkelig geichnitten und halbirt von derjenigen Ebene, melde den an ihrer Gegen: 
Pante liegenden Seil in zwei gleiche Theile theilt, 

‚Anmerkung 1. Dan hätte unfern Sab auch fo ausſprechen können: Sind zwei 
Oränıfäcen eines Tetrgeders congruent, und zwar fo, daß _die entfprechenden Seiten 
nicht jegenkanten des Tetraeders bilden, fo fchneider die Ebene, welche den von ihr 
—ãA— Keil halbirt, deſſen Gegenkante unter rechten Winkeln und im Halbi—⸗ 

! . 

Anmerkung 2, Bilden die entfprechenden Seiten ber congruenten Sränkähen Se: 


enfanten des Tetraeders, fo geht die den Keil halbirende Ebene zwar Durch den Dal: 
irungspunct der Gegentante» ſieht aber nicht norhmwendig auf Diefer ſenkrecht. ° 


Zrage: An welde befannte Eigenfhaft tes Dreiecks erinnert der vorftehende Sag ? 

1039. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

1040. Die Gerade, welde von der Ede eined Tetraeders aus fo gezogen wird, 
daß fie gleiche Neigung gegen die an diefer Ecke anliegenden Seitenfläden hat, (X. 1026) 
trifft die Gegenfläche dieſer Ede in einem Puncte, von weldem aus durd Gerade, die 
man nad den Eden diefer Fläche zieht, diefelbe in drei Dreiecke getheilt wird, deren Flä⸗ 
chenräume ſich zueinander verhalten, wie die an fie angränzenden Seitenflähen ded Tetrae- 
ders; alfo, wenn 3. DB. die in Nede ftehende Gerade, von der Ede A aus nad der Ger 
genflähe DBC gezogen, diefer Iegtern im Puncte E begegnet, fo ift, behaupte id: 

A EBC: A ECD: AEDB= A ABC: A ACD: A ADB. 
%. 1036 — 201. ® j 


Anmerkung. Andere Beweiſe, ald den hier angedeuteten, findet man in Annal. de 
Math. II, p. dir qq. ⸗ h g fi 


1041. Werden die an zwei Gegenkanten liegenden Außenkeile eines Tetraeders 
balbirt und die balbirenden Ebenen bis dahin erweitert, daß fie, wenn es möglich ift, 
fih ſchneiden, fo ift diefer Durchſchnitt der geometrifche Ort aller derjenigen Puncte, für 
welche die algebraifhe Summe der Entfernungen von den Gränzflächen des Tetraeders 
gleih Null ift, 

Anmerkung, Nicht immer und nothwendig fchneiden fich zwei Ebenen, weiche zwei 


ich gegenüberliegende Außenkeile eines Tetraeders hatbiren,, fondern fie laufen 3. B 
ann, wenn Je zwel Gegenfanten gleich find , parallel. 


\ 
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' 1042. Werben je zwei ſich gegenüberliegende d. h. an zwei Gegenkanten liegende 
Außenkeile eines Tetraederd halbirt und jedes Paar. der halbirenden Ebenen bis zum Durdy- 
fchnitt, wenn er möglich ift, verlängert, fo liegen diefe drei Durchſchnittslinien in derfelben 
Ebene, in derjenigen nämlid), weldye der geometrifhe Drt aller derjenigen Puncte ift, 
für welche die aigebraifhe Summe ihrer Entfernungen von den Gränzfläden des Tetrae- 

| ders gleich Null ift. ‚ 

%. 1023 nebft Zuf. 

| 1043. Lehnſatz. Werden in einem Dreied aus den Spiten nad) den Gegenfei- 

| ten gerade Linien fo gezogen, daß fie einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct haben 

| und jede in demfelben in zwei ſolche Segmente getheilt wird, daß das aus ihnen gebil- 
| dete Rechteck für alle drei Linien diefelbe Größe hat, fo find jene drei Geraden die Hö⸗ 
| henperpendikel des Dreiecks. 

Indirecter Beweis. 

1044. - In jedem rechteckigen Tetraeder iſt der Fußpunct des Hoͤhenperpendikels, 
das aus dem Scheitel der rechten Ecke auf die Gegenfläche gefällt wird, der Höhendurch⸗ 
ſchnitt dieſer Gegenfläde. 

Anleit. zum Bew. Man lege durch das Perpendikel und je eine der drei auf ein⸗ 
ander ſenkrechten Tetraederkanten Ebenen und zeige durch Hülfe des vorhergehenden Lehn⸗ 
ſatzes, daß die Durchſchnitte derſelben mit der der rechten Ede gegenüberliegenden Gränz⸗ 

| fläche deren Höhenperpendifel find. 

| 1045. Legt man durd einen beliebigen Punct N einer Tetraederfante BD (Fig. 153) 

zwei Ebenen NEF und NGH , welde einzeln parallel denjenigen Seitenfläthen des Te⸗ 

| traeders find, die die Gegenkante von BD zur gemeinfhaftlihen Seite haben, fo ijt im⸗ 

mer, wenn man die beiden Tetraeder NFED und NGHB mit T’ und T”, das Urte- 

traeder aber mit T bezeichnet, . . ; 
vo4vTt=yT Ä 
Bew. Denn es ſei NB = nb,, alfo ND = (1 —ın) b, io ift T’ =(1 —n)3? T, 
und T’ = n?T, alfo ıc. 


Zuſ. 1. Iſt 1 — 4, ſo iſt: 


vr = vr =4 Vr 
Zuſ. 2. Verführe man mit jedem der beiden Tetraeder T’, T“ eben fo wie mit 


dem Urtetraeder T, ‚fo hätte man VS + vr, — vT und vT, + vT 
— XTL, a IE HYT IV HVYn=VT 


uf. 3. Nimmt man auf einer Tetraederkante n beliebige Puncte, legt durch je- 
den derfelben zwei Ebenen, rejpective parallel den beiden Seitenflädhen, deren gemein- 
ſchaftlicher Durchſchnitt die Gegenfante ift, fo find dien -F 1 Zetraeder R, TE, Ts 
.... Tn+1, die zu einzelnen Kanten die nt 1 Stüde haben, in weldye die Kante des 
Urtetraederd durch die auf ihr genommenen n Puncte zerlegt worden, fo beſchaffen, daß: 


3 B B 3 Ss. 
VBGRTVDB VD . . .. VVTa 1 VT 
1046. Bleibt Alles wie beim vorigen Satze und bezeichnet man den Inhalt des 
fiebenedigen Hexaeders AEFCHGN mit Q, fo ift ſtets: 


n=-3 vl’ Hr vr 
Bew. Q-T—T — T’=3n(i!—mwT 


=3YT.U-oVT.nyT 


3 E 7777 — 
-3VT +YT).vVT.T"(R.1045) - 
Anmerkung, Ein anderer weniger einfacher Beweis unſeres Satzes findet fih in - 
den Annal. de Math. XVIII, p. 115 eqg. 

1047. Legt man durch einen beliebigen Punct O auf einer Gränzfläche DBC eines 
beliebigen Tetraeders DABC drei Ebenen, EOFG, HOJK und LOMN, welche reſpe⸗ 
ctive parallel find den drei übrigen Gränzflähen, ABC, DAC, DAB, fo wird durch fie 
dad Urtetraeder in drei ihm ähnliche Tetraeder, T’, T’’, T’’, drei fiebenedige Hexaeder, 
und in ein Parallelepipevum P zerlegt, und zwar fo, daß ftetö: 

" „pP? == 216 . TV’ , Ti Tu . 
iſt. 
v. Swinden Geometrie. 30 —*æX 





— — — — 


” . 


A66 Anhang zum zehnten, eilften und ziwölften Buche. 


Anleit. zum Bew. € fiBH=m.BD, BE=n.BD, alfo (wenm-+ n > 1) 
H=m+4n—1,CM=(2—m—n)CD FM (1 - m) Dx. & 
ift nun aber offenbar : . 

P = DEFG + BHJK + CLMN — T’ — T’ — T” | 
— ſaꝰ +m® +2 —m—n)? — (m+n—1)? — (1—n)?— (1—m)2]T 
=-6[-1+2m+2n— m’ — n? — 3m\4+ m’a + mn?) T 
-61—- m)(d—-n)m+rn— DT 

PB 216 (1 m)’ T.t—ı?’ T.m+n— 9 7 
= 46. TV. T”’.T” \ 

1048. Legt man durdy einen beliebigen Punct innerhalb eines Tetraeders vier Ebe⸗ 
nen, vefpective parallel" mit den vier Gränzflädhen des Tetraeders, fo wird das Urtetrae- 
der durch fie in vierzehn Polyeder zerlegt, unter denen vier dem urſprünglichen ähnliche 
Zetraeder 'T’, T’, T, T, vier Parallelepipeda P’, P’', P, P'’',. und ſechs ſie- 
benedige Hexaeder find, und zwar ftehen die Tetraeder und Parallefepipeda ſtets in ei⸗ 
ner foldhen gegenfeitigen Beziehung, dap 

.P’ . pP" .. ‚p . pr Pu 1296 . T . TH . Ti . Tau 

1049. Bleibt Alles wie beim vorigen Satze, fo ift auch ſtets: 


To vr + vr + vr 4 v T 





1050. Jede Gerade, welche eine Kugeloberflaͤche oder Sphaͤre ſchneidet, ſchneidet 
dieſelbe in zwei Puncten, aber nie in mehrern. | 

Zuſ. 1. Bezeichnet man die Länge des auf eine folde Gerade aus dem Kugelmit« 
telpuncte gefällten Perpendifels mit d, das zwifhen den beiden Durchſchnittspuncten mit 
der Sphäre enthaltene Stüd der Geraden felbft mit 1, den Kugelradiud mit R, fo it: 


R2 — d? +-. 


auf. 2. Aus diefem Ausdrude folgert man: ' 

a) das zwiſchen beiden Durchſchnittspuncten mit der Sphäre enthaltene Stüd unferer 
Geraden liegt innerhalb der Kugel. 

b) Die Länge des innerhalb der Sphäre liegenden Stücks unferer Geraden nimmt ab, 
wenn ihre Entfernung vom Sugelmittelpunct zunimmt, und umgekehrt, diefe Länge 
nimmt zu, wenn die Gerade fih dem Mittelpuncte mehr nähert. 

c) Das Marimum feiner Länge erreicht diefes innerhalb der Sphäre enthaltene Stück , 
unferer Geraden, wenn disfe dur den Mittelpunct gebt 3 das Minimum dagegen, 
wenn die Gerade um die Länge ded Kugelravius vom Mittelpuncte entfernt ift. 

d) Jede Gerade berührt die Sphäre, von deren Mittelpuncte fie um die Länge ihres 
Radius fi entfernt. Steine Gerade kann daher einer Sphäre begegnen, wenn fie 
von deren Mittelpunct um mehr als die Länge des Radius ſich entfernt. 

1051. Zieht man von einem beliebigen Puncte außerhalb einer Sphäre eine belie⸗ 
bige Menge von geraden Linien, welche die Sphäre berühren, fo find diejenigen Seg⸗ 
mente aller diefer Geraden, melde zwifchen den Berührungspuncten und ihrem gemein. 
ſchaftlichen Durchſchnittspunet enthalten find, von gleiher Länge. 

Zuf. Diefe ſaͤmmtlichen Berübrungspuncte liegen daher in der Peripherie eines und > 
deffelben Kreifes , find alfo Puncte im Unifange der Grundflaͤche eines geraden der Kur 
gel umfchriebenen Kegels, deffen Spige der gemeinfhaftlihe Durchſchnittspunct der Tan⸗ 

enten ift. - 
8 Anmerkung. Der Kürze halber fol Fünftig diefer Kreis den Namen Berüß 
tungstreig führen. ' 

1052. Durd jede ganz außerhalb einer Sphäre liegende Gerade laſſen ſich ſtets 
zwei Ebenen legen, welche die Sphäre berühren, aber nie mehr. 

1053. Die Winkel, welde zwei Gerade, die man von einem beliebigen Puncte 
der gemeinſchaftlichen Durchſchnittslinie zroeier eine Sphäre berührender Ebenen nad) den 
Berührungöpuncten zieht, mit der genannten Durchſchnittslinie bilden, find von gleicher 


Größe, 
X. 1051 — 50. 


- 4054. Durch zwei beliebige auf einer Sphäre gegebene Punete laſſen ſich unendlich 
viele Paare folder Zangenten ziehen, von denen jedes Paar in derfelben Ebene liegt, 
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Zuſ. De zwei zufammengebhörige von diefen Tangenten find daber entweder paral⸗ 

lel, oder müffen bei binreihender Berlängerung fi fhneiden. j 
1055. Erklärung. Gonjugirte oder zufammengebörige Pole ci« 

ner Kugel nennt man jedes Paar conjugirter Pole eined HauptPreifes diefer Kugel (X. 

| 562, Anm.) 

I_ Aranerfung. Jedes Paar folcher. Pole gehört nicht blos einem, fondern unzähli 
vielen Hauptkreiſen der Kugel gugleih an — alten denen nämlich, „welche den | 
— ESE —— die pit ern zur gemeinfchaftlichen ——— e 

Zuſ. 1. Jeder Pol einer Kugel hat nie mehr als einen ihm zugeordneten Pol. _ 
ei Sul 2. Durd einen von zwei zugeordneten Polen iſt auch zugleich der andere be« 

mm + . ” 

Anmerkung. Der nöthigen Kürge halber fol künftig, wenn-von zwei zugeorbnes 
ten Polen die Rede ift, der Durch beide Hindurchgehende Augetdurchmelter der 9 o la r⸗ 
durchmeſſer heißen. 

Zuſ. 3. Die Spitze des einer Kugel umſchriebenen Kegel und der Mittelpunct des 
Berührumgökreifes (X. 1051, Anm.) find zugeordnete Pole, 

1056. Ertlärung. Polarebene einer Kugel beißt jede durch einen von zwei 
zugeordneten Polen fo gelegte Ebene, daß fie ſenkrecht auf dem Polardurchmeffer (X. 
1055, Anm.) ftebt, und zwar beißt fie die zu dem andern Pol zugehörige Polarebene, 
fo wie umgekehrt diefer der zu ibr gehörige , oder ihr zugeordnete Pol. 

Auf, 1. Dede Ebene hat al5 Polarebene einer Kugel nur einen Pol, und umge⸗ 
ehrt gehört zu einem beftimmten Pol nie mehr als eine Polarebene. 

uf. 2. Iſt eine Kugel und eine Ebene gegeben, fo ift es jederzeit möglid und 
leicht, den zu der legtern als Polarebene zugehörigen Pol zu finden, und umgekehrt. 

. uf. 3. Die Spise jedes einer Kugel umſchriebenen Kegels bildet den zu der Ebe⸗ 

| ne des Berührungsfreifes als Polarebene zugehörigen Pol, und umgekehrt. 

| 1057. Erflärung. Gonjugirte Polaren einer Kugel beißen zwei foldye 
Gerade, welche dur zwei zugeordnete Pole fo gezogen find, daß beide fowohl unter fid, 
als aud mit dem Polardurchmeſſer (X. 1055, Anm.) rechte Winkel bilden, 

Zuſ. 1. Jede Gerade bat ald Polare einer Kugel nie mehr als eine ihr zugeord- 
nete Polare. - 

uf. 2. Iſt eine Kugel und eine Gerade gegeben, fo it es immer moͤglich und 
leicht, die der legtern zugeordnete Polare zu finden, 

3uf. 3. Zwei Gerade, welche die Sphäre in demfelben Puncte berühren und auf 
einander ſenkrecht ftehen, bilden zwei zugeordnete Polaren. 

Zuf. 4. Zieht man in dem Berührungdfreife eines der Kugel umfchriebenen Kegels 
zwei ſenkrecht auf einanderftehende Durchmeſſer und mit ihnen zwei Paralleien durch die 
Spitze des Kegels, fo bilden diefe vier Geraden zwei Paare zugeorvneter Polaren. 

Frage: Gehört zu einem Kugeldurdmefler aud) eine zugeordnete Polare? 

1058. Die Kante jedes einer Kugel umfohriebenen d. h. mit feinen beiden Ebenen 
die Sphäre berührenden Flächenwinkels und die die beiden Berührungspuncte verbindende 
Kugelfehne bilden zugeordnete Polaren, 

Antett. zum Bew. Lege durch den Stugelmittelpunct- und die beiden Berührungs- 
puncte eine Ebene; fie ftebt ſenkrecht auf den beiden berührenden Ebenen, mithin auch 
auf der Kante des Flächenwinkels; diefe Kante bildet alfo mit der Berübrungsfehne rechte _ 
Winkel und beide gehen durch zugeordnete Pole (X. 567) 2c. 

1059. Liegen die Kanten von mehreren einer Kugel umfchriebenen Flächenwinkeln 
oder Seilen in derfelben Ebene, fo haben die je zwei zufammengehörige Berührungspune 
cte verbindenden Kugelſehnen einen gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunct. ' 

" Anleit. zum Bew. Legt man dur den Kugelmittelpunct und je zwei zufammen 
gehörige Berührungspuncte Ebenen, fo fteht jede derfelben auf der Kante des entipres 
enden Zlähhenwintels, und mithin auch auf jeder durch diefe Kante gelegten Ebene ſenk⸗ 

recht z es ftehen mithin auch die Durchſchnittslinien won je zwei unferer Ebenen auf der 
einzigen, alle Kanten der Flächenwinkel enthaltenden, Ebene ſenkrecht, was offenbar, da 
diefe Durchſchnittslinien nie parallel fein Fönnen, nur unter der Bedingung möglid iſt, 
daß fie alle in eine einzige Gerade zufammen fallen c. | 

1060. Umkehrung des vorigen Sage. | | 

1061. Die Durchſchnittslinie zweier Polarebenen einer Kugel und die ihre Pole 
verbindende Gerade büden zugeordnete Polaren. 

Anleit. zum Bew. Die durd die beiden Polardurchmeſſer gelegte Ebene, in welcher 
fi, die die genannten Pole verbindende Gerade befindet, fteht ſenkrecht auf der Durch⸗ 
fhnittölinie der Polarebenen; der Punct, in welchem dieſer Be erfolgt, iſt 

. 0 * 
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der Pol, zu weldem die die Pole-der Polarebenen verbindende Gerade als’ Polarc ge 
hört (X. 564) ıc. IL. Ä 

1062. Die Gerade, welche die Spisen ‚zweier einer Kugel umſchriebenen Kegel 
verbindet und die Durchſchnittslinie der Ebenen der Berührungskreiſe diefer Segel bilden 
zwei zugeordnete Polaren. 

Zrage: Wie verhält ed fih mit amferm Sate dann, wenn die Ebenen der Berüh— 
rungöfreife parallel find? 

1063. Liegen die Spigen.mehrerer einer Kugel umſchriebener Kegel auf einer ge 
raden Linie, fo baben die Ebenen: ihrer Berührungöfreife eime gemeinſchaftliche Durd- 
ſchnittslinie. 

1064. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

1065. Der gemeinſchaftliche Durchſchnittspunct dreier Polarebenen einer Kugel iſt 
der Pol, welcher der durch die drei Pole diefer Ebenen gelegten vierten Ebene als ſei⸗ 
ner Polarebene zugehoͤrt. 

Anleit. zum Bew. Es ſeien die drei Polaröbenen E, , E,, E, ihre refpectiven 
Pole BR, B, B; dem frühern Satze X. 1051 zufohge hat jede durch A und. gehende 
Polarebene ihren Pol auf der Durchſchnittslinie von E, und’E, ; eben fo hat jede durch B 
und P, gelegte Polarebene ihren Pol auf dem Durchſchnitt von E, und E,2c. Die durd 
alle drei Pole gehende und durch fie beftimmte Polarebene muß alfo ihren Pol auf jedem 
jener drei Durchſchnitte, mithin in deren gemeinfhaftlihem Durchſchnittspunete haben. 

Frage: Welcher Eigenſchaft des. Kreifes entipricht die im vorftebenden Sage aus 
geſprochene Eigenfchaft der "Kugel? 

1066. Wenn von mehrern einer Kugel umſchriebenen Kegeln die Spigen aller in 
derſelben Ebene. liegen, fo haben die Cbenen ſämmtlicher Berübrungsfreife einen gemein⸗ 
ſchaftlichen Durchſchnittspunct. 

1067.. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

1068. Erklärung. Aehnlichkeitspuncte zweier ganz außerhalb einander 
liegender Kugeln find die .gemeinfchaftlihen Aehnlichkeitspuncte (X. 576) aller derjenigen 
Kreispaare, welche die Durchſchnitte beider Kugeln..mit einer durch ihre Mittelpuncte ge- 
benden Ebene bilden. Wie bei Kreifen unterſcheidet man aud "bei Kugeln zwifchen .ei- 
nem äußern und innern Aehnlichkeitspuncte. 

| Zuf. Diefe Aehnlichkeitspuncte find nichts anders, als die Spigen zweier Kegel, 
von denen jeder beiden Kugeln zugleih umſchrieben ift. Nah dem Achnlihfeitspuncte 
felbft, welder die Spige des Kegelö bildet, fol dieſer Auferer 'oder.innerer umfchriebe- 
ner Kegel beißen. 

‚1069. Erflärung. Ein Flaächenwinkel "Heißt ein zwei Kugeln umſchriebener, 
wenn jede feiner beiden Ebenen beide Kugelfläden berührt. Wie bei ebenen Winfeln 
und Kreifen, ſo ift auch bei Flächenwinkeln und Kugeln eine zweifache Art diefes Um⸗ 
ſchreibens möglich 5 entiweder nämlich Liegen.beide Berührungspuncte jeder Ebene auf der: 
felben Seite der Kugelare d. h. der die Mittelpuncte beider Kugeln: verbindenden Gera- 
den, oder auf verfhiedenen Seiten derfelben. Im erftern Falle fol der Flaäͤchenwinkel 
den Namen eines äußern umſchriebenen; im zweiten Falle den eines innern 
umſchrie benen führen. | 

Zuſ. 1.” Man Fann jeden ſolchen Zlädenmwinkel offenbar auch als demjenigen Ke 
gel umſchrieben betrachten f der beiden Kugeln umſchrieben iſt; wobei natürlich ein äu⸗ 
ßerer Flächenwinkel und ein äußerer Kegel, fo wie ein innerer Flächenminfel und inne 
rer Kegel zufammengehören. j 

Zuſ. 2. Die Kante jedes zwei Kugeln umfihriebenen Flaͤchenwinkels geht durch die 
Spige des gleihnamigen eben diefen Kugeln umſchriebenen Kegels. 

Zuſ. 3. Die Kante jedes zwei Kugeln umfchriebenen Flaͤchenwinkels liegt mit der 
Are diefer Kugeln in .einerlei Ebene. 

Zuſ. 4. Die dur) die Kante des Flächenwinkels und bie Kugelare gelegte Ebene 

halbirt den erſtern. 

1070. Wenn von drei Kugeln jede ganz außerhalb der beiden andern liegt, fo ba- 
ben die Aehnlichkeitspuncte, die zu je zweien derfelben gehören, ftetd eine ſolche gegenfei- 
tige Lage, daß ſowohl die drei äußern unter fi), als aud jeder von ihnen mit zwei 
innern in gerader Linie liegen. - 

y Pa zum Bew, Aus der Erklärung der Aehnlichkeitspuncte in Berbindung mit 

Anmerkung. Der nöthigen Kürze halber ſollen diefe vier Geraden Eünftig den 


Namen Aehnlihkeitsaren führen und zwar fol aä ußere Are diejenige heiße 
weiche durch die Außern Aehnlichkeitspuncte seh innere jede * drei —D hen, 








* 
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1071. Sind drei Kugeln gegeben, von denen jede ganz außerhalb der beiden an- 
dern liegt, fo laffen ſich ftet5 vier Flächenwinkel conftruiren, von denen jeder allen drei 
Kugeln umfchrieben ift, und zwar liegen bei einem derfelben alle drei Berührungspuncte 
jeder feiner Ebenen auf derfelben Seite der dur die Mittelpuncte der drei Kugeln ges 
legten Ebene, bei den drei übrigen dagegen auf verfehiedenen Seiten. 

. Anleit. zum Bew, Die vier Aehnlichkeitsqxen find die Kanten der vier in Rede fte- 
benden Flächenwinkel. 

1072. Lehnſatz. Haben ſechs Puncte im Raume die Eigenfhaft, daß fie vier 
Zernionen bilden, von denen jede in gerader Linie liegt, fo liegen fämmtlihe Puncte 
in derfelben Ebene. ' | 

Bew. Zünf diefer Puncte müffen dem frühern Lehrſatz 420 zufolge immer in einers 
lei Ebene liegen, und der ſechſte Fann fi nicht außerhalb derfelben befinden, da die Ge⸗ 
rade, der er der Boraudfegung zufolge angehört, in ver Ebene liegt. _ 

| 1073. Die Aehnlichkeitspuncte yon vier Kugeln, ‘von denen jede ganz außerhalb 
der Drei übrigen liegt, haben ftets eine ſolche gegenfeitige -Zage, daß 
1. die ſechs äußern Aehnlichkeitspuncte, die zu je zwei Kugeln gehören ,. fi) in der⸗ 

felben Ebene befinden; | 0 

2. drei folde äußere Aehnlichkeitspuncte, die in gerader Linie liegen, aljo zu je zwei 
von derfelben Ternion unferer Kugeln gehören (X. 1070), in derfeiben Ebene lies 
gen mit den drei innern Aehnlichfeitöpuncten , weldhe zu denjenigen drei Kugelpaa⸗ 
ren gehören, die die vierte Kugel mit den drei erſtern bildet; . 

3. zwei äußere Aehnlichkeitspuncte, von denen der eine zu irgend zwei, und der an⸗ 
dere zu den beiden übrigen der gegebenen Kugeln gehört, in einerlei Ebene liegen 
mit denjenigen vier innern Aehnlichkeitspuncten, von denen Feiner der mit einem 
der beiden genannten äußern zufammengehörige iſt. Es liegen demnad, wenn wir 
den Außern Aehnlichkeitspunct der erften und zweiten Kugel durch A,,., den der 
erften und dritten durch A,,, 2% ,. die entipredhenden innern Aehnlichkeitspuncte 
aber durch Isa > Jısa 26. bezeihnen, in-einerlei Ebene folgende Senionen dieſer 
zwoͤlf Puncte: | | 

1- Ai,2 Aiss Ayys Asa Ässı Asa 
2: Ay Ars Ans Ina Tara Jar 
3. Ay, Ars Asa Jıra Ira Isa. 
4: Ay Ana Asa Jun Jos Ira 
5. Agız Ass. Assı Fra IJıss Fra 
6: Ay As Jr Ina Fars Tara 
T: Ay Asa Jr -Iıra Is Io 
& Ana Ass Jia Jura Ira Tara 

Beweis, Wird leicht hergeleitet aus dem vorhergehenden Lehnfas in. Berbindung 
mit %. 1070. j \ 

" Anmerkung. Die acht Ebenen, .von. denen jede auf die fo ehen.näher angegebene 
Weiſe ſechs Achnlichkeitspuncte von vier.Kugeln enthält, ſollen Aehnlichkeitsebe⸗ 
nen genannt werden. 

1074. Erklärung. Potenzebene zweier Kugeln: heißt der geometrifhe Drt 
der Potenztinien (A. 589) aller. derjenigen Kreispaare, welche man als Durdfchnitte der 
beiden Kugeln mit einer durch ihre. Mittelpuncte gelegten Ebene erhält. 

uf. 1. Die Potenzebene zweier Kugeln .ftebt auf der Are derfelben fenfredt. 

Zuſ. 2. Die Potenzebene Zweier fi berührender Kugeln ift die durch den Berüh⸗ 
rungspunct gehende gemeinfchaftlihe Berührungsebene. 

Zuf, 3; Die Potenzebene zweier ſich ſchneidender Kugeln ift die. Durchſchnittsebene. 

Zuſ. 4. Die Potenzebene zweier Kugeln, die ſich weder, berühren noch ſchneiden, 
von denen alfo die eine entweder ganz außerhalb, oder ganz innerhalb der andern liegt, 
findet man „ indem man-durd. die Pofenzlinie irgend eines Paares zufammengehöriger 
Kreife eine Ebene legt, welche ſenkrecht auf der Are der Kugeln. fteht. 

1075. Zieht man in der Potenzebene zigeier Kugeln eine beliebige Gerade und be- 
ſchreibt für fie ald Kante um dic eine fowohl als um die andere Kugel einen Flächen⸗ 
winfel, fo find je vier ſolche Gerade, welche einen beliebigen Punct jener gemeinſchaft⸗ 
lihen Kante mit nen vier Berührungspuncten verbinden , von gleicher Länge. 
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1076. Die Potenzebenen dreier Kugeln, deren Mittelyuncte nit in geraber Linie 
- Hegen, baben ftet3 eine gemeinfihaftliche. Durchſchnittslinie. 
Zuf. 1. Diefer Durchſchnitt ift der geometrifhe Drt aller derjenigen Puncte, für 
* alle Zangenten, die man von ihnen aus an die drei Kugeln zieht, einerlei Länge 
aben. 
- Buf. 2. Die gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie der drei Potenzebenen dreier Ku 
geln ftebt ſenkrecht auf der durdy die Mittelpuncte diefer Iegtern gelegten Ebene, 
Anmerkung. Diefer Durchſchnitt ſoll fünftig die Potenziinte der drei Kugeln 


eißen. 
dei 1077. Beſchreibt man von einem.beliebigen Puncte der Durchſchnittslinie Der drei 
Potenzebenen dreier Kugeln ald gemeinſchaftlicher Spige um jede der Kugeln einen Se 
gel, fo haben, wenn man bie zugehörigen Berührungsfreife als die Grundflächen der 
Kegel betradptet, die fämmtlihen Kegelfeiten aller einerlei Länge. | 

1078. Die ſechs Potenzebenen und mithin auch die vier Potenzlinien von vier Mtu⸗ 
gein, von deren Mittelpuncten nie mehr ald zwei auf derfelben Geraden liegen, haben 
jtetd einen gemeinfhaftliden Durdfchnittspunct. 

Zuſ. 1. Sind vier Kugeln gegeben, fo läßt fi immer ein Punct von folder Be 
f&affenheit finden, daß die von ihm an alle vier Kugeln gezogenen Tangenten (die Stüde 
en lich zwiſchen jenem Puncte und den Berührungspuncten) ſämmtlich einerlei 

ünge haben, 

Zuſ. 2. Iſt eine beliebige Menge beliebiger Kugeln gegeben, deren Mittelpuncte 
eine ſolche gegenfeitige Lage haben, daß nie mehr als zwei auf derfelben Geraden liegen, 
fo giebt es für jede Binion derfelben eine Ebene gleiher Potenzen, für jede Ternion 
eine Linie gleiher Potenzen, für jede Quaternion einen Punct gleicher Potenzenz 








alfo für n Kugeln „en Potenzebenen , g — Potenz⸗ 
linien, und — Potenzpuncte. 
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1079. Beſchreibt man um einen geraden Stegel einen beliebigen Flächenwinkel, und 
legt durch deſſen Kante und die Are des Kegels eine Ebene, fo fteht diefelbe ſenkrecht auf 
der durch die beiden Berügrungslinien beftimmten Ebene und der Durchſchnitt beider Ebe⸗ 
nen halbirt den von den Berührungölinien gebildeten Winkel, “ 

1080. Bleibt Alles wie beim vorigen Satze und fehneidet man den Kegel mit einer 
feiner Grundfläche parallelen Ebene, jo bilden die beiden Puncte, in denen diefe Ebene die 
Kante des umfchriebenen Zlähenwinfels und die den Winkel der Berührungslinien halbi⸗ 
rende Gerade (f. vor. Lehrſ.) fhneidet, zwei zugsordnete Pole des Kreiſes, welchen eben 
dieſe Ebene mit der Kegelfläche bildet. ' - 

%. 567. 

Zrage: Wie wird es mit unferm Sage, wenn die Kante des dem Kegel umſchrie⸗ 
benen Zlädhenwinfels parallel der Grundfläche des letztern ift? | 

1081. Wird ein gerader Kegel durd eine beliebige Anzahl feiner Grundfläche pa⸗ 
rofleler Ebenen geſchnitten und für die dadurd entftandenen Kreife eine Reihe von gleich: 
namigen (äußern oder innern) Polen fo genommen, daß fie alle auf einer durch bie Spite 
des Kegeld gehenden Geraden liegen, fo liegen aud die fämmtliden, diefen zugeorbneten 
Pole auf einer durg eben eng Spige gehenden Geraden. j ı 

Anmerkung. ö um j 
old HT „lakhe aufammengehörige Gerade follen Änftig conjugirte 
‚ uf 1. Jede durch den Scheitel eines geraden Kegels gehende Gerade kann als 
eine von zwei zugeordneten Polaren betradytet werden. 

Buf. 2. Liegt die eine von zwei zugeordneten Polaren cined Kegels außerhalb deſ⸗ 
felben , fo liegt die andere innerhalb und umgekehrt. 

1082. Erklärung. Polarebene eines Kegel und zwar die einer won zwei 
zugeordneten Polaren zugehörige Polarebene heißt diejenige Ebene, weldye durch die an⸗ 
nic Polare fo gelegt iſt, daß fie auf der durch beide Polaren beftimmten Ebene fenfredt 


SZuſ. 1. Jede belichige durch die Spitze eined geraden Kegels gezogene Gerade hat 
ihre zugehörige Polarebene, aber auch nie mehr als eine, und umgekehrt. 
Zuſ. 2. Liegt die Polarebene außerhalb des Kegels, ſo liegt ihre Polare innerhalb, 
und umgefehrt. ’ 
Zuſ. J. Die Kante des einem geraden Kegel umſchriebenen Flaͤchenwinkels und die 
burd die beiden Berührungstinien beftimmte Ebene bilden zufammengehörige Polare und 


u. 


4 
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Polarebene. Daſſelbe gilt von der Geraden, welche den Winkel der Beruͤhrungslinien 
halbirt und der Ebene, welche durch die Kante des Flächenwinkels ſo gelegt iſt, daß fie 


ſenkrecht auf der durch eben jene Winkelhalbirende und die Axe des Kegels beſtimmten 


Ebene ſenkrecht ſteht. 

1083. Werden um einen geraden Kegel zwei Flächenwinkel beſchrieben, ſo iſt die 
Durchſchnittslinie der Berührungsebenen d. h. der durch je zwei zuſammengehoͤrige Be⸗ 
rührungskegelſeiten beſtimmten Ebenen die Polare der durch die Kanten dieſer Winkel 
beſtimmten Ebene. 


Anleit. zum Bew. Die Gerade, welche die Durchſchnittspuncte der Winkelkanten 


mit der Grundfläche des Kegels unter einander verbindet, bildet die Polare des Durch⸗ 
ſchnittspunctes der Grundlinien der Berührungsdreiecke; daher bildet die Durchſchnitts⸗ 
linie der durch die Winkelkanten beſtimmten Ebene mit derjenigen Ebene, welche durch 
die Kegelaxe und die Durchſchnittslinie der Berührungsdreiecke gelegt wird, mit dieſem 
zuletzt genannten Durchſchnitt zwei conjugirte Polaren; zugleich ſtehen auch die beiden 
Ebenen fenfredt auf einander ꝛc. u | 

Frage: Behäaͤlt unfer Sag auch für den Fall noch feine Richtigkeit, wenn die Grund: 
linien der beiden Beruͤhrungsdreiecke parallel find ? 

1084. Werden. einem .geraden Kegel mehrere Flächenwinkel fo umſchrieben, daß 
die Ebenen fämmtliher Berührungsdreiede eine gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie haben, 
ſo liegen die Kanten aller .diefer Winkel in einerlei Ebene. 

‚ A. 1083 — A. 1082, Zuſ. 1. 
1085. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 


Anmerkung. Die beiden legten Sätze laſſen ſich auch auf den Cylinder ausdehnen, - 


den man ja als einen Kegel betrachten kann, deſſen Spipe unendlich weit entfernt von 
der Srundfläche iſt. 

1086. Erflärung. Ein Flähenmwinfel. beißt zwei Kegeln mit gemeinſchaftlicher 
Spite umfhrieben, wenn jede feiner Ebenen beide Kegelflächen berührt, Wie bei 
Kugeln fo unterfheidet man aud bei Kegeln einen äußern und einen innern ums 


ſchriebenen Flächenwinkel, je nachdem die beiden Kegel auf derfelben oder auf verſchiede⸗ 


nen Seiten jeder feiner beiden Ebenen liegen. 
1087. Wenn zwei Kugeln ihre Lage und Größe fo ändern, daß fie fortwährend 


zwei Kegeln mit gemeinſchaftlicher Spige eingefchrieben find, fo liegen fomwohl die äußern 


ald die innern den Kugeln für die einzelnen Zuftände ihrer gegenfeitigen Lage und Größe 
zugehörigen Aehnlichkeitspuncte (X. 1068) in gerader Linie, Beide Gerade gehen durch 
die gemeinſchaftliche Spige beider Kegel und liegen mit deren Axe in einerlei Ebene, 
Anleit. zum Bew. Die gemeinſchaftliche Spige S beider Kegel ift der gemeinſchaft⸗ 
tiche äußere Aehnlichkeitspunct alter fowohl dem einen als dem andern eingejdhriebenen 
Kugeln. Bezeihnet man nun die beiden Kugeln für einen beftimmten Zuftand ihrer 
Lage und Größe mit K, k, für einen zweiten folhen Zujtand mit K,, k, 26., ibre 
refpectiven dußern Aehnlichkeitspuncte mit A, A,, ⁊c., die innern aber mit I, J,, 2, 
endlich die Aehnlichfeitäpunete von K und k mit a und i, fo fiegen. in gerader Linie 
folgende Ternionen von Puncten : ' 


= 


1. a,A,$ 
i, J5SS 
3. a, A,,$ 
| | 4. i, J,,8 
mithin Kegen die äußern Aehnlichkeitspuncte A, A, auf der Geraden aS und die innern 
auf der Geraden 1S, alfo beide auf geraden Linien, weldhe durdy den gemeinfchaftlichen 
Scheitel S gehen ⁊c. | 
Anmerkung 1. ‚Diefe beiden Geraden follen die äußere und Innere Aehnlich— 
keizsaxe der beiden Kegel genannt werden. 
‚Anmerkung 2. Liegt von den beiden Kegeln jeder ganz außerhalb des andern, fo 
{nd diefe Aehnlichkeitsären nichts anders, als die Kanten des Außern und inneren, bei: 
en Kegeln umfchriebenen, Flaͤchenwinkels. Er . 

1088. Haben drei Kegel eine gemeinfhaftlihe Spige, fo liegen von den zu je 
zwei von ihnen gehörigen Achnlidfeitsaren fowohl die drei äußern, als auch jede äußere 
‚mit den beiden nicht zw ihr gehörigen innern in einerlei Ebene. | 

Anleit. zum Bew. Die äußern Aehnlichkeitsaxen liegen in derjenigen Ebene, welche 


man durch die gemeinſchaftliche Kegelfpige und die gerade Einie legt, auf melde 
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1076. Die Potenzebenen dreier Kugeln, deren Mittelpuncte nit in geraber Linie 
- Hegen, baben ftet3 eine gemeinfchaftliche. Durchſchnittslinie. 

Zuf. 1. Diefer Durchſchnitt ift der geometrifhe Drt aller derjenigen Puncte, für 
Ice alle Zangenten, die man von ihren aus an die drei Kugeln zieht, einerlei Länge 
haben. 
- uf. 2. Die gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie der drei Potenzebenen dreier Ku 

geln ftebt ſenkrecht auf der durch die Mittelpuncte diefer Iegtern gelegten Ebene, 
Anmerkung. Diefer Durchſchnitt fol ünftig die Potenziinie der Drei Kugeln 


eißen. 
dei 1077. Beſchreibt man von einem.beliebigen Puncte der Durdfänittölinie der drei 
Potenzebenen dreier Kugeln als gemeinſchaftlicher Spige um jede der Kugeln einen Ke 
gel, fo hoben, wenn man die zugehörigen Berührungdfreife als die Grundflädhen der 
Kegel betrachtet, die ſaͤmmtlichen Kegelfeiten aller einerlei Länge. 

1078. Die ſechs Potenzebenen und mithin aud) die vier Potenzlinien von vier Ku⸗ 
geln, von deren Mittelpuncten nie mehr als zwei auf derfelben Geraden liegen, baben 
ſtets einen gemeinſchaftlichen Durdfchnittspunct. 

Zuſ. 1. Sind vier Kugeln gegeben, fo läßt fi immer ein Punct von folder Be 
fhaffenheit finden, daß die von ihm an alle vier Kugeln gezogenen Tangenten (die Stüde 
a at zwiſchen jenem Puncte und den Berührungspuncten) fämmtlich einerlei 

änge haben, 

Zuf. 2. Iſt eine beliebige Menge beliebiger Kugeln gegeben, deren Mittelpuncte 
eine ſolche gegenfeitige Lage haben, daß nie mehr als zwei auf derfelben Geraden liegen, 
fo giebt es für jede Binion derfelben eine Ebene gleidher Potenzen, für jede Ternion 
eine Linie gleiher Potenzen, für jede Quaternion einen Punct gleidher Potenzenz 


n—1), n.m—1)w—®2 
— Potenzebenen, — — Potenz⸗ 


J n.(a — (n — (1 — 3) 
linien, un 1.2.3.4 Dotenzpuncte, 

1079. Beſchreibt man um einen geraden Segel einen beliebigen Flächenwinkel, und 
legt durch deffen Stante und die Are des Kegels eine Ebene, fo fteht diejelbe ſenkrecht auf 
der durch die beiden Berührungslinien beftimmten Ebene und der Durchſchnitt beider Ebe⸗ 
nen halbirt den von den Berührungslinien gebildeten Winkel, " 

1080. Bleibt Alles wie beim vorigen Sape und ſchneidet man den Kegel mit einer 
feiner Grundfläche parallelen Ebene, fo bilden die beiden Puncte, in denen dieſe Ebene die 
Kante des umfhriebenen Flächenwinkels und die den Winkel der Berührungslinien halbi⸗ 
rende Gerade (f. vor. Lehrſ.) ſchneidet, zwei zugzordnete Pole des Kreiſes, welchen eben 
dieſe Ebene mit der Kegelflähe bildet. | - 


alfo für n Kugeln —* 


567. 


Frage: Wie wird es mit unſerm Satze, wenn die Kante des dem Kegel umſchrie⸗ 
benen Flaͤchenwinkels parallel der Grundfläche des letztern iſt? 

1081. Wird ein gerader Kegel durch eine beliebige Anzahl ſeiner Grundfläche pa⸗ 
ralleler Ebenen geſchnitten und für die dadurch entſtandenen Kreiſe eine Reihe von gleich⸗ 
namigen (äußern oder innern) Polen ſo genommen, daß ſie alle auf einer durch die Spitze 
des Kegels gehenden Geraden liegen, ſo liegen auch die ſämmtlichen dieſen zugeordneten 
Pole auf einer dur eben deng Spige gehenden Geraden. 

Anmerkung. ö ü nij 
nme un aa „he aufammengehörige Gerade ſollen künftig conjugirte 
uf. 1. Jede dur den Scheitel eined geraden Kegels gehende Gerade kann als 
eine von zwei zugeordneten Polaren betradptet werden. 

Buf. 2. Liegt die eine von zwei zugeordneten Polaren eines Kegeld außerhalb defr 
ſelben, fo liegt die andere innerhalb und umgekehrt. 

1082. Erklärung. Polarebene eines Kegel und zwar die einer von zwei 
zugeordneten Polaren zugehörige Polarebene heißt diejenige Ebene, welche durch die an« 
— Polare ſo gelegt iſt, daß ſie auf der durch beide Polaren beſtimmten Ebene ſenkrecht 

eht. 


Zuſ. 1. Jede belicbige durch die Spitze eines geraden Kegels gezogene Gerade hat 
ihre zugehörige Polarebene, aber auch nie mehr als eine, und umgekehrt. . 
Zuſ. 2. Liegt die Polarebene außerhalb des Kegels, fo liegt ihre Polare innerhalb, 
und umgelehrt. 
Zuſ. 3.. Die Kante des einem geraden Kegel umfhriebenen Flächenwinkels und die 
durch die beiden Berührungstinien beftimmte Ebene bilden zufammengehörige Polare und 


— 


4 
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Dolarebene. Daſſelbe gilt von der Geraden, welche den Winkel der Berührungölinien 
balbirt, und der Ebene, melde durch die Kante des Flächenwinkels fo gelegt ift, daß fie 
ſenkrecht auf der durch eben jene Winfelhalbirende und die Are des Kegels beftimmten : 
Ebene fenfredt ſteht. 


1083. Werden um einen geraden Kegel zwei Flächenwinkel beſchrieben, fo ift bie 
Durdyfänittslinie der Berührungsebenen d. h. der durch je zwei zufammengebörige Bes 


rührungskegelſeiten beftimmten Ebenen die Polare_der durdy die Kanten diefer Winkel 
beftimmten &bene, | 


. Anleit, zum Bew. Die Gerade, melde die Durchſchnittspuncte der Winkelkanten 
mit der Grundfläde des Kegels unter einander verbindet, bildet die Polare des Durch⸗ 
ſchnittspunctes der Grundlinien der Berührungsdreiecke; daher bildet die Durchſchnitts⸗ 
linie der durch die Winfelfanten beftimmten Ebene mit derjenigen Ebene, weldye durch 
die Kegelare und die Durdfchnittölinie der Berührungsdreiede gelegt wird, mit diefem 
zulegt genannten Durchſchnitt zwei conjugirte Polarenz zugleich jtehen auch die beiden 
Ebenen ſenkrecht auf einander ıc. . 

Frage: Behaͤlt unfer Sag auch für den Fall noch feine Richtigkeit, wenn die Grund: 
linien der beiden Beruͤhrungsdreiecke parallel find ? 
1084. Werden. einem .geraden Segel mehrere Flächenwinkel fo umfchrieben, daß 
die Ebenen fämmtliher Berübrungsdreiede eine gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie haben, 


fo liegen die Kanten aller .diefer Winkel in einerlei Ebene. 


A. 1083 — A. 1082, Zuſ. 1. 

1085. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

Anmerkung. Die beiden letzten Sätze laſſen ſich auch auf den Cylinder ausdehnen, - 
den man ja als einen Kegel betrachten Tann, deflen Spige unendlich weit entfernt von 
der Srundfäche ift. 

1086. Erflärung. Ein Zlähenwinfel beißt zwei Kegeln mit gemeinſchaftlicher 
Spite umfhrieben, wenn jede feiner- Ebenen beide Kegelflächen berührt, Wie bei 
Kugeln fo unterfeidet man auch bei Kegeln einen äußern und einen innern um: 
fchriebenen Flächenwinkel, je nachdem die beiden Kegel auf derfelben oder auf verſchiede⸗ 
nen Seiten jeder feiner beiden Ebenen liegen. | 


1087. Wenn zwei.Stugeln ihre Lage und Größe fo Ändern, daß fie fortwährend 
zwei Segeln mit gemeinfchaftlier Spige eingefhrieben find, fo liegen fowohl die äußern 
als die innern den Kugeln für die einzelnen Zuftände ihrer gegenfeitigen Lage und Größe 
zugehörigen Achnlidhfeitspuncte (A. 1068) in gerader Linie, Beide Gerade gehen durch 
die gemeinſchaftliche Spige beider Kegel und liegen mit deren Are in einerlet Ebene. 

Anleit. zum Bew, Die gemeinfhaftlicye-Spige S beider Kegel ift der gemeinfchaft- 
tie äußere Aehnlichkeitspunct aller ſowohl dem einen als dem andern ceingefchriebenen 
Kugeln. Bezeichnet man nun die beiven Kugeln für einen bejtimmten Zuftand ihrer 
Lage und Größe mit K, k, für einen zweiten folden Zujtand mit K,, k, i., ihre 
refpectiven äußern Aehnlichkeitspuncte mit A, A,, 20., die innern aber mit I, I), ⁊c., 
endlich die Aehnlichfeitspunete von K und k mit a und i, fo liegen, in gerader Linie 
folgende Ternionen von Puncten: ' 

a, A, 8 
i, JSS 
a,A,,9 
| . 1, J,,8 
mithin Kegen die dußern Aehnlichkeitspuncte A, A, auf der Geraden as und die innert 
auf der Geraden iS, alfo beide auf geraden Linien, welche durch den gemeinfchaftlichen 
Scheitel S gehen u. 


Anmerkung 1. Dice beiden Geraden follen die äußere und innere Aehnlich⸗ 
keitsaxe der beiden Kegel genannt werden. 


‚Anmerkung 2. Liegt von den beiden Kegeln jeder ganz außerhalb des andern, fo 
‚find diefe Aehnntiihkeitsaren nichts anders,. als die Kanten des außern und Innern, beis 
en Kegeln umfchriebenen, Flaͤchenwinkels. . 

1088. Haben drei Kegel eine gemeinſchaftliche Spige, jo liegen von dem zu ie 
zwei von ihnen gehörigen Aehnlichkeitsaxen ſowohl die drei Außern, als auch jede äußere 
“mit den beiden nicht zw ihr gehörigen innern in einerlei Ebene, | | 

Unleit. zum Bew. Die äußern Aehnlichkeitsaxen liegen in derjenigen Ebene, welche 
man durch die gemeinſchaftliche Kegelfpige und die gerade Linie legt, auf welder ſich die 


Pape 


N . iii. 
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drei äußern Aehnlichkeitspuncte von drei beliebigen den drei Kegeln einbeſchriebenen STu- 


gein befinden (X. 1070) ꝛc. 
Anmerkung 1. Diele vier Ebenen, von denen jede der geometrifche Drt der Aepn> 
lichkelusaxen dreier Keget ift, ſolen Aehntichleitsebenen genannt werden. 


Anmerkung 3. Cylinder, deren Aren parallel find, kann. man als Kegel betrach⸗ 
ten, deren Sp gen zuſammenfallen, aber unendlich weit von den Srundfächen entfernt 
ind. Aehntichleitsaren zweler folcher Eylinder find Daher alte Diejenigen Geraden, Die 
n der Ebene diefer Aren_paraliel mit ihnen fo gezogen find, daß ihre Entfernungen 
von den Aren fich wie die Halbmeſſer der Eylinder verhalten. Innere Aehnlichkeitsare 
heißt eine folche Parallele, wenn ſie aeifchen den Eylinderaren liegt, äußere im entges 

engefepten Fat, Liegen beide Eylinder ganz außerbaib einander, fo falten Diefe Aebn⸗ 
1 eitsaren zufammen mit den Kanten der beiden Cylindern umfchriebenen innern 
und äußern Flaächenwinkel. u . 

1089. Die drei äußern und die drei innern Aehnlichkeitsaxen dreier Eylinder mit 
paralleien Aren haben ftetd eine ſolche gegenfeitige Lage, daß ſowohl die äußern unter 
fi) in einerlei Ebene liegen, als audy jede äußere mit den beiden nidht zu ihr gehörigen 
innern. 

Anmerkung. Diefe Ebenen ſollen wie bei Megeln den Namen Aehnlichkeits⸗ 
‚ebenen führen. . 

1090. Beſchreibt man in zwei Kegel mit gemeinſchaftlicher Spige eine beliebige 

Anzahl folder Kugelpaare, von denen jedes Paar dur feine Berührungsfreife gleidye 
Stüuͤcke der Kegelfeiten. (vom Scheitel aus gerechnet) abſchneidet, fo find die Axen Diefer 
fänmtlihen Kugelpaare unter einander parallel, 

Anleit. zum Bew. Die gemeinfhaftlihe Spige beider Kegel fei S; die Mittel 
puncte von ein Paar eingefchriebenen Kugeln der genannten Eigenfhaft GC, C’; ein 
Paar Puncte im Umfange der Berübrungsfreife A, A’; für jede Veränderung ber 


8 ce 
Lage von C und C’ bleibt ſowohl * als auch 57; eine conftante Größe, mithin auch, 


vasA=SA’ sc eine conftante Größe, alfo, wenn C’, G’’ die Mittelpuncte eines 


sc’ 
, , SC sc” 
zweiten Paares der in Nede ftehenden Kugeln so — gm % 
‚ 1091. Die im vorigen Lehrſat näher bezeichneten Kugelpaare haben ſtets eine ges 
meinſchaftliche durch die Kegelfpige gehende Potenzebene, 


. 1090. 
An 9. Diefe Ebene mag den Namen fü : | 
mit —A Sie , und ihr en: Date —EX eher ger 
mag Potenziinie diefer Kegel heißen. 
Zuſ. Berühren fi die beiden Kegel, fo ift die gemeinſchaftliche Berührungsebene, 
und wenn fie ſich ſchneiden, die Ebene des Durchſchnitts ihre Potenzebene, 
1092. Zieht man durch die gemeinfdhaftlihe Spige zweier Kegel in ihrer Potenz⸗ 
ebene eine beliebige Gerade und legt durch fie Berührungsebenen an die Kegel, fo find 
a Fra welche die Berührungslinien mit jener erftern Geraden bilden, von gleicher 
röße, 
‚  Anleit. zum Bew. Nimm auf der Geraden, die dur den Kegelſcheitel S geht, 
einen beliebigen Punct A, und conftruire zwei Kugeln in die Segel fo, daß die von S 
an beide gezogenen Tangenten von gleicher Länge und zwar = AS; find B und B’ die 
Durchſchnittspuncte der Berührungskreislinien diefer Kugeln mit den Berührungdlinien 
der Ebenen, fo find die Dreiede SAB und SAB’ congruent ꝛc. 
1093. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. — 
1094. Die drei Potenzebenen, welche zu je zweien von drei Kegeln mit gemein⸗ Ä 
ſchaftlicher Spige gehören, haben eine gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie. 


+1 . 

get Anmerkung. Diefe Durchfchnittstinie wollen wir die Potenzlinte der drei Kes 

‚ ,1095. Erklärung. Potenzlinie zweier Gnlinder mit parallelen Aren ift 
bie in der Ebene der Aren parallel mit dieſen und in ſolchen Entfernungen don ihnen ge= 
zogene Gerade, daß der Unterſchied der Quadrate diefer Entfernungen gleich ift dem Unter- 
ſchied der Quadrate der Halbmeffer der Gylinder. Potengebene der Gylinder heißt 
diejenige durch die Potenzlinie gelegte Ebene, welche ſenkrecht auf der Axenebene fteht. 

10%. Zieht man in der Potenzebene zweier Eylinder mit parallelen Axen eine 
dritte mit diefen Axen parallele Gerade und legt durch fie Ebenen, melde die Cylinder 
berühren, fo haben die Berührungslinien diefer Ebenen gleiche Entfernungen von der in 
der Potenzebene gezogenen Geraden. - 











‘ 
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1097. Umkehrung des vorigen Lehrfages, - 
1098. Die Potenzebenen dreier Cylinder mit parallelen Axen haben eine gemein-. 
ſchaftliche Durchſchnittslinie. | 
Anmerkung. Diefer Durchfchnitt heißt die Potenzlinie der drei Eylinder. 


1099. Erklärung. Sphäriſcher Mittelpunct eined auf einer Kugel 
oberfläde befindlihen Kreiſes heißt ein Punct diefer Oberfläche, wenn er von allen Pun⸗ 
cten des Umfreifes gleich weit entfernt iftz jeder diefen Mittelpunct mit einem beliebi= 
gen Puncte des Umkreiſes verbindende Normalkreisbogen heißt ſphäriſcher Radius 
oder Halbmefferz ſphäriſcher Durchmeſſer dagegen jeder durch den ſphäri-⸗ 
ſchen Mittelpunct gehende und zwei Puncte im Umkreiſe verbindende Hauptfreisbogen. 

Zuſ. 1. Der fphärifhe Mittelpunct eines Kugelfreifes ift der Scheitel des auf , 
der Ebene des Kreifes ſenkrechten Kugeldurchmeſſes. 

— Zuſ. 2. Der ſphaͤriſche Mittelpunct eines Kugelkreiſes Fällt mit deſſen Pol zu: 
ammen. J 

Zuſ. 3. Jeder Kugelkreis hat zwei ſphäriſche Mittelpuncte, zwei ſphäriſche 
Madien x. 

Anmerkung 1. Iſt künftig nur von einem Mittelpuncterc. die Rede, fo iſt, wenn 
nicht ausdrüdlich dag Gegentheil erinnert wird, immer der nähere d. h. derjenige zu 
verfichen, deſſen zugehöriger fphärifcher Radius die Größe eined Hauptquadranten 
nicht überfteigt. 

Zuſ. 4. In jedem Sugelfreife find die fphärifchen Halbmeffer von gleicher Länge z 
eben fo die Durdmeffer. - 
find 35 5. Die ſphäriſchen Halbmeſſer gleicher auf derſelben Kugel befindlichen Kreiſe 

nd gleich. 

Zuſ. 6. Jeder auf einer beſtimmten, und der Groͤße nach bekannten Kugelober⸗ 
fläche zu conſtruirende Kugelkreis iſt vollkommen beſtimmt, wenn fein ſphäriſcher Mit: 
telpunct und Radius beſtimmt ſind. 


Anmerkung 2. Die Conſtruction kann durch Hülfe des gewöhnlichen Zirkels eben 
ſo ausgeführt werden, wie in der Ebene. 


1100. Zwei oder mehrere ſphaͤriſch concentriſche Kugelkreiſe find Parallelkreiſe 
dieſer Kugel. > 
1101. Die fphärifhen Mittelpuncte aller Kugelfreife, weldhe zwei gemeinfchaft- 
lihe Durchſchnittspuncte haben, liegen’in der Peripherie eines Hauptkreiſes der Kugel, 
uf, 1» Die Peripherie dieſes Hauptfreifes fehneidet den die beiden Durchſchnitts⸗ 
puncte unferer SKreife verbindenden Normalkreisbogen in Halbirungspuncte und unter 
rechten Winkeln. - 
Zuſ. 2. Sind die ſich fchneidenden Streife ſämmtlich Hauptfreife, fo find ihre Durch⸗ 
ſchnittspuncte Die beiden ſphäriſchen Mittelpuncte des Hauptkreifes, auf deffen Peripherie 
die ſphäriſchen Mittelpuncte der erftern liegen. — 
1102. Berühren ſich zwei Kugelkreiſe, fo liegen ihre ſphäriſchen Mittelpuncte mit 
dem Berührungdpunct auf der Peripherie deffelben Hauptfreifes. 
Anleit, zum Bew. Indirect durch Hülfe des frühern Lehrſatzes 563. 
uf. 1. Berühren fi) zwei Kugelfreife, fo ift die Entfernung ihrer fohärifchen 
Mittelpuncte d. h. der diefe Mittelpuncte verbindende Normalfreisbogen gleich der alges 
braifhen Summe ihrer ſphäriſchen Halbmeffer, und umgekehrt. 
Zuſ. 2. Der geometrifche Drt der ſphäriſchen Mittelpuncte aller Kugelfreife, welde 
- einen gegebenen Kugelfreis in einem gegebenen Puncte berühren, ift die Peripherie des 
Hauptfreifes, welcher durch den fphärifchen Mittelpunct des gegebenen Kreifes und durch 
den Berührungspunct beftimmt wird, | 
1103. Zwei Kugelfreife ſchneiden ſich, wenn die Entfernung ihrer ſphäriſchen Mit- 
telpuncte kleiner alö die Summe ihrer fphärifchen Halbmeſſer, aber größer ald der Un- 
terfhied derſelben iſt. 

1104. Z3wei Kugelkreiſe haben gar keinen Punct mit einander gemein, wenn die 
Entfernung ihrer ſphäriſchen Mittelpuncte entweder größer als die Summe ihrer ſphäri⸗ 
ſchen Radien, oder kleiner als deren Unterſchied iſt; im erſtern Falle liegt jeder der bei⸗ 
den Kreiſe ganz außerhalb des andern, im letztern der eine ganz innerhalb des zweiten. 

1105. Schneiden ſich zwei Kugeikreiſe, ſo hat jeder der beiden Flächenwinkel, die 
ihre Ebenen mit einander bilden, zu feinem Maaß die halbe Summe der beiden zwiſchen 
feinen und feines Scheitelwinkels Schenkelebenen enthaltenen Bogen desjenigen Haupt: 
kreiſes, welcher durdy, die fphärifhen Mittelpuncte diefer Kreife gelegt ift. 


! 
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Anleit. zum Bew. Die gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie unſerer beiden Freiſe 
ſteht ſenkrecht auf der Ebene des durch ihre ſphaͤriſchen Mittelpuncte gelegten Hauptkrei⸗ 
ſes; daher iſt jeder der ebenen Winkel, welche die Durchſchnittslinien dieſes Hauptkrei⸗ 
ſes mit den beiden in Rede ſtehenden Kreiſen unter einander an der gemeinſchaftlichen 
Sehne diefer lehtern bilden, das Maaß für einen der vier Flächenwinkel dieſer Kreisebe⸗ 
nen, bieraus aber und aus A. 440 leuchtet die Richtigkeit unferer Behauptung hervor. 


Anmerkung. Der Kürze und Deutlichkeit halber wollen wir fünftig bei jeder Ebe: 
ne, die in Verbindung mit einer Kugel betrachtet wird, diejenige Seite die innere 
nennen, die dem Kugelmistelpuncte Augeivendet ift, Die entgegengefepte aber Die dw 

ere; dit fchlechtkin von dem Winkel zweier Ebenen die Rede, fo verfiehen wir immer 


en, weichen die Ebenen an ihren Innern Seiten Bilden. 

Zuſ. 1. Wenn unfere beiden Kreife eine ſolche gegenfeitige Lage haben, daß ihre 
Ebenen über die Kugeloberflaͤche hinaus erweitert werden müßten, um ihren Durchſchnitt 
zu erhalten, fo bat der Zlächenwinfel (ſ. die vorhergehende Anmerf.), welden die beis 
den Kreisebenen mit einander bilden, zu feinem. Maaß den halben Unterfhied der 
zwifdhen den innern Seiten der Schenfelebenen enthaltenen Bogen des dur die fpbäri- 
fen Mittelpuncte beider Kreife gelegten Hauptkreiſes. 

Zuſ. 2. Der Flächenwinkel, welchen die Ebenen zweier beliebiger Kugelfreife an 
ihren innern Seiten mit einander bilden, bat zu feinem Maaß die halbe algebraifiche 
Summe der zwifdhen den innern Seiten der Schenfelebenen enthaltenen Bogen Des 
durch die ſphäriſchen Mittelpuncte diefer Kreife gehenden Hauptkreiſes. 

Trage: Welchem befannten planimetrifden Sage entſpricht der vorftehende ? 

Zuſ. 3. Berühren fi zwei Kugelkreiſe, fo bat der Flächenwinkel, den ihre Ebe- 
nen an ihrer innern Seite mit einander bilden, zum Maaß die Hälfte des Zwifhen den 
innern Seiten der Schenfelebenen enthaltenen Bogens von dem dur die ſphäriſchen Mit 
telpuncte beider Kreife gelegten Rormalfreis. 

Zuf. 4. Steben zwei Stugelkreife fenfreht auf einander, fo ift die Summe .der 
zwiſchen den innern Seiten ihrer Ebenen enthaltenen Bogen ded durch ihre Tphärifchen 
HMittelpuncte gehenden Hauptfreifes gleih der Summe der von den dußern Seiten der 
Ebenen eingef&loffenen Bogen. 

uf. 5. Wenn zwei Kugelfreife, deren Ebenen fenfredyt auf einander ftehen, ſich 
berühren, jo liegen die beiden Puncte, in denen der durd ihre ſphäriſchen Mittelpuncte 
gelegte Hauptfreis ihre Peripherieen ſchneidet, mit dem SKugelmittelpuncte in gerader 
Linie, oder diefe Durchſchnittspuncte find zwei Gegenpuncte der Sphäre, 

Zuf. 6. Bezeichnet man mit p, p’ die fphärifchen Radien unjerer Kreife, mit B 
aber den Bogen, um welden die Entfernung ihrer Mittelpuncte Fleiner ift ald die Summe 
ihrer Radien, wenn fie ſich ſchneiden, und größer, wenn fie fi auf der Sphäre nicht 
begegnen, und endlid) den Neigungswinkel der Kreife mit e, und die Hälfte eines Haupt: 
umfreifes mit sc, fo ift: 

1. für zwei ſich ſchneidende Kreiſe: — 


T . 
empf Her - C++ rt — e +B 
2. für zwei fid) auf der Sphäre nicht begegnende Kreife: . . 
rap -Ber- ot -=-5 rt —B 
3. für zwei fid.berührende Kreife: 
T 
nr — p—!=-r— P+Nm=-z—-e+z—r 


d. h. der Neigungẽwinkel zweier Kugelfreife ift größer, eben fo groß, oder Fleiner als 
dad Supplement der Summe ihrer fpbärifhen Radien, oder was vaffelbe ift, alö Die 
Summe der Somplemente diefer Radien, je nachdem diefe Kreife auf der Sphäre fi 
entweder fchneiden , oder berühren, oder gar nicht begeanen. 

Zuſ. 7. Iſt einer der beiden in Rede ftehenden Kreife z. B. derjenige, def 


fen ſphäriſchen Radius wir biöher == p’ festen, ein Hauptkreis, fo ift p’ = z. alfo 
1. wenn die Streife fid) ſchneiden: 
= —ptP= Comp. p+$— Compl. (o — 8) 
2. wenn fie ſich berühren: 


e = 5 p = Compl. p 
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3. wenn fie fi auf der Sphäre nicht begegnen: 
=: —p—B- Comp. p — B= Compl. ( + P) 
auf. 8. Sind beide Kreife Hauptkreife , io it: 


1106. Die Entfernung der fphäriihen Mittelpuncte zweier Kreife ift glei) dem 
Supplement des Neigungswinfels , den die innern Seiten ihrer Ebenen bilden, 
%. 1105, Zuſ. & 

1107. Der geometrifhe Ort für die Mittelpuncte oller derjenigen SKreife, welche 
mit einem gegebenen Kugelfreife einen Winkel von vorgeſchriebener Größe bilden, ift die 
Peripherie eines mit dem gegebenen fphärifch concentriſchen Kreiſes, deſſen ſphäriſcher 
Radius gleich dem Supplement des vorgefähriebenen Winkels iſt. 

1108. Wenn in zwei fphärifhen Dreiecken die Winfel des einen beziehungsweife 
denen des andern gleich find, fo ftimmen beide Dreiede auf ähnliche Weife auch in ihren 


“ Seiten überein, oder die Dreiede find gleich nah Seiten und Winkeln, 


570 — 562, 3uf. 1. , , . 

1109. Kein Kreis, deffen Peripherie durch die Spigen eines ſphaͤriſchen Dreiecks 
geht, Fann ein Hauptkreis der Kugel fein. . 

1110. Der Umfang jedes ſphaͤriſchen Dreiecks ift Fleiner ald der Umfang eines 
Hauptkreiſes der Kugel. 

Anleit. zum Bew. Man denke fih um das Dreieck einen Kreis beſchrieben und 
wende den Lehrfad 514 im zwölften Bude dreimal an, 

1111. In jedem ſphäriſchen Dreieck übertrifft die Summe zweier Winfel den drit- 
ten um weniger ald zwei Nedte, 

1112. Jeder Außenwintel eines fphärifchen Dreiecks ift Fleiner ald die Summe der 
beiden innern Gegenwinfel aber größer als deren Unterſchied. 

1113. Die Summe zweier Seiten eines fphärifhen Oreiecks ift größer als die 
Summe der beiden Normalfreisbogen, die man von einem Puncte innerhalb des Dreis 
ecks nad) den Endpuncten der dritten Seite zieht. . 

Deweis. Ganz ähnlid dem Beweiſe für den entfpredhenden Satz bei geradlinigen 
Dreieden. | 

1114. Zwei ſphäriſche Dreiede find nad Seiten und Winfeln’gleih, wenn zwei 
Seiten und der eingefhloffene Winkel in ihnen beziehungsweife gleich find, 

Anleit, zum Ben. Das eine ift entweder dem andern Dreieck felbit oder deſſen 
Begendreied congruent, indem fie fih deden. 

1115. In jedem gleichſchenkeligen ſphäriſchen Dreiede find die an der Grundlinie 
liegenden fowohl innern als äußern Winfel beziehungsweiſe gleih. - 

Anleit. zum Bew. Es fei ABC das gleichſchenkelige Dreied, und zwar AB—=AC; 
auf den Schenkeln ſchneide vom gemeinfchaftlichen Endpuncte A aus zwei Bogen AD, AE 


"von beliebiger aber gleidyer Länge ab, und verbinde D mit C und E mit B; alddann 


find die Dreiede ABE und ACE nad Seiten und: Winkeln glei, und darum auch die 
Dreiede BDC und BEG ıc. 

uf. 1. Jedes gleidhjeitige ſphäriſche Dreieck ift auch gleihwinkelig. ' 

Zuſ. 2. Sind in einem ſphäriſchen Dreieck zwei Winfel von gleicher Größe, fo ha⸗ 
ben auch die Gegenfeiten derfelben gleiche Länge. 

Zuſ. 3. Jedes gleihmwinfelige fohärifche Dreieck ift auch gleichſeitig. 

1116. In jedem ſphäriſchen Dreiecke ſtehen Seiten und Winkel in folder gegenſei⸗ 
tigen Abhängigkeit, daß, je nahdem die Summe zweier Seiten größer, eben jo groß 
oder Fleiner als die Hälfte eines Normalumkreiſes ift, au die Summe ihrer Gegenwins 
kel größer, eben fo groß, oder Fleiner ald zwei Rechte ift, und umgekehrt, alſo wenn 


sw den halben Umfreis bezeichnet, fo ift, jenachdem a + b =n auch A+BS 180°, 


und umgefehrt, , 

Borbereitung. Verlängere die Seiten b und e über ihre nicht gemeinſchaftlichen 
Endpuncte hinaus, bis fie fih zum zmweitenmal ſchneiden in D. 

Bew. Da Dreied BED eines der Nebendreiede won ABC ift, fo it D= A, 
D=r—b,BD=r—cw Geſetzt nun es fiatb>r, ſo iſt a 
r—b, alſo auch a> CD, oder BC CD, alſo auch D>W.DBC (564), oder A> 





u 
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x — B, md vorm ud AB > nr. Eben fo einfady ift der Beweis für Die bei 
den andern Fälle unferes Satzes und für deffen Umkehrung. 
1117. Lehnſat. Iſt die Summe von zwei ungleihen Größen m und n Feiner 


als eine dritte Größe r, fo ift die Fleinere derfelben n ſtets < 5 {ft dagegen ar —n 


> r, fo ift immer m > 7 unbeftimmt (innerhalb gewiffer Sränzen) bleibt im er⸗ 

ftern Zalle die Größe von m, im zweiten die von n; in beiden Zällen aber ift fo viel 

gewiß, daß diefe unbeftimmte Größe dem Werthe von 5 näher koͤmmt als die andere. 
1118. Lehnſah. Umgekehrt, wenn von zwei ungleichen Größen m’ und n, bie 


Z näher kommt ald die andere n, fomuß, wanm + n <r | 


Niſt, n nicht nur < m, fondern auch < z fein, dagegen ift, wenn m +ı>r,n: 


eine m einer dritten 


nit nur > m, fondern au > > 


1119. Wenn von zwei Seiten- eines fphärifhen Dreiedö die eine ſich in ihrer 
Größe weiter vom Duadranten eined Hauptkreifes entfernt ald die andere, fo ift fie ſtets 
gleihartig mit ihrem Gegenwinkel d. h. beide find zugleidy entweder größer oder Fleiner 
oder eben fo groß als 90°, 


Anleit. zum Ben. Es möge von den Seiten a und b jene fi) weiter von 5 ent⸗ 
fernen, ad dieſe; iſt nun a + b x, alſo auch A-B>r (. 1116), fo iſt 
a>b (X. 1118), mithin auch A > B (564), alſo ſowohl a als au) A > 5 ⁊c. 


Zuſ. Daſſelbe gilt von je zwei Winkeln eines ſphäriſchen Dreiecks. 


1120. In jedem fphärifchen Dreiede find wenigſtens zwei Seiten gleihartig mit 
ihren Gegenwinkeln, diejenigen naͤmlich, von denen jede fih in ihrer Größe vom Qua⸗ 
dranten eines Hauptkreiſes weiter entfernt, ald die dritte. 

Zuf. Daffelbe gilt von den Winkeln jedes fphärifchen Dreiedd. 

1121. In jedem rechtwinkeligen, fo wie in jedem rechtſeitigen (in welchem eine 
Seile ein Quadrant it) find die beiden andern Seiten gleihartig mit ihren Gegen- 
winkeln. 

1122. In jedem ſphaͤriſchen Dreiecke, in welchem entweder eine Seite ein Qua⸗ 
drant und die beiden anliegenden Winkel rechte, oder zwei Seiten Quadranten und der 
eingefipteffene Winkel ein Rechter, find alle drei Seiten Quadranten, und alle drei Win⸗ 

el rechte. 

1123. Entfernen fi zwei Seiten eines fphärifhen Dreieds in ihrer Länge glei 
weit von der Länge eines Quadranten, fo entfernen fi aud ihre Gegenwinkel in ihrer 
Größe gleich weit von der Größe eines Rechten, und umgekehrt, - 

Zuſ. 1. Sind zwei Seiten eines ſphäriſchen Dreiecks Quadranten, fo find’ ihre 
Gegenwinkel rechte, und umgekehrt. 

Fr 2. Sind alle drei Seiten Quadranten, jo find alle Winfel rechte, und um- 
gekehrt. " 

1124. Sind in einem fphärifhen Dreiede zwei Seiten dem Quadranten eines 
Hauptkreiſes glei nahe und zwar näher als die dritte Seite, fo find alle Seiten gleidy- 
artig mit ihren Gegenwinkeln. 

1125. Wenn eine Seite eines fphärifhen Dreiecks ein Duadrant und ihr Gegen- 
winkel ein rechter ift, fo iſt wenigftend noch eine der beiden andern Seiten aud ein 
Quadrant. 

Anleit. zum Bew. Es ſei a — A = 90°; iſt nun b Fein Quadrant, fo nimm 
auf ihr oder ihrer Verläügerung einen Punct D fo, daß DA = 900; und verbinde D 
mit Be Weil D der Pol von AB, fo ift BD = 90° — BC, alfo auch B der Pol 
von AD xc. 

1136. Wenn in einem fphärifhen Dreied der größte Winfel nicht größer als ein 
Rechter, To find alte Seiten Feiner ald Quadranten; wenn dagegen die Fleinfte Seite 
nicht Fleiner als ein Quadrant, fo find alle Winkel ftumpfe. ' 

Anleit. zum Bew. Iſt A der größte Winkel, fo kömmt er einem Rechten näher 


— — 
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als Die beiden andern, daber B gleihartig mit b und C mit c (X. 1120, Zuſ.), alfo b 
ſowohl aldc Feiner ald ein Duadrantz aber auch az denn gejegt a oder BG Fönnte >53 


fein , fo nimm BD = 5 und verlängere BA über A hinaus bis E, fo daf BE —= zZ; 
und verbinde D mit A und E; alödann wäre im Dr. BDE DE gleichartig mit B, alſo 
DE< 2. aber im rechtwinkeligen Dreied AED auch DE gleichartig mit DAE, alfo 


DAE < 90°, mithin wäre BAD > 90°, und um fo mehr BAG > 90°, was der 
Boraudfegung widerſpricht ꝛc. 
Zweiter Theil des Satzes aus dem erſtern durch Hülfe des Supplementardreiecks 
ergeleitet. 
1127. In jedem rechtwinkeligen ſphäriſchen Dreieck iſt die Hypotenuſe kleiner oder 


N als ein Duadrant, je nachdem die beiden Gatheten gleihartig oder ungleichar⸗ 
tig find. ' 


Anleit, zum Bew, Iſt A der rechte Winkel, und b ſowohl ald c < > fo ift 
auch B fowohl ald GC < 90°, alfo A der größte Mintel, alſo ub a < * ſind b 


und c > 5 fo wende die eben gebrauchte Schlußweife auf dasjenige Nebendreieck von 


ABC, welches mit ibm die Seite a gemeinfchaftli bat, 2c. 

11283. Umkehrung ded vorigen Lehrſatzes. 

1129. In jedem rehtfeitigen Dreied ift der Gegenwinfel des Quadranten ein ſtum⸗ 
pfer oder ein fpißer, je nachdem die beiden andern Seiten gleihartig oder ungleidhartig 
find, und umgekehrt. 

1130. Sind in zwei ſphäriſchen Dreiecken zwei Seiten und der Gegenwinkel der 
dem Duadranten nähern Seite beziebungsweife gleich, fo ift das eine Dreieck dem andern 
felbft oder deſſen Gegendreieck congruent. 

Anleit. zum Bew. Es fei in den Dreieden ABC und A/B’C’ AC —= A’C’, BC 
— B’C’, AC und A’C’ dem Duadranten näher ald BC und B’C’, endlich B = PB’. 
Folgen fi nun in unfern Dreieden diefe genannten Stüde in derfelben Drdnung auf 
einander, jo Eönnen die Dreiede ſich decken; denn legt man A’B’C’ fo auf ABC, daß 
B’C’ genau BC fällt, fo fällt auch B’A’ in die Richtung von BA; aber au A’ aufA; 
denn geſchähe dieß legtere nit, Fönnte alfo A’ zwiſchen B und A 3. B. in A’ fallen, 
fo wäre CB gleidartig fowohl mit Winkel CA’B ald mit CAB, was unmöglid ift, da, 
wegen der Gleihjhenfeligfeit des Dr. CAA’ der eine diefer Winkel der Nebenwintel 

des andern ift und fie nit rechte fein Fönnen, da CB Fein Quadrant ift ıc. 

Zuſ. 1. Zwei redhtfeitige Dreicde find entweder congruent oder ſymmetriſch gleich, 
wenn eine von den Seiten, vie nit Duadranten find, und der Gegenmwinfel des Qua⸗ 
dranten beziebungsweife gleich find, " 

uf. 2. Zwei Tphärifche Dreiede find entweder unter einander felbft oder das eine 

dem Gegendreied des andern congruent, wenn zwei Winfel und die Gegenfeite deöjeni- 
FREE ihnen, der der Größe eines Rechten am nächſten kömmt, bezichungsmeife 
gleich find. 

Zuſ. 3. Zwei rechtwinkelige Dreiede find in allen ihren Seiten und Winfeln gleich, 
wenn die Hypotenuſe und einer der ihr anliegenden Winkel beziehungsweife gleich find. 

Zuſ. 4. Zwei rechtſeitige Dreiede find in allen ihren Seiten und Winfeln gleich, 
wenn zwei Winfelpaare, von denen das eine die Gegenmwinfel der Quadranten bildet, 
beziehungöweife glei find. — 

1131." Zwei fphärifhe Dreiede find entweder congruent oder ſymmetriſch gleich, 
wenn zwei Seiten, die in ihrer Größe gleich weit vom Duadranten fi entfernen, ohne 
jerbft Quadranten zu fein, und ein Gegenwinkel beziehungsweife gleich find, | 

Anleit. zum Bew. Es fei wie vorher AC = A’C’, BE—= B’C’ und B= B; 
fegt man nun für den Fall, daß diefe gleihen Stüde in beiden Dreieden fi in derfel- 
ben Ordnung folgen, dieſe Dreiecke wie beim vorigen Beweife übereinander, fo muß 
auch jetzt A’ auf A fallen, weil aus der Annahme des Gegentheild fowohl in dem Zall, 
wo AC=BC=A’C’==B’C’, ald au dann, wenn ACH-BC=AC+BC=rT 


nothwendig folgen würde, daß C der Pol von AB wäre, was nad der Boraudfehung 
unmoͤglich 2c, Be 
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Zuf. 1. Zwei Dreiede find entweder congruent oder ſymmetriſch gleih, wenn zwei 
Winkel, die beide in ihrer Größe fi gleidhweit von der Größe eines Rechten entfernen, 
ohne felbft Rechte zu fein, und eine Gegenfeite beziehungsmweife gleich find. 

Zuf. 2. Zwei rechtſeitige Dreiede find entweder congruent oder ſymmetriſch gleid, 
wenn die Gegenwinkel der Quadranten und außerdem noch ein zweites Paar von Win 
teln beziehungsweiſe glei find. | 

1132. Sind in zwei fphärifhen Dreieden zwei Seiten des einen beziehungsmeife 
zwei Seiten des andern glei, die eingejchloffenen Winkel aber ungleih, fo bat ber 
größere derfelben auch ſtets die größere Gegenſeite. . | 

Beweis ganz Aähnlid dem für die entfpredhende Eigenſchaft geradliniger Dreiecke. 

1133. Umkehrung des vorigen Satzes. - j 

1134. Sind in zwei ſphäriſchen Dreicden zwei Winkel ded einen zwei Winkeln 
des andern beziehungsweiſe glei, die zwifchenliegenden Seiten aber ungleich, fo bat die 
größere einen groͤßern Gegenwinkel, alö die Fleinere, 

1135. Umkehrung des vorigen Satzes. 

1136. Wenn in zwei fphäriihen Dreieden zwei Scitenpaare beziefungsweife glei 
find, der Gegenmwinfel der größern und zugleih dem Duadranten nähern Seite aber in 
dem einen Dreieck größer als in dem andern, fo ift die dritte Seite in dem erftern Dreieck 
Pleiner als in dem andern. - 

Anleit. zum Bew. Es fei in den Dreieden ABC, und A’B’C’ AB — AB", 
AC=A'C', aber C’>C. Lege Dreied A’B’C’ fo auf ABC, daß A’C’ genau auf AC 
- fällt; alsdann fällt C’B’ nothwendig jenſeits CB (von A aus gerechnet). Indirect zeigt 
man alödann, daß, wenn D den Durdidnitt von AB und C/B’ bezeichnet, B/ ſtets 
zwifdhen C und D fallen muß. Verbindet man endli noch B mit B’, fo läßt fi durch 
Hülfe des gleichſchenkeligen Dr. ABB’ leicht zeigen, daß Winkel CB’B > WB, CBB’, 
mithin CB > C’B’, 

1137. Sind in zwei fphärifchen Dreiecken zwei Winfelpaare beziehungsweiſe gleich, 
die Gegenfeite dedjenigen dagegen, weldyer der kleinere und zugleich der einem Rechten 
nähere ift, in dem einen Dreied größer als in dem andern, fo ift der dritte Winkel in je⸗ 
nem Dreieck Heiner als in dieſem. Ä 

1138. Wenn in zwei fphärifhen Dreieden eine Seite und ein anliegender Winkel 
beziehungöweife glei) find, dad andere Paar anliegender Winkel dagegen ungleich, fo 
bat der größere auch ftetd die größere Gegenfeite, Ä Br 

Zuſ. 1. Umkehrung des Hauptfages. | 

uf. 2. Iſt von den beiden gleihen Winkeln jeder in feinem Dreiede der größte 
und zugleich der einem Rechten nächte, fo ift die andere der ihm anliegenden Seiten in’ 
demjenigen Dreied die größere, in weldem der in Rede ftehende Winkel die größere 
Gegenfeite bat. | 

Beweis. Indirect. . 

ö uf. 3. Kömmt zw.den vorigen Bedingungen noch die, daß jeder der beiden in 
Rede ftehenden gleihen Winfel < 90° ift, fo ift von den beiden Gegenwinfeln der 
gleichen Seiten in demjenigen Dreied der größere, in welchem der dritte Winkel Fleiner 
als in dem andern Dreied ift, 

1139. Unter allen Normalkreisbogen, die fi nach einem Hauptkreife einer Kugel 
von einem Puncte der Sphäre ziehen laffen, der nit der fphärifhe Mittelpunct jenes 
Kreifes ift, ift derjenige der größte, welcher durd dieſen ſphäriſchen Mittelpunet geht, 
der Heinfte dagegen derjenige, welcher den größten zum fphärifchen Durchmeſſer ergänzt. 

Anleit, zum Bew. Unmittelbar aus %. 1121 und aus 564 folgt, daß der eine 
unferer in Rede ftehenden Bogen Pleiner ift ald jeder beliebige andere von demſelben 
Puncte nady demfelben Hauptfreife gezogene, der andere dagegen größer. 

Zuſ. 1.. Der _Eleinere umferer beiden Bogen mißt daher die Entfernung des Punctes 
vom Umfange des Hauptkreiſes. 

Buf, 2. Die übrigen Bogen, welche unfern Punct und Hauptfreid verbinden, wer: 
den defte kleiner, je mehr fie fih dem Fleinften Bogen nähern und deſto größer, je wei- 
ter fie fih von ihm entfernen, alfo dem größten fich nähern. 

Zuſ. 3. Auf derfelben Seite des ſphaͤriſchen Durchmeſſers, welcher aud dem größ- 
ten und Pleinften der in Nede ftehenden Bogen gebildet wird, laffen fi daher niemals 
zwei verſchiedene Bogen von gleiher Länge ziehen. j 

Zuſ. 4. Auf verfhiedenen Seiten des genannten Durchmeſſers Dagegen Pönnen im⸗ 
" mer gleihe Bogenpaare in beliebiger Anzahl gezogen werden. Jedes Paar entfernt ſich 


— 
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gleich weit von dem Pleinften und daher auch gleich weit von dem größten unſerer Bo⸗ 
.. gen z und fpneidet die Peripherie des Hauptkreiſes unter gleihen Winfeln. 


Zuſ. 5. Unter den Bogen, welche auf derfelben Seite des mehrgerannten ſphäri⸗ 


. fhen Durdmefferd gezogen werben, ift derjenige, welder feiner Größe nad das Mittel 
zwiſchen dem größten umd Pleinften Bogen, audy feiner Lage. nad der mittlere, oder mit 
andern Worten: derjenige Bogen, deflen Länge die eines Quadranten, ift von dem größe 
ten und Pleinften Bogen gleichweit entfernt. 


— Zuſ. 6. Daher find alle Bogen zwifchen dem Tleinjten und dem mittlern < * 


dagegen alle zwiſchen dem größten und dem mittlern > — 


Zuſ. 7. Alle Winkel, welche unfere Bogen mit dem Hauptkreiſe nach der Seite 
des Pleinften Bogen: hin bilden, find ſpitze; aber fie unterſcheiden ſich dadurch von/ein« 
ander, daß fie vom Fleinften Bogen an gerechnet bis zum mittiern abnehmen, von 
da an aber bis zum größten Bogen wieder zunehmen. Der Fleinjte unter allen diefen 
Winkeln ift alfo derjenige, weldyen der mittlere Bogen mit dem Hauptfreife bildet. 

1140. Wenn in zwei rechtwinkeligen fphärifchen Dreiecken, ein Paar Gatheten 
gleich , dab andere Paar dagegen zwar ungleidh aber doch fo daß beide < > fo hat die 
groͤßere Gathete auch ſtets den groͤßern Gegenwinkel, die größere Hypotenuſe, aber den 
kleinern anliegenden Winkel. 

1141. Wenn in zwei rechtwinkeligen ſphäriſchen Dreiecken ein Cathetenpaar gleich, 
die Hypotenuſen aber ungleich und außerdem ſaͤmmtliche Catheten beider Dreiecke ein⸗ 
zeln 27 fo gehört zur groͤßern Hypotenuſe auch ſtets eine größere Cathete; dieſe 


letztere bat übervieß ftetd einen größern Gegenwinkel aber einen Pleinern anliegenden 

Winkel als die Fleinere Cathete des andern Dreicde. 
1142. Zwei rechtwinkelige ſphaͤriſche Dreiede find gleih, wenn eine Gathete fammt. 

ihrem Gegenwinkel beziehungsweife gleich und fämmtliche Gatheten gleihartig find. 
1143. Wenn in zwei rechtwinkeligen ſphaͤriſchen Dreieden, deren Hypotenuſen 


gleich find, die eine Cathete des einen fi) weiter vom Quadranten entfernt. al& die eine 


Gatbete des andern Dreiedd, fo findet binfihtlid des andern Cathetenpaares immer 
die entgegengefegte Beziehung Statt d. 5, die zweite Cathete des Iedtern Dreiedd ent⸗ 
fernt fi) weiter vom Quadranten ald die zweite des erftern. 

Anleit, zum Bew. Es find mehrere Fälle zu unterfheiden : 


1. Sind die beiden Gatheten gleichartig und zwar 
a) <Z fo wird der Beweis indirect durch Hülfe von A. 1139, 3. 2 geführt, 
und bieraud mittelft Anwendung des Rebendreiecks. 


b) der Beweis für den all hergeleitet, wo jede Gathete > z 


2. Sind die Gatheten ungleichartig; alfo die Hupotenufen > z fo läßt fih durch 


Hülfe des Nebendreiedd leicht zeigen, daß die Gatheten ded einen Dr. beide zu: 
gleich größer oder Peiner ald die des andern find. 


114. Wenn in zwei rechtwinkeligen fpbärifhen Dreiecken, deren Hypotenuſen 
gleiy find, ein Cathetenpaar ungleich ift, fo hat die größere auch ftets einen größern 
Wegenwinfel als die Pleinere. 

1145. Umkehrung des vorigen Lehrfages. 


1146. In jedem fpbärifhen Dreieck trifft das aus einer Spite auf die Gegenfeite 
gefältte Perpendikel diefe Seite felbft oder deren Berlängerung, je nachdem die diefer Seite 
anliegenden Winkel gleidyartig oder ungleichartig find. 

Bew. Indirect — geftügt auf X. 1121. > 

Zuſ. 1. Liegt das Perpendikel innerhalb des Dreiecks, fo ift ed gleichartig mit 
den an der Seite, auf die es gefällt worden, anliegenden Winkeln; fällt es außerhalb, 
fo ift es gleichartig mit demjenigen der beiden genannten Winkel, dem ed gegenüber fteht. 

Zuſ. 2. Das Perpendifel liegt ftetd demjenigen Winkel an der Grundlinie (Seite, 
auf die dad P. gefällt worden) näher ald dem andern, welder einem Rechten der nähere 


’ «A 
® 
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iftz und derjenigen Seite am naͤchſten, weldye ſich am weiteften ihrer Größe nah wen 
Duadranten entfernt, \ 

Zuſ. 3. Iſt auch einer von den Winkeln, die an der zum Perpendifel geböriga 
Seite liegen, unbekannt, fo läßt fi doch öfters die Lage der Senkrechten noch beſtim⸗ 
men‘, wenn man nur den andern anliegenden Winkel, und die beiden Dreiecsfeiten Fenut, | 
auf welche die Senkrechte nicht gefällt wird. Iſt nämlich A die Spige, von der' da 
Perpendikel ausläuft, alfo die Seiten b, c und einer ihrer Gegenwinfel 3. B. B be 
Fannt, fo fällt, wenn c dem Quadranten nicht näher ift al b, Die Sal: 
rechte innerhalb oder anferhalb des Dreiecks, jenachdem c mit B gleihartig oder ungleik 
artig ift. " 

Anmerkung. Ohne die Erfüllung der Bedingung, daß die Begenfeite Des unbe 


tannıen Winkels dem Quadranten nicht näher Eoınnie, als die Gegenfeite Des bekann 
ten, bieibt ed ziveifeihaft, ob die Senkrechte innerhatb oder außerhalb Des Dreicdt 


falten wird. - 
1147. ‘Sind in einem fphärifhen Dreiede zwei Seiten dem Quadranten gleid 


nahe, b werden die dritte Seite und ihr Gegenwinfel durd einen und Denfelben Be 
gen halbirt. 

- 1148. Sol ein ſphaͤriſches Dreieck conftruirt werden aus drei gegebenen Stüden 
von folder Beſchaffenheit, daß unter ihnen eine Seite und ihr Gegenwinkel fidy befin- 
den, fo giebt ed Tann, aber auch nur dann, zwei verſchiedene Dreiede, Dic Der vorge 
ſchriebenen Bedingung genügen, wenn das dritte der gegebenen Stüde dem Duadranten 
oder Nechten näher iſt, als das gleichnamige von den beiden erftern gegebenen. 

1149. In jedem ſphäriſchen Dreie haben die Kreisbogen, welde die Winkel des 
Dreiecks halbiren ‚einen gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct. 
Beweis, ' Ganz ähnlid dem für den entfprehenden Sag ebener Dreiedde geführt, | 


Ds 


durch Hülfe des frühern Satzes A. 1130, Zuſ. 3. 
Zuf. 1. Diefer Durchſchnittspunct der drei Winkelhalbirenden ift gleichweit ent: 


fernt von den Seiten des Dreiecks. . 

. uf. 2. Diefer Durchſchnittspunct ift daher aud der ſphäriſche Mittelpunct des 
Kreifes, welcher fih in das Dreied d. h. fo beſchreiben läßt, daß er die Seiten de 
Dreiecks berübrt. (X. 1139). 
uanfterkung, Diefer Kreis fo daher innerer Berührungskreis genannt | 


1150. In jedem fphärifchen Dreied haben auch die drei Kreiöbogen einen gemein- 
ſchaftlichen Durchſchnittspunct, welche einzeln zwei Außenrinfel des Dreieds und den 
jenigen der innern Winkel halbiren, der nicht als Nebenwinkel zu jenen äußern gehört. 
„ „Anmerkung. €8 giebt daher für fphärifche Dreiefe eben fo wie für ebene drei 
äußere Berührungstreife, von denen man jeden als derjenigen Dreiecksſeite zugehörig 
betrachtet, weiche er von außen berührt. 

1151. Sind in einem ſphaͤriſchen Dretede zwei Seiten zufammen glei der Hälfte 
vom Umfange eines Hauptfreifes, fo ift der der dritten Seite zugehörige dußere Be 
rührungskreis gleich dem innern Berührungsfreife des Dreiecks. 

1152. Bei jedem ſphäriſchen Dreied haben die drei Bogen, welde deffen Seiten 
unter rechten Winkeln halbiren, einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct. 

Anleit. zum Bew. Errichte auf zwei Seiten in ihren Halbirungspuncten Senk— 
redbte, und zeige, daß durch die aus dem Durchſchnittspuncte derfelben auf die Dritte 
Seite gefällte Senkrechte diefe Seite halbirt wird. ” 

uf. 1. Diefer Durchſchnittspunct ift gleichweit von den drei Eden des Dreiecks 
entfernt. 
uf. 2. Er ijt daber der fphärifche Mittelpunct des äußern Kreifes, d. h. des⸗ 
jenigen weldyer fih um das Dreieck beſchreiben läßt. 

1153. Die fphärifhhen Nadien vom äußern Kreife eines beliebigen Dreiecks und 
vom innern Kreiſe feines Polardreiecks ftehen immer in folcher gegenfeitigen Beziehung, 
daß der eine dad Gomplement des andern ift, 

Anteit. zum Bew. Berbinde den Mittelpunct des äußern Kreifes vom Urdreieck 
mit deſſen Spigen und verlängere dieſe Nadien über den Mittelpunct hinqus, bis jie 


die Seiten des Polardreiecks ſchneiden. u 
1154. Die beiden Kreife, von denen der.eine um ein beliebiges Kugeldreieck, der 

andere in deflen Polardreieck befhrieben iſt, find ftets Parallelfreife diefer Kugel. 
Anmerk. Die Sä 1099 bis au Ende find in der Hauptſache entnommen aus 

der gfdůguhen Schri ? ; ‘CF. Schulz Zehrbuch der demeniären Ophäik Leipzig 1833, 
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Aufgaben 


aus dem Gebiete der Elementargeometrie, 


: Einleitung. 


578. Man fagt, nach dem Vorgange der Alten, eine Aufgabe 
werde geometrifch und zwar fireng geometrifch gelöft, wenn 
alle nöthigen Konftructionen nicht nur mit vollkommener Beftimmtheit 
und Sicherheit d.h. ohne alles Probieren oder etwas dem ähnliches fich 
ausführen laflen, fondern auch nichts weiter erfordern, als gerade Lis 
nien und Kreife, alfo feine andere Hälfe in Anfpruch nehmen, als die: 
jenige, welche Lineal und Zirkel gewähren können. 

Anmerkung. Seit der Zeit des franzöſiſchen Geometers Descartes hat der Aus⸗ 
druck geometrifdhe Auflöfung eine weitere Bedeutung erhalten, indem man eine Auflös 
fung wohl aud dann nod geometrifh nennt, wenn außer geraden Linien und Sreifen 
nody andere Linien, wie z.B. die Kegelfchnitte zu Hülfe genommen werden. In dem 
Folgenden ift die ältere und engere Bedeutung unferes in Rede ftehenden Ausdrucks bei- 
“behalten. 


579. Die Aufliöfungen aller geometrifchen Aufgaben ftüßen ſich 
“ auf folgende vier 


Forderungsfäge. 


1. Bon einem gegebenen Puncte aus eine Gerade zu ziehen, welche 
entweder von unbegränzter Länge, oder gleich lang mit einer an: 
dern gegebenen Geraden ift, oder durch einen zweiten gegebenen 
Punct geht. 

2. Eine Gerade beliebig weit zu verlängern. 

| 3. Von einer gegebenen Geraden ein beflimmtes und begränztes 

Stuͤck abzufchneiden, welches gleiche Länge mit einer beftimmten 
und gegebenen Geraden bat. 
4. Von einem gegebenen Punct mit einem Radius von gegebener 
Länge einen Kreis zu befchreiben.. 
580. Außerdem bedarf man noch der Hülfe folgender, ſchon aus 
früherem Gebrauche bekannter, - 


Grundfaͤtze. 


1. Zwei Gerade fallen in ihrer Richtung zuſammen, bilden alſo nur 
eine einzige Gerade, wenn zwei Puncte der einen auch zugleich 
der andern angehoͤren. | 

v. Swinden Geometrie. 31 
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2. Gerade Linien, welche ſich fchneiden, oder von demfelben Punck 
auslaufen, haben außer dem Puncte, in welchem fie füch fehnei- 
den oder von dem fie auslaufen, durchaus nichts mit einander ge: 
mein; diefer Punct ift alfo das Einzige, was allen Linien zugleid 
angehört. _ 

3. Serade Linien, deren beiderfeitige Endpuncte zufammenfallen, 
deren einander, find alfo gleich lang, und umgekehrt, find ge 
rade Linien gleich, fo laſſen fie fih immer fo auf einander legen, 
daß ihre Endpuncte zufammenfallen. 

4. Beſchreibt man aus den Endpuncten A und B einer Seraden AB, 
als Mittelpuncten zwei Kreife, mit einem und demfelben Madius 
(AB, BA) welcher eben fo groß oder größer als diefe Linie iſt, fo 
muͤſſen ſich die Peripherien diefer Kreife nothwendig und immer 
begegnen. 

Anmertung. Man febe die frühern Anmerfungen p. 5- 

581. Um eine aufgeftellte Aufgabe auflöfen zu können, wird vor 
Allem Sachkenntniß d. h. Kennmiß der Eigenfchaften des Raumgebil: 
des erfordert, um welches es fi in der Aufgabe handelt. Aus Die 
fem Grunde tft in dem Vorhergehenden bei jedem einzelnen derjenigen 
Lehrfäge, auf denen vorzugsweife die Auflöfung einzelner Aufgaben be: 
ruht, auf die betreffende Aufgabe ſelbſt hingewieſen werden. 

Bietet eine Aufgabe für den, der fie löfen fol, Schwierigkeiten 
dar, fo daß es ihm nicht fogleich gelingt, die Eigenfchaften zu ent: 
decken, von denen die Löfung abhängt, fo ift es meift rathſam und 
zum Ziele führend, daß man ſich eine Figur conftruire, in welcher man 
das erft noch zu Vollbringende als vollbracht, oder das Gefuchte als ge: 
funden anfieht, und durch genauere Betrachtung diefer Figur folche ein: 
fache Beziehungen zu entdecken ſucht, auf welche man die zur Löfung 
der Aufgabe nöthigen Konftructionen ftägen kann. Als Beifpiel zur 
Erläuterung des Geſagten möge die 15te Aufgabe des fünften Buches 
dienen. Iſt nämlich NO (Fig. 84) die gefuchte Linie, welche die bei: 
den gegebenen Kreife in N und O berührt, und man zieht NG ımd OK, 
fo find diefe offenbar als Senkrechte auf NO parallel; alfo ift, wenn 
KP || NO gezogen wird, NOKP ein Rechte, und mithin GP gleich 
dem Unterfchiede der beiden Kreishalbmeſſer (alfo eine bekannte Größe): 
alfo berührt der Kreis, welhen man mit GP als Radius von G aus 
conftruirt, die Gerade KP — und hierauf fügt man die Auflöfung der 
in Rede ftehenden Aufgabe. | 

Hat man die Auflöfung einer Aufgabe zu Stande gebracht, fo ift 
noch uͤbrig, darzuthun, daß diefelde auch allen Anforderungen voll⸗ 
tommen genäge. Dieß gefchieht In dem Beweife. Hierbei nimmt 
man natürlich die Huͤlfe vorzugsweife derjenigen Lehrfäße in Anfpruch, 
welche fih auf die Eigenfchaften des Konftruct’s beziehen, welche der 
Auföfung zum Grunde gelegt wurden. 

Anmerkung. Beidenin dem Folgenden behandelten Aufgaben ift die Auflöfung wenig: 
ſtens angedeutet, indem auf die Aorderungsfäge oder frübern Aufgaben hingewieſen ift, 
auf die man die in Rede ftehende Aufgabe zurückbringen kann; eben fo ift der Beweis 
angedeutet, durch Anführung der bei ibm zur Anwendung Fommenden aus dem Borber- 
gehenden befannten Lehrfäge, 
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Erſtes Bud. 
Ron geraden Linien und Winkeln. 


Erfter Abfchnitt. 


Aufgaben die gleichen, fenfrechten, parallelen Geraden 
betreffend. 


582. Bon einem gegebenen Puncte C (Taf. VIL, Fig. 1.) aus 
eine Gerade CG zu ziehen, welche gleich einer gegebenen Geraden AB. 
ucl. I, 2. 

Auflöfung. Durch den erften (der in der Einleitung angeführten) 
Sorderungsfas und den vierten Grundſatz. Man befchreibt nämlich 
folgende Kreife: Aus A und C mit dem Radius CA, aus A mit. AB 
und aus D mit DEF. - Ä 

Anmerfung. Diefe Auflöfung ift die des Euclides. Inzwifdyen weiß ich nicht, 
ob man, ohne geometrifher Strenge und Schärfe etwas zu vergeben, nicht auch Fürzer 
fo fagen könnte: Befhreibe von G aus mit einem Nadius glei) AB einen Kreisbogen 
und verbinde einen feiner Puncte mit dem Mittelpuncte. — In der Praris wenigitens 
geht man immer auf diefe Weile zu Werke. 

583. Wenn zwei ungleiche Gerade AB und C (Taf. VII, $ig. 2.) 
gegeben find, von der größern ein Stück abzufchneiden, welches gleich 
ift der Fleinern. ' 

Eucl. I, 3. 

Auflöfung. Mittelft der vorhergehenden Aufgabe made AD=C, 
und wende dann den vierten Forderungsfaß an. 

Anmerkung. Auch dieſe Aufldfung ift von Euclides. Sollte man nicht der geome- 
trifgen Strenge in gleihem Grade genügen , wenn man fagte: Bejihreibe aus A mit 
einem Radius AE—=C cinen Kreisbogen DEF? — In der Praxis verfährt man im- 
mer auf diefe Weiſe. 

584. Auf einer gegebenen Geraden ED (Taf. VIL, Fig. 3.) in 
einem gegebenen Puncte C eine Senkrechte (CF) zu errichten. 

Eucl. I, 11. — L. G. IT, Afg. 2. 

Auflöfung Nimm beliebig CB, und made ihr gleich CA und 
führe dann geftüßt auf den 4ten Forderungsfag, und den dten Grund: 
fa& die uͤbrigen Conſtructionen aus, die Fig. 3 andeutet. 

Vorber. zum Bew. Ziehe FB, FA. 
Dew. Entweder aus 50 oder aus 51, Zuf. 4. 


585. Auf einer gegebenen Geraden AB (Taf. VIL, Fig. 4) in 





einem ihrer Endpuncte B eine Senfrechte (BD) zu errichten, 


L. G. H, Afg. 2, Anm. 

Erfte Auflöfung. Werlängere AB über B hinaus und verfahre 
aledann, wie in der vorigen Aufgabe. 

Zweite Auflöfung. Fig. 5. Beichreibe von A und B aus zwei 


Kreiſe mit demfelben Radius, ihren Durchfcehnittspunet (Grundfag 4) 


C verbinde mit A, nimm CD—DA, und ziehe DB, fo tft diefe die ge: 
ſuchte Senkrechte. | 
31 * 
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Bew. 51, Zuf. 3, 51, und 38 angewandt auf Dreieck BCN. 
Oder, indem man aus C mit CA den Kreis ABFDG befchreibt, aus 246. 


586. Bon einem Puncte F (Taf. VII, Fig. 6) außerhalb einer 

Seraden AB eine Senkrechte auf-diefe zu fällen. 
Eucl. I, 12. — L. G. II, Xufg. 3. 

Auflöfung. Geftägt auf den Forderungsſatz 4 macht man zuerf 
eine Conſtruction aus F, und dann, mit Berädfichtigung von Grunt: 
fab 4, ähnliche aus Dund E, und zieht FHG; fo ift diefe die Gefuchte. 

Vorber. Ziehe FD, FE, GD, GE. 

Beweis. Aus 51, Zuf. 5. 

587. Ron einem gegebenen Punct E (Taf. VII, Fig. 7) am 
eine Gerade EG zu ziehen, welche parallel mit einer gegebenen „Sera: 
den JM. . 

Eucl. I, 31. — L. G. II, 6. 

Erfte Auflöfung. Ziehe durch E beliebig die ED und conftruire 
nach Anleitung der Aufg. 593 einen Winkel GED, weldher = EDJ. 

Bew. Aus 26. 

Zweite Auflöf. Aus E .fälle (586) die Senkrechte EJ, in D er: 
richte (584) eine folhe DK, mache fie gleich JE und verbinde E.mit K, 
fo ift EK die Geſuchte. 

Bew. Aus 31. 


Zweiter Abfchnitt. 
Von der Thellung gerader Linien. 


588. Eine gegebene Gerade DE (Taf. VII, Fig. 6) in zwei 
gleiche Theile zu theilen. 

Eucl. I, 10. — L. G. II, Aufg. 1. 

Auflöfung. Wende den Grundfaß 4 zu einer Conftruction von P 
und E aus, und zwar zweimal an, fo daß das eine Bogenpaar fich 
in F, das andere auf derfelben oder der entgegengefeßten Seite von DE 
in G fic) fchneidet, ziehe FG, fo ift H der gefuchte Theilpunct. " 

Vorber. zum Bew. Ziehe FD, FE, DG, GE. 

Bew. Aus 51, Zuf. 5. 

589. Eine gegebene Gerade BA (Taf. VII, Figg. 8 und 10) in 
eine beliebige Anzahl gleicher Theile zu theilen. 

Clavius zu Eucl. VI, 10. — L. G. III, Aufg. 1. 

Erfte Auflöf. Ziehe dur) B die BH beliebig, nimm auf ihr fo 
viel Stuͤcke BC, CD ıc. von beliebiger aber gleicher Länge, als Theile 
für BA verlangt werden, verbinde H mit A, und ziehe durch Huͤlfe 
von 587 die Geraden GV, FU, ET, DS, CR. 

Bew. Aus 63, Zuf., oder auch aus 195, Zuf. 2. _ 

Zweite Auflöf. Durch einen beliebigen Punct P (Ftg. 10) und 
durch einen der Endpuncte von AB ziehe die unbegränzte Gerade PAC, 
ferner dur P eine Parallele PH mit AB, auf diefer nimm fo viel 
Stuͤcke PD, PE :c. von beliebiger aber gleicher Länge, als gleiche 
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Theile für-AB verlangt werden, ziehe durch Hund B die-Gerade HBC, ' 


und verbinde die Puncte J, D, E, F, G mit C ıc. 

Dem. Aus 198, Zuf. 

.Anmerkimg. Die Xuflöfung diefer Aufgube, welche durch Hülfe des Proportional⸗ 
Te zn Stande gebracht wird, koömmt mit dieſer zweiten überein. Siehe die Anmerk. 
zu 

590. Von einer gegebenen Geraden einen beſtimmten Theil der⸗ 
felben abzuſchneiden. 

Eucl. VI, 9. 

Aufloͤſung. Durch die erſte uköfung der vorhergehenden Aufgabe. 

Bew. Aus 63, oder aus 195, 

Anmerfung. In der Praris bedient man ie hierbei mit Nugen des Proportio⸗ 
nalzirkels. 

591. Eine Gerade AB (Taf.. VIL, Sig. 11) in zwei folche Stü: 
ee zu theilen, daß das Rechteck aus der ganzen Linie und dem einen 
BC der Stüde gleichflächig tft dem Quadrate, das Über dem andern AC 
eonftruirt wird; oder (210) eine gegebene Gerade nach dem äußern und 
mittlern Verhältnif zu fchneiden. 

Enel. IF, 11 und VI, 30. — L. G. HI, Aufg. 4. 

Auflöfung und Beweis. Aus 96. 

Anmerkung. Diefe Aufgabe fält zufammen mit der fpätern 639. Siehe die 
Anmerk. zu 210. 

592. Wenn zwei gleiche oder ungleiche gerade Linien AB und CD 
(Taf. VII, $ig. 12) gegeben find, die eine von ihnen CD fo zu ver; 
längern, daß das Rechteck aus der ganzen verlängerten Linie (CL) und 
aus der Verlängerung (DL) gleichflächig ift dem über der andern Linie 
conftruirten Quadrate. 

Clavius zu Eucl. III, 36, 

Auflöfung. Ziehe die Sentrechte CG (585) und mache fie gleich 
AB. Wende dann auf CD die frühere Aufg. 588 an, conftruire aus 
E mit CE einen Kreis, ziehe GJEH, und nimm DL=G)J. 

Bew. Aus 259. 
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Dritter Abſchnitt. 
Von den Winkeln. 





593. Von einem gegebenen Puncte A (Taf. VII, Fig. 13) einer 
gegebenen Geraden AB aus eine Gerade AG zu ziehen, welche mit AB 
einen Winkel GAB bildet, der gleiche Größe mit einem gegebenen Bin 
kel ID. hat. 

Eacl. T, 23. — L. G. II, Xufg. 

Auflöfung. Verbinde zwei beliebige auf den Schenteln des Bin 
kels JDH genommene Puncte C und E unter einander, und conftruire 
nach Anleitung von 600 ein Dreieck AFG, deflen Seiten AF, AG, 
FG beziehungsweife gleich find den Seiten DE, DC, CE des Dreis 
ecks DCE. 

Bew. Xus 50. 
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594. Bon einem Puncte F (Fig. 14) außerhalb einer Geraden 
eine andere nach ihr zu ziehen, welche mit derfelben einen Winkel FAB 
bildet, der gleich ift einem gegebenen Winkel C. 

Auflöf. Nimm D beliebig auf BA, fuche ED nad Anleitung der 
vorhergehenden Aufg. und dann FA nad) 587. 

Bew. Aus 24. 

595. Einen Winkel zu conftruiren, welcher dag Doppelte, Drei 
fahe, Bierfache ıc. eines gegebenen Winkels ift. 

Newton Arithm, univ. Probl. 29. 

Auflöf. Nach hinreihender Verlängerung der Schenkel Des ge: 
gebenen Winkels nimm BA (Fig. 17) beliebig, mahe BC =—=BA, 
ED=BC, DE Ch, FE= DE x. Alsdann if: CBD — 2A, 
DCEM 3 A, EDF—=AA ıc 

Bew. Aus 51, und 38. 


Anmerkung 1. Kömmt man zu einer Linie, die auf einem der Winkelſchenkel ſenk— 
recht ſteht, fo kann man nicht weiter gehen, weil fi alsdann Feine Linie mehr ziehen 
läßt, welche der Bedingung Genüge leiftet. 

Anmerfung 2. Auch ans diefer Gonftruction laffen fi die Werthe für Die Sinuſſe 
und Gofinuffe des Doppelten, Dreifachen 2. eines gegebenen Winkels herleiten. ar 
ziehe die Senkrechten Bb, Cc, Dd, Ee, Ff. 

1. Da AACc® A ABb, foift AB:Bb= AC:Cc d. i. sin tot:sin A= 

2 cos A : Cc, mithin: 


2 sin A.cos A 
sin. tot, 
2 AC:Ac== AB: Abd i. 2 cos A: Ac = sin. tot. : cos A, alſo 
2 
Ac E zes A 
sin. tot 


Ce = sin cBC = sin 2A = 


, und 

2 cos?A 
sin. tot. 

__ 2 cos?A — (sin?A 4 cos?A) 

— sin, tot. 


"Be= cos?A=Ac— AB — — sin..tot. 


cos?A — sın?A 
| sin. tot. 
3. A ACc & A ADd, alfo 
AC:Cc=AD:Ddä=AB-+BD:Dd b. i. 
2 cosA : sin? A = sin. tot + 2cos?2A :sinz A , 
alfo, wenn der Kürze halber sin. tot. = 1 gefegt wird, 
sin ZA == sin2A 4 2sin2A cos? A 
2cosA 
= sinA-- 2sinA (cos?A — sin?A) 
= 2sinA-+ 2sinA — 4sin’A 
= 4sinA — 4sin®A. 
Diefe Formeln fine, wie man ficht, diefelben, melde wir früher (367 Anmerk. 3) 
gefunden haben, 
396. Einen gegebenen Winkel ACB (Taf. VII, Fig. 15) in zwei 
gleiche Theile (ACF, BCF) zu theifen. 
Eucl. 1,9. — L. G. II, Aufg. 5. 
Auflöfung. Nimm CD CE; von D und E aus conſtruire nach 


—— — — 





Aufgaben. Erſtes Buch. | 487 


Anleitung von Grund ſatz 4; den fo gewonnenen Durchſchnittspunet F 
verbinde mit C; fo ift’FC die gefuchte Halbirende. 
Bew. Aus 51, Zuſ. 5. 


Anmerkung. Durd bloße Wiederhohlung des eben angegebenen Verfahrens Fann 


man jeden gegebenen Winfel in vier, acht, ſechszehn „.. . allgemein in Zu gleiche 
Theile theilen. 


597. Einen rechten Winkel BCA (Fig. 16) in drei gleiche Theile 
zu theilen. 
Clavius zu Eucl. I, 32. 


Auflöfung. Conſiruire über ac nach Anleitung von 601 das 
gleichſeitige Dreieck ACE und halbire den Winkel ECA. — Oder 
nimm CA = CB und befchreibe aus C und A und B mit diefer Länge 
als Radius drei Kreisbogen ıc. ' 


Dev. Aus 51, Zuf. 3. 


598. Einen rechten Winkel BCA (Fig. 18) in fünf gleiche Theile 
zu theilen. 


Clavius zu Eucl. I, 32. 


Auflöfung. Beſchreibe über GA, oder einen Theil davon CE nach 
Anleitung von 610 das gleichfchentelige Dreier CDE, in welchem je: 
der Winkel an der Grundlinie doppelt fo groß, als der Winkel an der 
Spiße, und theile DCE (596, Anm.) in vier gleiche Theile. 

Bew. Aus 97, und 97, Zuf. 3 


Anmerkung. Es ift im Allgemeinen unmöglich einen Winfel durd) bloße Hülfe des. 
Lineal und Zirkels ftreng geometriſch in eine ungerade Anzahl gleicher Theile zu theilen. 
Nur der rechte Winkel bildet für den Fall der Dreitheilung und Fünftheilung eine Aus— 
nahme von diefer allgemeinen Regel. 


599. Allgemeine Anmerkung über die Trifection oder Dreithei: 
fung der Winkel. Ä 


Die Aufgabe einen Winfel ftreng geometriſch (578) in drei gleiche Theile zu thei- 
len gebörte im Altertbum zu den berühmten und berüdptigten Problemen wegen der un- 
überfteiglichen Schwierigkeiten, welche fie der Elementargeometrie entgegenftellt, 

Bebandelt man die Aufgabe. algebraiſch, fo wird man, wie wir kurz vorber (595, 


Anm. 2) gefehen haben, auf eine Sleihung vom dritten Grade geführt, nämlich auf 
die Gleichung : 





. 4 sında . 
3sina — ——— = sin3a, oder 
zuꝰ a 3r? in a r’sina a 
su? — — . Sn — = —. — — 
3 4 3 4 


wenn nämtid) sin. tot = r gefeßt wird. Cubiſche Gleichungen laffen ſich aber durch 
bloße Hülfe von Zirkel und Lineal nicht auflöfen oder geometrifch conftruiren. 

. ‚Schon früher ift an mehrern Stellen von dieſer — gehandelt worden; nament⸗ 
lich in der zweiten Anmerkung zu 53, in 257, in 343, Zuſ. 1, und in 343, Zuſ. 2. 
Die auf dem, was in den angeführten Stellen bemerkt worden ift, beruhenden Verſache, 
die Aufgabe zu Iöfen, ſtimmen alle darin überein, daß man durch Probiren eine Gerade 
findet, die gewifle Bedingungen erfüllt, und eben dadurd das Berlangte leiftet. 


1. Es fei KCE (af. VII, Fig. 19) der zu theilende Winfel. Nimm Cg beliebig, 
befehreibe mit ihr aus C einen Kreis, und ziehe durch g nad) dem über den Scheitel 
hinaus verlängerten andern Schenkel EC die Gerade gGA durch Probiren fo, daß 

Cg, d. 5. glei) dem Radius des befchriebenen Kreifes. Der Winkel GAC 
if = = KCE. Der Beweis ift leicht. 

2. Es fei PCQ (Zig. 21) der gegebene Winfel. Aus G mit beliebigem Radius CA 
beſchreibe einen Kreis, deffen Peripherie den andern Schenfel CQ in D ſchneidet. 
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Biche die Schne AD und alödann durch Probiren CFG fo, daß DE — DG; 4 
iſt W. GCQ = } PCQ. 

Bew. Aus 342, Zuf. 2. \ 

Es laſſen ſich nod mehrere Auflöfungen geben, aber fie find alle von dieſer Art. Na 
nennt fie mechan iſche Auflöfungen, indem fie auf dem befondern Gebraude dus 
Werkzeugs (des Lineald) beruhen, der aber nit mit voller Sicherheit und WBejtinmt 
heit geſchieht, fondern auf ein Probiren binausläuft. 

3. Die Alten wandten zur Auflöfung unferer Aufgabe unter andern audy eire be 
ftimmte frumme Linie an, Quadratrix des Dinostratus genannt, welche dieſer, 
oder, wie id glaube, Hippias (fiehe 332, Anm, 6) erfunden hatte, um jeden 
Winkel in eine beliebige Anzahl gleiher Theile zu tbeilen. Ucher Diefe Frumm 
Linie und ihre Anwendung zu der im Rede jtehenden Aufgabe fche man C-larius im 
Anhange zu Eucl. VI, und beffen geometria practica Lib. VII, Appendi; 
ferner Kaͤſtners geom. Abb. IL, p. 218. Wie die Aufgabe durch Hülfe Der Ke 
gelſchnitte gzeon werden kann, erfieht man unter andern aus dem dritten Buche der 
Geometrie von Descartes. 

4. In der Praxis bedient man fi häufig des Transporteur, indem man durd 
feine Hülfe die Menge der Grade zu beftimmen fucht, welde der zu theilende Win⸗ 
kel enthält, und die desfalld gefundene Zahl durch 3 dividirt. Doch eine folde 
Löfung der Aufgabe ift rein mechaniſch und darum nit geometriſch. 

Es tft bereitö bemerkt worden, daß der rechte Winkel für die beiden Fälle der Drei: 
theilung und Zünftheilung bier eine Ausnahme macht. Es ift dieß für die Dreifheilung 
auch leiht aus Fig. 20 zu erfehen. Denn damit gAC=—= 30° fei, muß AgC — 60°, 
alfo, weil CG=Cg ift, Dreied CGg gleichſeitig fein; mithin ift Gg jtreng geones 
triſch beftimmt, 


Zweites Bud. 
Ron der Eonftruction geradfiniger Figuren. 


Erfter Abſchnitt. 


Bon der Conſtruction geradliniger Figuren aus gegebenen 
Seiten und Winkeln, | 





600. Aus drei gegebenen Geraden A, B, C (Taf. VII, Fig. 22) 
von denen je zwei zufammen größer als die dritte find, ein Dreied 
EHF zu confteuiren. 

Eucl. I, 22. — L. ©. If, Xufg. 10. 

Auflöfung. Nimm EF=C, und befchreibr aus E und F Kreife, 
deren Radien vefpective gleich A und B find; einen ihrer Durchſchnitts⸗ 
puncte wie H verbinde mit E und F. 

Anmerkung. Der Grund, warum von den gegebenen Linien die Eigenſchaft ver 
langt wird, daß je zwei zufammen größer als die dritte find, erhellt aus 43. 

601. Weber einer gegebenen Geraden AB (Fig. 23) ein gleich 
feitiges Dreieck ABC zu Befchreiben. 

Eucl. T, 1. \ 

Auflöf. Durch Anwendung von Grundſatz 4. 

602. Ueber einer gegebenen Geraden AB (Fig. 24) ein gleich: 


ſchenkeliges Dreieck ABG zu befchreiken. 
Clavius zu Eucl. I, 1, 


* 
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Auflöf. ‚Durch Anwendung von Srundfag 4. 
Anmerkung. Man befchreibt auf ähnliche Weife, nur indem man ungleihe Kreife 
conjtruirt, ein ungleichfeitiges Dreicd über einer gegebenen Geraden. 
- 603. Ein Dreieck zu conſtruiren, wenn eine Seite und zwei 
Winkel gegeben find. 
L. G. II, Aufg. 9. 


Auflöf. Ziehe aus A und B (Fig. 24) die Geraden AC und BC 
unter Winkeln, welche beziehungsweife den gegebenen gleich find, und 
verlängere diefe Geraden bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt. 

‚Anmerkung 1. Gleich leicht und einfach ift die Gonftruction eines Dreieds, wenn 
zwei Seiten und der eingeſchloſſene Winfel gegeben find, Statt des eingefchloffenen Win- 
kels Tann and) einer der Gegenwinkel gegeben fein, wenn nur entweder derjelbe ein rech⸗ 
ter oder ftumpfer ift, oder man weiß, daß die beiden andern fpig find, oder, im Fall 
einer derfelben ftumpf ift, mwelder Seite er gegenüber fteht (49). 

L. G. IE, Aufg. 11. 


Anmerkung 2. Sind nur die drei Winkel eines Dreiecks gegeben, ſo iſt auch nur 
die Geſtalt, aber nicht die Größe deſſelben bekannt (60, Anm. 2). Man kann daher 
auch nur ein dem in Rede ſtehenden ähnliches Dreieck conſtruiren. Die Gonftruction 
felbft wird fehr leicht dur Hülfe von 593 ausgeführt. 

604. Weber einer gegebenen Seraden ein Quadrat zu conftruiren, 


oder ein Rechteck, wenn auch deflen andere Seite gegeben ift. 
Eucl. I, 46. 


Auflöfung für das Quadrat. Konftruire AD und BC (Taf. VII, 
Sig. 25) duch Huͤlfe von 585 und 583, und ziehe dann DC; oder 
conftruire auf dem angedeuteten Wege blog AD, und befchreibe aus B 
und D zwei Kreife mit dem Radius AB. zu 

Bew. Aus 58, und 56, Zuf. 2. 

Anmerfung. Die Sonftruction ändert fi im Wefentlihen gar nit, wenn man an» 
ftatt des Quadrates ein Rechteck verlangt; AD und BC werden natürlich glei der an- 
dern gegebenen Rechtecksſeite gemacht, 

605. Die beiden beftimmenden Seiten eines Rechtsecks zu fin: 
den, wenn deren Summe AE (Fig. 26) und die Diagonale AC ges 
geben ift. | 

Auflöfung. Beſchreibe über AC als Durchmefler einen Kreis, er: 
richte auf AC in C die Sentrechte CF und mache fie gleich AG; ziehe 
AF, welche in D halbirt wird (51, und 246). Aus D befchreibe über 
AF den Halbfreis ACGF, und von A aus mit AE den Bogen EG, 
ziehe endlich ALG, fo ift AL die eine und LC die andere der gefuchten 
Rechtecksfeiten. 

Bew. Da Bogen AC ein Quadrant, fo it W. AGC=45°, 
alſo = W. LCG da W. CLE —=%0° ꝛc. 


606. Die beiden beftimmenden Seiten eines Rechtsecks zu fin: 
den, an ihr Unterfchied AP (Fig. 26) und die Diagonale AG ges 
eben ift. 
j Auflöfung. Diefelbe Eonftruction, wie bei der vorigen Aufgabe, 
mit dem einzigen Unterfchiede, daß man anftatt mit der Summe AE 
jest mit dem Unterſchied AP einen Kreisbogen befchreibt; ift R deflen 
Durchſchnittspunct mit der Peripherie des Kreifes über AF, fo ziehe 
ARB und CB. Dreieck ABC iſt die Hälfte des gefuchten Nechteds. 

Bew. Da W. ARC—=ER (244) fo ift Dr. BRC gleichſchen⸗ 
telig, alfo AB— BCE= AP ı« _ : 





’ « 
— mal ._— — —— 





490 Aufgaben. Zweites Bud. 


607. Ein Quadrat zu confiruiren, wenn der Ueberſchuß A 
(Taf. VII, Fig. 28) der Diagonale über die Seite gegeben ift. 

Clavius zu Encl. II, 13. 

Auflöfung. Beſchreibe das Quadrat ABCD, ziehe die Diagonak 
BD und verlängere fie fo, daß DE= MA; BDE ift die Seite des ge 
fuchten Quadrates ıc. 

Bew. Aus 62. 


608. Wenn von einem rechtwinteligen Dreied die Hypotenuſe 
A oder CD (Fig. 27) und die eine Cathete B gegeben find, Die ander 
Cathete zu finden. 

Auflöfung. Beſchreibe über CD einen Halbkreis, und von C ode 
D aus mit B einen Kreisbogen, deflen Durchfchnittspunct E mit der 
erfiern Kreislinie verbinde mit D. 

Dew. Aus 246. 


609. Ein gleichfchenkeliges Dreieck zu conftruiren, deffen Grund⸗ 
linie größer als jeder Schentel, 

Auflöfüng. Nach Anleitung von Fig. W. 

Bew. Aus 245, Zuf. 6. 

610. Ein gleichfchenkeliges Dreieck CaB (Figg. 30 und 31) zu 
conftruiren, in welchem jeder Winkel an der Grundlinie BC doppelt fo 
groß, als der Winkel an der Spitze. 

Eucl. IV, 10. 

Erfte Auflöfung. Ziehe eine beliebige Gerade AB, theile fie im 
Puncte nad dem aͤußern und mittlern Verhättniß (591), befchreibe 
alsdann aus A mit AB einen Kreis, mache die Sehne BC—= AD und 
ziehe AC. 

Vorbereit. Man denke fi durch die drei Puncte A, D, C ei: 
nen Kreis befchrieben. 

Bew. Unferer Conftruction zufolge in Verbindung mit 259 ift 
BC Tangente des Kreifes ADC, daher W. DCB —= BAC (247), und 
mithin W. BDC= ACB= ABC, alfo CD=CB=—=AD, daher d— 
c—= ®. BCD, und darum W. BCA=2d=2c 

Anmerkung 1. Diefe Auflöfung ift von Euclides und ftügt fih auf Eigenfchaften 
des Kreiſes. Die folgende kömmt zwar in ihrer Sonjtruction mit ihr überein, erfordert 
aber doch zu ihrem Beweiſe nur Eigenſchaften von Dreieden und ift in fofern einfacher. 

Zweite Auflöfung. Dean ziehe eine beliebige Gerade AB Fig. 31 
und theile fie in D nach dem äußern und mittleren Verhaͤltniß; be: 
fchreide dann aus A mit AB und aus B mit AD zwei Kreisbogen, und 
verbinde deren Durchfchnittspunct G mit A und B, fo ift ABC dag ge: 
fuchte Dreieck. 

Bew. Aus 97, Zuſ. 3. 

Anmerfung. 2. Mürde für eine der Seiten eines ſolchen Dreiedö eine vorgefchrie 
bene Länge gefordert, fo würde man zuerft cin Dreieck diefer Art conftruiren , in wel⸗ 
dem die Seiten von willführliher Länge wären, und dann an die gegebene Gerade in 
ihren beiden Entpuncten zwei Winfel anlegen (593), welche ven beiden entiprechenden 
Winkeln des gefundenen Dreiecks beziehungsmeife gleich find. 


rg 


— — — 
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Zweiter Abſchnitt. 


Conſtruction von Figuren mit Bezug auf ihren 
Flaͤcheninhalt. 





611. Ein Parallelogramm AGIC (Fig. 32) zu conſtruiren, das 
gleichflaͤchig einem gegebenen Parallelogramm, AUBC, oder ein Dreieck 
AEC, welches gleichflaͤchig einem gegebenen ABC, und die außerdem. 
beide einen Winkel von vorgefchriebener Größe (D) haben. 

Eucl. I, 42. 

Auflöfung. Für das Parallelogramm durch Hülfe der frühern 
Aufgaben 593 und 5875 für das Dreieck durch Huͤlfe von 593, indem 
man nod) CE zieht. 

Bew. Aus 82 und 84. 


Anmerfung, Iſt der gegebene Winkel ein Rechter, fo wird dad Parallelogramm 
cin Rechteck. 


612. Ein Dreieck ADE (Fig. 33) zu conftruiren, welches einem 
gegebenen Parallelogramm BCFA gleichflaͤchig, oder ein Parallelo: 
gramm zu conftruiren AHFJ (Fig. 32), welches einem gegebenen Dreieck 
ACB gleichflächig und in welchem außerdem ein Winkel eine vorgefchries 
bene Größe D hat. | 

Clavius zu Eucl. I, 42. 

Auflöfung. Für das Dreieck durch Huͤlfe von 582 und 593. 
Für das Parallelogramm durch Huͤlfe von 588, 593, und 587. 

Bew. Aus 84 und 82. 

613. Weber einer gegebenen Geraden KM (Fig. 34 und 34°) 
ein Daraklelogramm JHMK zu befchreiben, das gleihflähig mit einem 
gegebenen Parallelogramm oder Dreieck, und in welchem ein Winkel 
(JKM) vorgefchriebene Größe hat. 

Eucl. I, 44. " 

Erfte Auflöfung. 1. Eonftruire (612) ein Prilgr. ADEF, wel 
ches mit dem gegebenen Prilgr. AHGEF oder mit dem gegebenen Dreied 
AHB oleihflähig, und in welhem ein Winkel DAF die vorgefchrie: 
bene Groͤße hat. 

2. Verlängere KM nad L, fo daß ML=AF. 

3. Mache Prilgr. MLNODADEF, und vollende über KL das 

Prilgr. KLNP. 

4. Ziehe die Diagonale PMG und verlängere fie bis zum Durch⸗ 

ſchnitt G mit der verlängerten NL. 

5. VBollende das Prügr. KLGJ, und verlängere OM bis H. — 

KMHIJ ift das gefuchte Parallelooramm. 

®ew. KMHJ = MLNO (85) = ADEF = AHGF = AHB. 

- Zweite Auflöfung. Verfahre zuerft wie in Nro. 1 der vorigen 
Auflöfung angegeben ift; ziehe darauf KJ fo, daß W.JKM—=DAB— 
dem gegebenen, und nimm (646) die Länge von KJ fo, daß. 

KM:DA=AF:K) 
und vollende Prllgr. KIHM, fo ift dieß das gefuchte. 
Bew. Aus 02, Zuf. 4. - 





492 Aufgaben. Zweites Bud. 


614. Weber einer gegebenen Geraden HJ (Fig. 35) ein Dreia 
HJL zu conftruiren, das gleichflächig mit einem gegebenen Dreieck ode 
Parallelogramm und einen Winkel von vorgefchriebener Größe hat. 

Clav. zu Eucl. I, 44. 

Erfte Auflöfung. 1. Eonftruice zuerft nach Anleitung von bll 
oder 612 ein Dreieck AFC, welches gleichflächig mit dem gegebenn 
Parallelogramm oder Dreieck ift, und außerdem den vorgefchrichbenn 
Winkel enthält. 

2. Vollende Parallelogramm AFDC: 

3. Eonftruire (613) über HJ ein mit AFDC ein gleihflächäiges Pa: 
rallelogramm HJIKL, weldhes in LHJ den vorgefhriebenen Bin: 
kei hat. Ziehe endlih LJ, fo ift HLJ das gefuchte Dreieck. 
Bew. Aus 82, Zuf. 2. 

Zweite Auflöfung. 1. Eben fo wie in Nro. 1 der vorigen Auf: 
fung; und dann durch Anmendung der zweiten Auflöfung der vor: 
gen Aufgabe. 

Bew. Aus 202, Zuf. 4. 

615. Ein gegebenes Quadrat auf eine gegebene gerade Linie zu 
ftellen d. h. über diefer Geraden ein Rechteck zu conftruiren, welches 
mit jenem Quadrate gleihfläcdhig. 

Tacquet zu Eucl. VI, 16. — L. G. III, Aufg. 7. 

Erfte Auflöfung. Durch Hülfe von 613; indem man als gege 
benen Winkel einen Rechten nimmt. — Fig. 36. j 

Bew. Aus 202, Zuf. 4. 

Zweite Auflöfung. Durch Huͤlfe von 633, inden man HE fo 
nimmt, daß HG : AB= AB: HE. 

Bew. Aus 202, Zuf. 4. 

Dritte Auflöfung. Errichte (Fig. 37) auf der gegebenen Geraden 
HG die Senkrechte GL, und made fie gleich der Seite des gegebenen 
Quadrates; ziehe darauf HL, und errichte auf ihr in L die Sentrechte 
LF, die bis zum Durchſchnitt F mit der verlängerten HG verlängert 
wird: GE ift die andere Seite des gefuchten Rechtecks. 

Dew. Aus 89, oder aus 252. 

616. Ein Parallelogramm JO (Fig. 38) zu conftruiren, welches 
einer beliebigen gerablinigen Figur ABCDEF gleichflächig und in wel: 
chem ein Winkel vorgefchriebene Größe hat. 

Eucl. I, 45. 

Auflöfung. Ziehe aus der Ecke F die Diagonalen FB, FC, FD; 
mache (612) Prilgr. MNPO = ABEF und wende dann 613 an. 

617. Ein Dreieck LFI Fig. 39 zu conftruiren, welches gleichflächig 
mit einer: beliebigen geradlinigen Figur E und in welchem ein Wintel 
vorgefchriebene Größe hat. 

L. G. IIT, Xufg. 10. 

Auflöfung. Durch Hälfe von 616 conftruire Prilgr. FGKL und 
mittelft 612 Dreied W. LFI. 

618. Ueber einer gegebenen Geraden KL (Sig. 40) ein Paralle: 
logramm NOLK, oder ein Dreieck KML zu vonftruiren, welches einer 
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gegebenen Figur ABCD inhaltsgleich ift, und einen Winkel von vorge⸗ 
ſchriebener Größe hat. 
Clavius zu Eucl. I, 45. 


Auflöfung. Dace nad) Anleitung von 616 Prilgr. FH=ABCD 
ıund conftruire alsdann über KL Prilgr. KLON oder Dr. KLM fo, 
ıdaß es — FH; (614). 

619. Ein Quadrat zu conftruiren, welches einem gegebenen 
Nechte KG (Fig. 41) oder einer andern geradlinigen Figur gleich: 
flaͤchig iſt. 

Eucl. I, 14. — L. c. III, Aufg. 6. 

Ä Auflöfung. Verwandte querft die gegebene Figur in ein in Rechteck 

FKIJG, und fuhe dann nach Anleitung von 635 GL; diefe Gerade ift 

die Seite des gefuchten Quadrates. 

Bew. Aus 89 oder aus 252. 


620. Ein Daralleltrapegium in. eine beliebige Anzahl gleicher 
Theile zu theilen. Ä 

Erfte Auflöfung. Wenn ABCD (Fig. 42) das gegebene Trape: 
zium, deffen Seiten AB, DC parallel find, fo mache BJI—=JC, ziehe 
AJE und verfahre mit der Geraden DE nach Anleitung von 589 ꝛc. 

Bew. AABID ACIE, alfo A ADE — ABCD ꝛc. 

Zweite Auflöfung. ABHP (Big. 10) fei das gegebene Trapezium,, 
deflen Seiten AB und PH parallel. erlängere PA und HB big fie 
ſich fehneiden in C; theile PH nach Anleitung von 589 ꝛc. Die Tras 
pezia APDU, UDET x. find die gefuchten Theile. 

Bew. Aus 196, und 84. 

Zuſ. Diefe Xuflöfung ift auch auf Parallelogramme anwendbar. 

Anmerkung. Dieſe zweite Auflöſung iſt der erſten vorzuziehen. 

621. Ein Trapezium ABCD (Fig. 43) in zwei gleiche Theile 
AFKD, und BFKC zu theilen. 

Auflöfung. Halbire AB in F (988) ; fälle die Sentrechten AE, 
BJ (586); theile die DC in K fo, daß DK : KC— BJ: AE (630), 
ziehe endlich FK. | 

Vorder. zum Bew. Ziehe AK, BK. 

Bew. Aus 84, angewandt auf die Dreiecke AKF und BKEF und 
aus 202, Zuf. 4. 


Dritter Abſchnitt. 


Bon den Summen und Unterſchieden mehrerer geradlini—⸗ 
ger Figuren. 





622. Die Summe oder den unterſchied von zwei geradlinigen 
Figuren A und B (Fig. 44) zu finden. 

Clavius zu Eucl. I, 45. 

Auflöfung. Durch Huͤlfe 616 und 618 mache das Rechteck CDGH 
gleichflächig der größern Figur und conftruire dann über DG, gleich: 
wintelig mit CDGH das Rechter DGFE, oder DGKJ, fo iſt CHFE 
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oder CHKJ das Geſuchte, je nachdem die Summe oder der Unterſchi 
der beiden Figuren verlangt wird. 

Bew. Aus 72, Zuf. 3. 

623. Die Summe von einer beliebigen Anzahl gerablintger fi 


guren zu finden. 
Clavius zu Eucl. T, 45. 


Auflöfung. Durd Huͤlfe von 616 und 618 conflruire man " 


Rechtecke CHKI (Fig. 44), JDGK, DGFE xc., fo daf fie Bezichungge 
weife den gegebenen Figuren gleichflädhig find ıc. 

Bew. Aus 72. 

624. Ein Quadrat zu conftruiren, welches fo groß ift als ein 
beliebige Anzahl gegebener Über den Linien A, B,C,D, E (Fig. 45, 
befchriebener Quadrate zufammen genommen. 

Clavius zu Eucl. I, 47. — L. G. IH, Aufg. 11. 

Auflöfung. Durch 87. — Das über F confiruirte Quadrat if 
dag gefuchte. 

625. Ein Quadrat gu conftruiren, welches gleich dem Lnter: 
fchiede von zwei, über den Linien A und B (Fig. 46) befchriebenen 
Duadraten ift. 

Clavius zu Eucl. I, 47. — L. G. Il, Aufg. 11. 

Auflöjung. Durch 588, den dritten Forderungsfagß, und 582, 

Bew. Aus 246, und 87, auf. 1. 

Zuſ. Eine Verbindung diefer und der vorhergehenden Aufgabe 
ift es, wodurd) man ein Quadrat findet, welches gleich dem 1lnter: 
fchiede zweier Quadratfummen ift. 


626. Wenn zwei über den Linien A und B (Fig. 47) befchrie | 


bene Quadrate gegeben find, zwei andere, gleiche oder ungleiche, Qua: 
drat⸗ u finden, deren Summe gleich der Summe der gegebenen ift. 


Clavius zu Eucl. I, 47. 
Erfie Auflöfung. Es werden angewandt der Reihe nach: Erfter 


Forderungsfaß, 588, vierter Forderungsfaß, 584, erjter Forderunge: 
faß, 588, dritter Forderungsfaß, 58 584, erfter Forderungsfaß. 

Bew. Aus 45, 246, und 87. 

Zweite Xuflöfung. Werden die gefuchten Quadrate ungleich ver: 
langt, fo braucht man blos den erften Forderungsfag in Verbindung 


mit 584 anzuwenden. Die Aufgabe ift aber dann unbeftimmt, indem - 


ſich unendlich viele Paare von Quadraten finden laflen, die der For: 
derung genügen. Jeder Punct im Umfange des befchriebenen Halb—⸗ 
freifes ift ein zur Auflöfung fih eignender Punct. 

Bew. Aus 246, und 87, Zuf. 

627. Wenn zwei Quadrate EG und AC (Fig. 48) gegeben find, 
an das kleinere AC eine Figur ADCMEK anzufesen, weldye gleich: 
flächig dem größern Quadrate ift und das Ganze BCEMEK wieder zu 
einem Quadrate madt. 

Clavins zu Eucl. I, 47. . 

Auflöfung. Nimm BJ = FC und BU = A: ꝛc. 

Bew. Aus 87. 

628. Ein beliebiges neck in ein (u — 1) eck zu verwandeln. 

Auflöfung. Biche DE ($ig. 49) || CF ic. 

Dew. Aus 84 





— — 


Aufgaben. Drittes Bu. 495 


Drittes Bud. 
Don proportionalen oder verhältnißgleichen Linien. 





629. Eine gegebene. Gerade AB (Fig. 50) nach demfelben Ver: 
Hhaͤltniß zu theilen, nad welchem eine andere gegebene Gerade AC 
' (in D und E) getheilt ift. 

Eucl. VI, 10. 

Auflöfung. Durd 587. 

Bew. Aus 196, Zuf. 1. 

Annterfung. Die meiften der hieher gehörigen Aufgaben Finnen bequem durch den 


Proportionalzirkel aufgelöft werden, fiehe 196, Anm. 2. 


630. Eine gegebene Gerade FE (Fig. 51) fo zu fehneiden (im 
Puncte I), dag die erhaltenen Stuͤcke EJ, FJ daffelbe Verhältniß zu 
einander haben, wie zwei gegebene Gerade AB, CD. 

Clavius zu Encl. VI, 10. 

Auflöfung. Nimm FH — CD, EG | FH und = AB «. 

Dew. Aus 196, Zuf. 1. ° 

631. Von zwei ‚gegebenen geraden Linien ML, AB ($ig.52) die 
eine AB, welche wenigftens doppelt fo groß als die andere ift, in zwei. 
folhe Stuͤcke AF, FB zu tbeilen, daß zwifchen ihnen die andere Ge: 
trade ML die mittlere Proportionale ift. 

Clavius zu Eucl. VI, 13. 

Auflöfung. Beſchreibe über AB einen Halbkreis, errichte in A 
eine Senkrechte AC und mache fie gleich ML ıc. 

Bew. Aus 252. 

Anmerkung 1. Der Grund für die Bedingung, daß ML nit größer als die 
Hälfte von AB fein darf, leuchtet aus der Auflöfung felbft hervor. 

Anmerfung 2. Nimmt man BG = AF, jo leiftet der Durchſchnittspunct G der 
Sorberung ebenfalls Genüge. Es giebt alfo zwei Puncte auf AB, die das Berlangte 
leüten. 

632. Zu zwei gegebenen Geraden AB und AC ($ig.54) die dritte 
Proportionale AE zu finden. 

Eucl. VI, 11. 

Auflöfung. ‚Nimm AD = AC und DE |l BC. 

Bew. Aus 196, Zuf. 1. 

633. Zu drei gegebenen Geraden A, B, C ($ig. 55) eine vierte 
Proportionale zu finden. 

Eucl. VI, 12. — L. 6. III, Xufg. 2. 

Auflöfung. Nimm DE =A,DE=B, CH =C x. 

Bew. Aus 196, Zuf. 1. 

634. Wenn drei Gerade A, B, C (Fig. 53) gegeben find, eine 
vierte GH zu finden, welche zur dritten daflelde Verhältnig hat, wie 
die erfte zur zweiten. 

Clavius zu Encl. VI, 12. 

Auflöfung. Nach Anfeitung von Forderungsſat 1, 583, und 587. 

Bew. Aus 196, Zuf. 1 

635.. Eine mittlere Hroportionale DF zwiſchen zwei gegebenen 
Geraden AF und BF (Fig. 52) zu finden. 

Eucl. VI, 13. — L. G. III, Xufg. 3. 
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Aufloͤſung. Vereinige AF und FB zu einer einzigen Gerada 
befchreibe dann über AB einen Halbkreis und errichte in F die Set 
rechte FD. 

Bew. Aus 252. _ \ 


Anmerfung. Um die Aufgabe mittelft des Proportichalzirfels zu Iöſen, berim 
man fich derjenigen Linie, weldye unter dem Kamen „ligue des plans‘ oder auch „ge: 
metrifihe Zinie‘’” auf demfelben verzeichnet ift. Gejegt es folle zwifhden P und R, m 
denen P die Fleinere, eine mittlere Proportionale gefunden werden. Man trage beik 
Linien vom Mittelpuncte des Proportionalzirfeld aus auf der Linie der gleichen Iheik 
auf und beitimme fo die gegenfeitige Länge derfelben dur die Menge der gleichen Theik, 
die jede in ſich faßt. Man möge auf diefe Weife 3.3. für P die Zahl 36 und fü 
R die Zahl 100 gefunden haben. Man öffne nun den Proportionalzirfel fo weit, dei 
die beiden Puncte der geometrifhen Linie auf beiden Hälften deffelben, bei Denen die 
ſelbe Zahl fteht, welde die Länge von R bezeichnet, alfo in unferm Beifpiele 100, ge 
nau um die Länge von R von einander entfernt find, fo ift die Entfernung Derjeniga 
beiden Puncte auf eben dieſen geometrifhen Linien beider Zirfelhälften, deren jedem di 
Zahl 36 — Maaf für die Länge von P — zugehört, die gefuchte mittlere Proporti« 
nale. Denn wenn in Fig. 54 AD und AE die geometrifhen Linien und zwar D wm 
E die Puncte, zu denen die Zahl 100, B und C aber diejenigen, zu denen 36 gehört, 


fo ift, wenn DE=R, AD: AB=R: BC, alſo auch AD: AB—= R® : BC, 

aber nach der früher (219, Anm. 2.) erörterten Eigenfhaft der geometrifchen Linie iſt 
— —2— — 2 

auch: AD:AB=R:P,afoR:P= R?:BC, mithin P: BG.= BC: R. 

— In unſerm Beiſpiel würde die Zahl 60 das Maaß für die Länge von BC bilden. 


636. Wenn von drei proportionalen Linien die mittlere ML (Fig. 
52) und die Summe AB der beiden aͤußern gegeben iſt, diefe Teßtere 


ſelbſt zu finden. 
Tacquet uf. 2. zu Eucl. VI, 13. 


Auflöfung. Durch Anwendung von 588, Forderungsſatz 3, 585, 
583, und zweimalige Anwendung von 587. 


Bew. Aus 252. 


637. Zwiſchen zwei gegebenen Geraden, 3, 7, 15, 31 u. ſ. w. 
allgemein — 1 mittlere Proportionalen zu finden. 

Tacquet Zuſ. 3. zu Eucl. VI, 13. 

Auflöfung. Dur 635. | 

‚Anmerkung 1. Der Grund, warum man bei dem Auffinden diefer mittlern Pros 
portionalen auf die Zahlen von der Zorm 2° — 1 befhränkt ift, ergiebt ſich leicht aus 
Zolgendem : Man Tann ftreng geometriſch zunächſt immer nur eine mittlere Propor⸗ 
tionale zwifhen zwei gegebenen Geraden A und B finden. Aber wenn diefe (M,) ge 
funden ift, fo fann man durd daffelbe Berfahren eine mittlere Proportionale(M,) zwis 
fen A und M, und eine folde (Ms) zwiſchen M, und B, alfo drei mittlere Pros 
portionalen zwiſchen A und B finden, Wiederholt man daffelbe Verfahren, indem man 
zwifden A und M,, zwiſchen M, und M,, zwiſchen M, und M, und endlich zwiſchen 
M, und B aufs neue mittlere Proportionalen ſucht, ſo bat man nun fieben mitt 
lere Proportionalen zwiſchen A und B :c. 

Anmerkung 2. Ueber dad Auffinden von zwei mittlern Proportionalen. 

Schon die griechiſchen Geometer haben fid viel Mühe gegeben mit der Löfung der | 
Aufgabe : zwiſchen zwei gegebenen Geraden zwei mittlere Proportionalen zu finden. Als 
lein dieſelbe läͤßt ſich ſtreng geometrifh (im Sinne der Alten) d. h. durch alleinigen Ge: 
braud von Lineal und Zirkel nicht Iöfen. 

Sehr ausfuͤhrlich Kat diefen Gegenftand behandelt, Eutocius, der Gommentator bed 
Archimedes, in den Anmerkungen zum zweiten Sage des zweiten Buches der Archime⸗ 
deifhen Schrift: über Kugel und Cylinder. Er theilt die Auflöfungen unferer Aufgabe 
mit, welche gegeben haben, Plato, Hero, Philo der Byzantiner, Apollonius, Diocles, 
Pappus, Sporus, Menechmus, Archytas, Eratosthenes und Nicomedes. „Ueber biefe 
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tegtere Auflöfung,, die des Nicomedes verbreitet ſich auch Pappus in feinen mathem. 
Sammlungen, |. IV, 22, 23”). 

Man kann alle diefe Auflöfungen in zwei Hauptclaffeg bringen, nämlich ſolche die 
noch andere und höhere Hülfsmittel als die gerade Linie und den Kreis in Anſpruch neh⸗ 
men, und folhe, die fi zwar auf den Gebrauch von Zirkel und Lineal beſchränken, 
aber bei der Art diefes Gebraudes ein Probiren oder etwas, was dem glei koͤmmt, 
nicht vermeiden, fo daß die Auflöfung mehr eine mechaniſche ald eine geometriſche zu 
nennen ift. j 

Zu der erftern Glaffe gehören zuvoörderſt die beiden, welche durch Hülfe der zwei für 
genannten mechaniſchen Frummen Linien der Gondoide des Nicomedes und der Giffoide 
des Diocles zu Stande gebracht werden; alddann auch diejenigen, weldhe auf Anwen⸗ 
bung ber Kegelfchnitte beruhen. Menechmus löfte unfer Problem mittelit des Durch⸗ 
A et Parabel und einer Hyperbel, und auch mittelft des Durchſchnitts zweier 

arabeln. 


Diefe Auflöfungen, die Hülfsmittel erfordern, weldhe nicht in das Gebiet der Ele⸗ 
mentargeometrie (nach der von den Alten feftgefegten Begränzung) gehören, laflen ſich 
Daher bier auch gar nicht mittheilen, 

Die übrigen Auflöfungen find diejenigen, welche durch Zirkel und Lineal aber nicht 
obne ein Probiren zu Stande gebracht werden. Es mögen folgende bier Play finden: 


1. Xuflöfung ded Plato. Fig. 56. 

Die Gründe, auf denen diefe Aufldfung berußt, find fhon früher, in 209, Zuf. 4, 
erörtert worden. 

Man lege die beiden Geraden FD, DB, zwiſchen denen die beiden mittlern Pros 
portionalen geſucht werben folen, unter einem reiten Winkel an einander, verlängere 
deflen Schenfel über den Scheitel hinaus unbegränzt bis M und N; nehme nun zwei 
Winkelhaken FAC, ECB und bringe fie in eine ſolche gegenfeitige Lage, daß während 
von dem einen FAC die Ede A auf der Geraden BDM liegt und die Kante des Arms 
AF durch den Endpunct F gebt, die Edle C des andern auf der Geraden FDN fidy ber 
findet , die Kante des einen Arms durd den Endpunct B geht und der andere Arm an 
dem Arme AC des erften Winkelhakens FAC anliegt. AD und DC find die beiden ger 
ſuchten Zinien, va FA: AD= AD: DC = DC: DB. 


2. Auflöfung des Cartesius. %ig. 57. 

Sie ftimmt mit der vorigen infofern überein, als fie auch durch Hülfe von Wine 
kelhaken zu Stande gebradyt wird; aber fie ift allgemeiner und umfaflender,, indem fie 
auch noch anwendbar bleibt, wenn vier, ſechs, acht 2c. mittlere Proportionalen gefunden 
werden follen. Die Gründe, auf denen fie beruht, find ſchon früher in 209, Zuf. 5 
erläutert worden. Es fei YAZ eine Berbindung zweier um ihren gemeinfdaftlichen 
Endpunct A beweglidher Geraden, und außerdem mehrere Winfelhaten vorhanden — 
zu zwei mittlern Proportionalen werden drei folder Werkzeuge erfordert, zu vier Pros 
portionalen fünf x. — Ein Theil diefer Winfelbafen bewegt fi mit dem einen Arme 
längs der Geraden AV, der andere längd AZ; von A aus nimmt man AC gleidy der 
einen und AL glei) der andern der gegebenen Linien, zwiſchen denen die mittlern Pros 
portionalen gefudht werden. Man giebt nun dem Winkel YAZ mitteljt der Drehbar⸗ 
keit feiner Schenkel diejenige Größe, daß während die Ede C des erften Winkelhakens 
JCB mit dem Endpunct der Fleinern von den beiden gegebenen Geraden zufammenfältt, 
die Kante von dem einen Arm des dritten Winkelhakens KJL dur L den Endpunct 
der andern Geraden geht, jedoch fo, daß der erſte und dritte Winkelhaken durch den 
zweiten JBL auf die in der Figur 57 angegebene Weile verbunden find, Man findet 
die dazu erforderliche Lage der drei Winkelhaken leicht durch Probiren. 


3. Xuflöfung des Hero. Fig. 58. 
Sie bedarf blos der Hülfe eines Lineals (und Zirkeld) und ift folgende; 
Berbinde die beiden gegebenen Geraden AB, BG rechtwinkelig, vollende das durch 
fie beftimmte Rechteck ABGD, ziehe deſſen Diagonalen, die fih in E fühneiden mögen, 
verlängere DA und DG unbegrängt und bringe nun ein Lineal durch Probiren in eine 


: 9% Worzugsweiſe verdient hier no enannt zu werden die gründliche Mono ra 
phie: N. —8 historia ee e cubi adplicatione er, 1788. ara 


| Anmerk. des Ueberſ. 
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foide Lage HBZ, daß EZ = EH if. AH und ZG find die beiden geſuchten mittiern 
Proportionalen. 
Bew. Es iſt Dz,26 + GT, = TZ20, alſo DZ,2G + GE, = 2E, und 


auf ähnliche Weife, DH,HA 4 AE, = HE, = DZ,2G + GE,, alfo DH : DZ 


== ZG : BA, aber es ift au: DA: DZ = BG : ZG=HA : AB, alfoBG : ZG 
== ZG : HA = HA . AB. 
Clavins geom. pract. VII, 15. 


4. Auflöfung des Byzantiners Philo. Fig. 59. 

Sie wird durch Hülfe des Zirkels und Lineals auf folgende Weiſe ausgeführt: 

Berbinde die beiden gegebenen Geraden AB, BC rechtwinkelig, vollende dad durch 
fie beftimmte Rechteck ABCD , beſchreibe um daflelbe den Kreis AOBCD, und bewege 
niin um den Punct B ein Lineal fo, daß die Linien zwiſchen den verlängerten Rechtecks⸗ 
feiten DA, DC und zwiſchen der Kreisperipberie, die Geraden FO und BG, von gleicher 
Länge find. . 

Bew. Aus 256, uf. 4. 


5. Auflöfung des Vieta. Fig. 60. 

Sie wird, wie die vorbergchende, durch Hülfe von Lineal und Zirkel zu Stande 
gebracht. 

Beſchreibe über der größern KD der gegebenen Linien als Durchmeſſer einen Kreis, 
trage in denfelben die Pleinere PH ald Schne ein; verlängere PH nad) der einen Seite 
bin fo, aß HL — PH, und nad) der andern unbegränzt, ziehe CL und mit ihr par 
ralel PG , lege envlid ein Lineal an CG und drehe es fo lange um dicken Punet, bis 
GA glei CK d.i. der Hälfte der größern von den gegebenen Linien if. AP und AK 
find alsdann die beiden gefuchten mittlern Proportionalen. 

Bew. Aus 256, Anmerf, 3. 

Die übrigen zur zweiten Glaffe gehörigen Auflöfungen unferes Problems bier noch 
mitzutheilen möchte zweckwidrig fein. Wer ſich für dieſelben intereſſirt, kann fic bei 
Eutocius in der oben angeführten Stelle oder in der Schrift von Reimer nadlefen. 


6 Auflöſung mittelft des Proportionalzirkels. 

Man gebraudpt dazu die Linie, weldhe wir früher (481, Anm.) unter dem Kamen 
der Körperlinie Fennen gelernt haben, und die auf den Proportionalzickein mit 
„Solides‘ oder „Cubic“ bezeichnet iſt. Die beiden gegebenen Geraden fein P und S 
und zwar legtere die größere. Man beftimme zuvörderſt ihre gegenfeitige Länge, in⸗ 
dem man fie beide auf der Linie der gleichen Theile vom Mittelpuncte aus aufträgt ; 
geſeht die eine enthalte 160, die andere 20 folder Theile. 

Man Öffne nun den Proportionalzirkel fo weit, daß die beiden Puncte der Köre 
perlinie des einen umd andern Armes, zu tenen die Zahl 160 gehört, genau um bie 
Länge von S von einander entfernt. find; die Entfernung, melde alsdann die beiden 
Puncte der genannten Körperlinie von einander haben, zu denen die Zahl 20 gehört, 
bildet die größere der gefuhten mittlern Proportionalen. Denn wenn BA und CA 
(Fig. 50) die beiden Körperlinien des Proportionalzirfeld darjtelen, und zmar B und 
C die Puncte, zu denen die Zahl 160, C und E dagegen diejenigen, zu denen U) ge« 
hört, fo ift, wenn man BC und GE zieht: AB: AG = BC: GE = 8: GE, alſo 


—3 0. ——3 

auch AB: AG = 86°: GE, „aber der Ratur der Pörperliden Linie zufolge tft auch: 
. — — — 5 

160: 20 di.S:P= AB: AG, alſo auch S:P=S®: GE. Nun iſt aber 

auch (160), wenn 8, R, Q, P vier Größen bezeichnen, die eine geometriſche Progreſ⸗ 

fion biden, S:P= S® : R3, mithin 82: R = $? : GE, alfo R=GED. h. 

GE iſt die größere der beiden mittlern Proportionalen zwiſchen S und P. 


Iſt die eine der geſuchten Linien gefunden, fo erhält man die andere, indem man 
zwiſchen EG und P eine mittlere Proportionale fucht. 


638. . Das Verhältniß, welches zwei Stüde AB, BC (Sig. 61). 


einer geraden Linie AG zu einander haben, auf der Verlängerung der: 
felben fortzufeßen d.h. auf der Verlängerung eine beliebige Anzahl fol: 
her Stuͤcke zu beflimmen, von denen je zwei an einander grängende 





Aufgaben. Biertes Bud. 499 


das Verhältniß AB : BC zu einander haben, die alfo alle unter ein: 
ander eine geometrifche Progrefjion bilden. ' 

Tacquet zu Eucl. VI, 11. - 

Auflöfung. Nimm AD, welche fentreht auf AC in A errichtet 
it, — AB, und eben fo BE = BC, verbinde D und E und verlängere 
fomohl DE als AC; errichte in C die Senfrechte CG, nimm CN —=CG, 
errichte in N die Senkrechte NH und nimm NI = NHu.f.w. CN, 
NJ u. f. f. find die gefuchten Linien. 

Bew. Ks ift: 
AF:BF = AD:BE = AB:BC = AFf — AB:BF — BC 

— BE: CF = BE: 6(6 
= BU:C\N«. 

Anmerkung. Wenn, wie in unferer Figur, AB > BC, fo kann die Summe 
aller Glieder unferer Progreffion, wie groß aud die Anzahl derfelben fein möge, eine 
beftimmte Länge AF nicht überfhreiten. Man ſieht bier eine geometrifhe Bejtätigung 
des arithmetifhen Lehrfages, daß die Summe einer fallenden geometrifdyen Reihe, felbit 
dann wenn die Anzahl ihrer Glieder unendlid) groß angenommen wird, eine beftimmte, 
endliche, oft fehr geringe Größe nicht Überfteigen Fann. Man vergleihe 160, uf. 6. 

639. Eine gegebene Gerade nach dem aͤußern und mittlern Ver: 
hältniß zu theilen. 

Eucl. VI, 99. — L. G. Ill, Aufg. 4. | 

Aufldfung. Sie ift diefelbe, wie die frähere in 591 mitgetheilte, 

640. Eine gegebene Gerade AD Fig. 62 harmoniſch d.h. in drei 
ſolche Stuͤcke AB, BC, CD zu theilen, daß die ganze Linie zu einem 


der äußern Stuͤcke daffelbe Verhaͤltniß hat, wie das andere diefer Au: 


fern zum mittlern. 
Clavius zu Eucl. VI, 17, $. 7. — La Hire Sect. con. 1. 


Auflöfung. Nimm außerhalb AD den beliebigen Punct G, ver: 
binde ihn mit den Endpuncten A und D; durch einen beliebig auf AD 
genommenen Punct B ziehe eine Gerade EBF || GD, nimm BF == BE, 
und verbinde F mit G, fo ift der Durdhfchnittspunct C. von FG und 
AD der eine und B der andere der gefuchten Puncte. 

Bew. AD: AB= NG: EB =DG:BF = DC: CB. 


Viertes Buch. 


Von dem Verhaͤltniß und der Aehnlichkeit geradliniger 
Figuren. | 





641. Das Verhältnig von zwei geradlinigen Figuren A und B 
Fig. 63 durch zwei gerade Linien HG, GEF darzuftellen. 

Aufloͤſung. Conſtruire nach Anleitung von 616 ein Rechte HCDG, 
welches gleichflächig tft der einen Figur A, und dann nad) Anleitung 
von 618 über GD ein zweites, welches gleichflächig ift mit B. 

Bew. Aus 2301. 
Zuſ. Das Verhältniß zweier Quadrate kann ebenfalls durch zwei 
gerade Linien ausgedrückt werden. 
Auflöfung und Beweis. Aus 254. 
32* 
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642. Weber einer gegebenen Geraden CN (Fig. 64) eine geradfi: 
nige Figur zu conftruiren, welche einer gegebenen Figur aͤhnlich ift. 

Euel. VI, 18. — L. G. II, Xufg. 13. 

Auflöfung. Durd) 603, Anm. 2. 

Bew. Aus 218. | 

643. Eine geradlinige Figur N ($ig. 65) zu conftruiren, welche 
einer L von zwei gegebenen ‚ähnlich, der andern M aber gleichflächig iſt. 

Euclid. VI, 25. — L. 6. III, Xufg. 6. 

Auflöfung. Mache Rechte ABHE = L und BHDC=M (618), 
nimm FB -als mittlere Droportionale zwifchen AB und BC und cons 
firuire (642) über FB ats der mit AB gleichnamigen Seite eine Figur 
N, welche ähnlich der L, fo ift N die gefuchte. ' 

Bew. L:N==.AB,: FB, = AB, : WB,BC = AB : BC 

M:L=BC: AB | 
alfoM: N = AB,BC : AB,BC 
‚mithin M = N, 

644. enn zwei entiprechende Seiten a, b von zwei ähnlichen 
Figuren gegeben find, das Verhaͤltniß diefer Figuren felbft durch zwei 
gerade Linien darzuftellen. 

Auflöfung. Nimm (632) die dritte Proportionale c zu a und b, 
fo iſt a: c das gefuchte Verhaͤltniß. 

Bew. a: b=b:c, alſo ad: b? = ab:be=a: c etc. 

645. Wenn das Verhältnig von zwei geradlinigen Figuren (A 
und B) durch zwei gerade Linien (M und N) ausgedrückt ift, das Der: 
hältniß von einem Paare entfprechender Seiten (a, b) diefer Figuren 

zu finden, 

Auflöfung. Nimm zwifhen M und N .die ‚mittlere Proportionafe 

m ⁊c. 

Bew. a?2?:5?=A:B=M:N = M?2:m?, alfo 
a:b =M:m . 

- 646. Ein Vieleck N zu-conftruiren, welches einem gegebenen M, 
von dem eine Seite A bekannt, ähnlich und außerdem das mfache def: 
felben ift. _ 

L. G. II, Xufg. 15. 

Auflöfung. Nimm zwifhen A und mA die mittlere Proportio: 
nale (B) und conftruire (642) über diefer, als der mit A gleichnamis 
gen Seite ein Viele N, welches dem gegebenen M ähnlich ift. 

Bew N:M=B?2: A? — mA?: A? —=m:1. 

Anmerfung. Da alle Kreiſe aͤhnliche Figuren find, die fih wie die Quadrate ih⸗ 
ver Halbmefler verhalten, fo ift die Auflöfung diefer fo wie der beiden folgenden Auf 
gaben in gleidher Weife wie bei Vielecken auch bei Kreifen anwendbar. 

647. Ein Vieleck (N) zu conftruiren, das einem gegebenen (M), 
von welhem eine Seite (A) bekannt, ähnlich, und mmal fo Hein ale 
diefes ift. 

. Auflöfung und Bew. ganz wie bei der vorigen Aufgabe, indem 


man mur flatt m durchweg * ſetzt. 


Zuſ. Da alle Quadrate aͤhnliche Figuren ſind, ſo laͤßt ſich auf 
— die fo eben angedeutete Weiſe die Aufgabe loͤſen: 


R) 
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Ein Quadrat zu conſtruiren, welches einen beliebigen Theil eines 
gegebenen Quadrates bildet. 
L. G. HI, Xufg. 12. 
Anmerkung. Man Fann diefe "Aufgabe auch durch Hilfe von 254, Zuſ. Löfen. 
648. Eine geradlinige Figur M zu conftruiren, welche fo groß 
nie eine beliebige Anzahl unter einander ähnlicher diguren A, B, C, 
D xc. zuſammen genommen, und ihnen aͤhnlich iſt. 
L. G. IT, Aufg. 14. 
Auflöfung. Durd) Anwendung von 585, 582 und 642. 
Bew. Aus 221. 
Anmerkung 1. Um eine Zigur zu erhalten, melde glei dem Unterſchiede von 
zwei ähnlichen Figuren und diefen ſelbſt ähnlich ift, wendet man 625 und 642 an. 
Anmerfung 2. Da Kreife ähnliche Figuren find, die fi wie Die Quadrate ihrer 
SHalbmeffer oder Durchmeſſer verhalten, fo gilt diefe Kuflöfung aud für Kreife, 


— — 


Füuͤnftes Bud. 
Bon Kreiſe. 





Erſter Abſchnitt. 


Von dem Mittelpunete des Kreiſes und den geraden Linien, 
die ſich in ihm ziehen laſſen. 





649. Den Mittelpunct eines gegebenen Kreiſes zu beſtimmen. 
Eucl. IH, 1. — L.G. If, Xufg. 13. 

Erfte Auflöfung. Fig. 67. Durch Huͤlfe des erften Forderungs⸗ 
faßes, und 588, ‚ 988. 

Bew. Aus 248, Zuſ. 

Zweite Aufloͤſung. Fig. 68. Ziehe eine beliebige Sehne AB, ers 
richte in dem einem Endpuncte B derfelben die Sentrechte BD, verbinde 
A und D und halbire diefe Gerade. 

Bew. Aus 246. . 


650. Für einen gegebenen Kreisbogen ADE (Fig. 69) den Mits | 


telpunct zu finden, und den zugehörigen Kreis zu vollenden. 
Eucl. III, 23. 

Auflöfung. Ziehe zwei beliebige Sehnen AD, AE, errichte auf 
ihnen in ihren Halbirungspuncten Senkrechte ıc. 

Bew. Aus 248, Zuf. 

651. In einen Kreis eine Sehne von vorgefchriebener Länge 
(die na Heiner als die des Durchmeſſers fein muß) einzutragen. 

Eucl. IV, 1. 

Auflöfung. Aus einem beliebigen Puncte im Umfange des gege⸗ 
benen Kreifes befchreibe mit der gegebenen Länge als Radius einen 
zweiten Kreis ıc. 

Bew. Leicht. 

Anmerkung. Zür jeden beftimmten Mittelpunct des Hülfökreifes laffen fich immer zwei 
Sehnen ziehen, welche den Bedingungen der Aufgabe genügen. 
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652. In einen gegebenen Kreis eine ScehmeJK (Fig. 71) einzutra⸗ 
gen, die nicht nur vorgefchriebene Länge, fondern auch vorgefchrieberie 
Lage hat d.h. einer von zwei gegebenen Seraden AB (die natürlich nicht 
größer als der Durchmeſſer fein darf) gleich und der andern C paral: 
let tft. 

— zu Eucl. IV, 1. 

Auflöfung. Ziehe den Durchmefler PFIPC, fehneide auf ihm 
vom Mittelpuncte ans nady beiden Seiten hin zwei Stüde LG und LIL 
ab, von denen jedes S 1 AB, errichte die Senkrechten 64, HK und 
ziehe IK. 

Bew. GI H HK, alfo au JX H GH. 


— — — — — 


Zweiter Abſchnitt. 
Bon Kreisabſchnitten und Kreisbogen. 





653. Ueber einer gegebenen Geraden AB (Fig. 72) einen Kreis⸗ 
abfchnitt zu conftruiren, in welchem jeder Peripheriewinfel die vorge: 
Schriebene Größe N hat. - 

Eucl. II, 33. — L. GO. II, Xufg. 16. | 

Auflöfung. Nimm W. EAB—=N (593), erreichte die Senkrechte 
AH (585) ıc. 

Deweis. Aus 247. 

654. Einen gegebenen Kreis (Fig. 73) in zwei folche Abfchnitte 
zu zerlegen, daß dem einen ein Peripheriewinfel von vorgefchriebener 
Groͤße N zugehört. 

Excl. III, 34. 

Auflöfung. Ziehe den beliebigen Radius BH, alsdann die Senf: 
rechte BD, und nimm W. EBA = N ic. 

Beweis. Aus 247. | | 

655. Einen Kreisbogen oder einen Kreisahfchnitt in zwei gleiche 
Theile zu theilen. | 

Eucl. III, 30. 

Auflöfung. Durd Anwendung von 588 und 584. 

Beweis. Aus 45 und 245, Zuf. 5, nachdem vorher AD und DB 
gezogen find. 

Armerfung. Durch bloße Wiederholung des eben angedeuteten Verfahrens Tann 
man einen Bogen in 4, 8... . allgemein in 2" gleie Theite theilen, Es überfteigt 
Dagegen die Kräfte der Glementargeometrie, einen Bogen in drei, fünf 2c. gleiche Theile 
zu theilen, und es gilt in diefer Beziehung genau daffelbe, was früher über die Thei⸗ 
lung der Winkel gefagt worden ift, Beide Probleme hängen auf das engfte zufammen. 

656. Einen Duadranten in drei gleiche Thetle zu theilen. Fig. 75. 

Auflöfung. Durch Anwendung von 601 und 655 oder 596. 

Beweis. Aus 245, Zuf. 5 und Zuf. 3. 

657. Einen Duadranten in fünf gleiche Theile zu theilen. 

Auflöfung. Conſtruire (592) über BC (Fig. 76) als Schenkel 
das gleichſchenkelige Dreieck BED, in welchem jeder Winkel an der 
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Grundlinie doppelt fo groß als der Winkel an der Spise, und halbire 


diefen leßtern. 
Beweis. Aus.245, Zuf. 5 und Zuf. 3.. 0 
658. Einen Kreis zu conflruiren, deffen Peripherie durch drei- 
gegebene Puncte, die micht in gerader Linie liegen, hindurchgeht. 
Auflöfung. Sie ergiebt fih unmittelbar aus der Vorbereitung 
zum Beweiſe des frühern Satzes 241. 
Deweis. Aus 241, Zuf. 2. 


— — — — 2— — 


Dritter Abſchnitt. 
Von Tangenten, und von Kreiſen, die einander beruͤhren. 





659. Bon einem im Umfange eines Kreiſes gegebenen Punct A 
(Fig. 78) aus eine Tangente an den Kreis zu ziehen. 

Auflöfung. Ziehe den Radius CA und wende darauf 585 at. 

Beweis. Aus 242. 

660. Don einem außerhalb eines Kreifes gegebenen Puncte A 
aus eine Tangente an jenen zu ziehen. 

Erfte Auflöfung. Fig. 79. Verbinde A mit dem Kreismittel: 
puncte C, befchreibe über diefer Geraden als Durchmeſſer einen Kreis ic. 

Bew. Aus 242, nachdem vorher CB und CH gezogen worden. 

Zweite Auflöfung. Fig. 80. Beſchreibe von C mit CA den Kreis 
KAJ, ziehe KEJ ſenkrecht auf CA, verbinde K und J mit C ıc. 

Beweis. AACBD A ECJ ꝛc.*) Ä 

Anmerfung. Aus beiden Auflöſungen ſieht man deutiid genug, daß fi vongedem 
Puncte- außerhalb eines Kreifes zwei Tangenten an denfelben ziehen laffen — ein Um- 
ftand, der auch ſchon aus 259, Zuf. 2. bekannt ift. 

661. Bon einer gegebenen Tangente KG (Fig. 81) den Beruͤh— 
rungspunct E zu finden. 

Auflöfung. Beſchreibe über der beliebigen IIG als Durchmeſſer 
einen Kreis EHCG x. 

Beweis. Aus 242 und 246. . 

662. An einen gegebenen Kreis eine Tangente EG. (Fig. 82) 


zu ziehen, welche einer gegebenen Geraden AB parallet ift. 


Clavius 3u Eucl. IN, 17. 

Auflöfung. Fälle vom MittelpuncteC eine Senkrechte auf AB ıc. 

Deweis. Aus 242. 

663. Wenn zwei Kreife gegeben find, jedoch fo, daß der eine 
nicht ganz innerhalb des andern liegt, eine Gerade zu ziehen, welche 
beide zugleich berührt. | 

Glavius zu Eucl. IH, 17. 


das fie nicht blog für den Kreis, fondern für alle degetichuitte, le ALL ende 
en reis, 8 





Pe 
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Auflöfung. Erfter Sal. Wenn die beiden Kreife gleich find. 
Sig. 83. a GK, ſenkrecht auf fie GA, und AD || GK :«. 

Zweiter Sal. Wenn die Kreife ungleich find. Fig. 84. Mit 
GP — dem Unterſchiede der Radien beider Kreife befchreibe von G ei: 
nen Kreis, ziehe an ihn von K aus eine Tangente KP ıc. 

Beweis. Sn beiden Fällen leicht. 

664. Einen Kreis zu befchreiben, welcher eine gegebene Gerade 
AC ($ig. 85) in einem vorgefchriebenen Puncte B berührt und deſſen 
Meripherie durch einen gegebenen Punct E geht. | 

Auflöfung. Errichte auf AC in B die Sentrechte BDG, verbinde 
B mit E und nimm W. BED = EBD ı«. 

Beweis, Aus 242. | 

665. Einen Kreis zu befchreiben, deffen Peripherie durch einen 
gegebenen Punct geht und einen andern Kreis von innen oder von aus 
Ben berührt. j 

Clavius au Eucl, III, 17. Bu 

Auflöfung. Es find drei Fälle zu unterfcheiden, je nachdem der 
gegebene Punct auf der Peripherie (Fig. 88°) oder außerhalb (Fig.88®) 
oder innerhalb (Big. 88°) des Kreiſes liegt. 

Ziehe denjenigen Kreisdurchmeller, welcher durch den gegebenen 
Punct geht und befchreibe über einer der beiden Geraden als Durch: 
meffer, welche zwifchen diefem Puncte und einem der Scheitel des 
Durchmeffers enthalten find, einen Kreis ıc. 

Anmerfung. Liegt der gegebene Punct auf der Peripherie ded gegebenen Kreifes, 


fo laſſen fi) unzählige Kreife conftruiren, welche den Bedingungen unferer Xufgabe ges 
nügen. 


666. Wenn ein Punct A (Fig. 86) außerhalb eines Kreifes BED 
gegeben ift, einen zweiten Kreis zu conftruiren, der durch diefen Punct 
geht And den erftern von außen fo berührt, daß feiner der beiden Kreife 
innerhalb des andern liegt. 

Aufloͤſung. Werbinde den gegebenen Punct mit dem Mittelpuns 
cte des gegebenen Kreifes, halbire das außerhalb des Kreifes liegende 
Stück diefer Geraden ıc. 


667. Wenn zwei Kreife (Fig. 87) gegeben find, einen dritten zu 
conftruiren, der jene beiden erftern berührt, und deffen Mittelpunct in 
gerader Linie mit denen der beiden gegebenen Kreiſe. 

Clavius zu Eucl. III, 17. 

Auflöfung. Nimm von der durch die Mittelpuncte beider Kreife 
gehenden Geraden ein. zwifchen den Durchfehnittspuncten derfelben mit 
der ‘Peripherie des einen und andern Kreifes enthaltenes Städt zum 
Durchmeſſer des gefüchten Kreiſes. | 

Beweis. Aus 262. 

Anmerkung 1. Wenn die beiden gegebenen Kreife ganz außerhalb einander oder 
der eine ganz innerhalb des andern liegt, fo laſſen fi vier Kreife finden, welde den 


Vinsungen der Aufgabe genügen; nur zwei dagegen, wenn jene Kreiſe ſich ſchnei⸗ 
en”). 


Es if eine ivrige Behauptung, die unfer Verfaſſer bier aufireiit, Auch wenn die 
beiden gegebenen Kreife lich fchneiden, laſſen ſich wie in den beiden zuerſt genannten 
alten vier Beruhrungskreiſe conftruiren. Eine befondere Beachtung hätte vielmehr 
er Salt verdient, wenn die beiden ge ebenen Kreife einander berühren. Dann fin 

unzählige Kreife möglich, Die den Bedingungen der Aufgabe genügen. 
nm. des Weberf. 
„ul 


nn 
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Anmerfung 2. Beſchreibt man aus den Mittelpuncten der beiden gegebenen reife 
zwei Kreisbogen, von denen jeder zu feinem Halbmefler die Summe zweier Hadien hat, 
nämlid) den Halbmeffer desjenigen der gegebenen Kreife, mit welchem der Bogen con- 
centriſch, und den Halbmeſſer des gefundenen Kreifeö, fo ift der Durchſchnittspunct diefer 
beiden Bogen der Mittelpunet eben diefes gefundenen Kreiſes. 


Schftes Bud. 


Bon der Beſchreibung geradliniger Figuren in und um 
den Kreis. 





668. In einen gegebenen Kreis ABHC (Fig. 89) ein Dreieck 
BAC zu zu Taareiben, welches einem gegebenen Dreieck DEF Abnlid,. , 
' ucl. 2 
 Auftöfung. Ziehe die Tangente MAN; nimm ®.BAM— DEE, 
CAN=Di«. 
Beweis. Aus 247. 
669. Um einen gegebenen Kreis ein Dreieck GLH (Fig. 90) zu 
beichreiben, welches einem gegebenen Dreie ABC aͤhnlich. 
Eucl. IV, 3. 
Auflöfung. Werlängere eine der Seiten BC des gegebenen Drei: 
ecks über beide Endpuncte hinaus. Ziehe FM beliebig, nimm W. 
KFM = ACD, JFM—=ABE, und ziehe durch J, K, M Tangenten ꝛc. 
Beweis. Aus 104, und 20. 
670. Sin einen gegebenen Kreis ein gleichfeitiges Dreieck zu ber 
_ ſchreiten · 
L. G. IV, 4. 
— Aus D (Fig. 91) mit dem Radius DF beſchreibe den 
Bogen AFC, ziehe AC und verbinde ihre Endpuncte A und C mit dem 
Scheitel B des Durchmeſſers DFB. 
Beweis. Aus 277. 
671. In ein gegebenes Dreieck einen Kreis zu befchreiben. 
Eucl, IV, 4. — L. G. II, Xufe. 15. 
Auflöfung. Sie fällt ufammen mit der Vorbereitung zu 272. 
Beweis. Aus 272, Zuf. 1 
672. Um ein gegebenes Dreier BAC ($ig. 93) einen Kreis zu 
befchreiben. 
Eucl. IV, 
Auflöfung. Sie fällt zufammen mit der Vorbereitung zu 241. 
. Beweis. Aus 241, Zuf. 
673. In einen gegebenen Kreis ein Quadrat zu beſchreiben. 
Fig. 94. 
"Eucl. IV, 7. 
Auflöfung, Ziehe zwei auf einander fenkrecht ftehende Durchmeſ⸗ 
fer ıc. 
Beweis. Aus 45, und 246. 
674. Um einen gegebenen Kreis rin Quadrat zu befchreiben. 
05. 
5i9- Eucl. IV, 7. 
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Auflöfung. Ziehe zwei auf einander ſenkrecht ſtehende Durchmef: 
fer, und durch die Scheitel eines jeden Parallelen mit dem andern ıc. 

Beweis. Aus 242. | 

675. In ein gegebenes Quadrat einen Kreis zu befchreiben. 
Fig. 96. 

Eucl. IV, 8. 

Auflöfung. Verbinde die Halbirungspuncte von je zwei Gegen: 
eiten ꝛc. 

' 676. Um ein gegebenes Quadrat einen Kreis zu befchreiben. 
Sig. 97. 
Eucl. IV, 9. 

Auflöfung. Ziehe die beiden Diagonalen ıc. 

677. Um ein gegebenes Viereck ABCN (Fig. 98), in welchem die 
Summe je zweier Gegenwinkel zwei Nechte beträgt, einen Kreis zu bes 
fchreiben. | 

Auflöfung. Ziehe eine der Diagonalen AC und wende 672 an. 

Beweis. Aus 275. / 

678. Sin einen gegebenen Kreis ein regelmäßiges Fuͤnfeck zu be: 
fchreiben... 

Each. IV, 1. — L. 6. IV, 5 Ä 

Auflöfung des Euclides. Fig. 99. Befchreibe (639) das gleich: 
fchentelige Dreiecd ABC, in welchem der Winkel an der Spitze halb 
fo groß als jeder der beiden andern, und nun (668) in den Kreis ein 
diefem ähnliches Dreieck EDF, halbire die Bogen DGF und EHF ıc. 

Beweis. Aus 279, Zuf. 

Auflöfung des Ptolemaeus. Fig. 100, Errichte auf AB in C 
die Senkrechte CD, halbire CB in E, verbinde E mit D und befchreibe 
mit diefer ald Radius von E aus den Bogen DEF. Die Sehne diefes 
Bogens ift die Seite des gefuchten Fuͤnfecks. 

Deweis. Aus 291, Zuf. 3. 

679. Alm einen gegebenen Kreis ein regelmäßiges Fünferf zu be: 
fchreiben. Fig. 101. 

Eucl. IV, 12. Ä | | Ä 

Auflöjung. Ziehe durch die Spitzen eines in den Kreis befchrie: 
benen regelmäßigen Fuͤnfecks (678) Tangenten ıc. 

Beweis. Aus 283, Zuf. 2. 


680. Einen Kreis in ein Fuͤnfeck, oder allgemein in ein gegebe: 
nes regelmäßiges Vieleck zu befchreiden. Fig. 102%. 
Eucl. IV, 13. . 
Auflöfung. Halbire zwei an derfelhen Seite liegende Winkel und 
verlängere die Geraden, durch welche dieß gefchieht, bis zum gegenfei: 
tigen Durchſchnitt ıc. 
Beweis. Aus 274. 


681. Um ein regelmäßiges Fuͤnfeck oder allgemein um ein vegel: 
mäßiges Vieleck einen Kreis zu befchreiben. 
Encl. IV, 14. 
Auflöfurg. Suche den Mittelpunct des Vielecks, wenn derfelbe 
nicht fchon gegeben ift, nach Anfeitung von 649. 
Beweis. Aus 274. 


ER 
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682. Syn einen gegebenen Kreis ein regelmäßiges Sechseck zu be: 
fchreiben. 
Eacl. IV, 15. — L. G. IV, 4 


Aufloͤfung. Nach Anleitung von 277, Zuſ. 2. 

683. Diejenigen regelmaͤßigen Vielecke zu beſtimmen, welche ſich 
durch ſtreng geometriſche Conſtruction in den Kreis beſchreiben laſſen, 
und dieſe Conſtruction fuͤr die einzelnen naͤher anzugeben. | 

Auflöfung. Dreie, Viereck, Fuͤnfeck und Sechseck find die ein: 
zigen Vielecke, welche fi urfprünglich d. h. unabhängig von andern 
Vielecken In den Rreis befchreiben laffen. 

Durch Hülfe der vier genannten Vielecke kann man nun noch eine 
Anzahl anderer conftruiren und zwar auf doppelte Weife. 

Einmal nämlich durdy fortgefeßtes Halbiren der Bogen, welche zu 
den Seiten der Vielecke gehören. So kann man vermittelft des Drei: 
ecks in jeden Kreis befchreiben ein Sechseck, Zwoͤlfeck, Vierundzwan⸗ 
zigeck .... allgemein ein regelmäßiges Viele von 3. "Seiten. Durd) 


u KHülfe des Quadrates kaͤßt fich in einen Kreis ein Achteck, Sechszehn⸗ 


ed... allgemein ein regelmäßiges Vieleck von 7’ Seiten; und eben fo 
endlich vermittelft des Fünferks ein Zehneck, Zwanzigeck .... allge: 
mein ein regelmaͤßiges Vieleck von 5. Ü Seiten befchreiben. 

Ein zweites Mittel durch Huͤlfe der urfpränglichen in den Kreis 
zu befchreibenden Vielecke neue Vielecke für den Kreis zu erhalten, be: 
fteht darin, daß man zwei jener urfprünglichen zugleich in den Kreis 
beſchreibt. Wären 5. B. in Fig. 105 AD und AB die Seiten zweier 
regelmäßigen Vielecke von refpective N und n Seiten, fo faßt dann im: 
mer der Bogen BD, welcher den Iinterfchied der zu den beiden in Rede 
fiehenden Vielecksſeiten gehörigen Bogen bildet, N — u folcher Theile 


281) der ganzen Peripherie ift. If 


man alfo nur im Stande den Bogen BD in N —n gleiche Theile zu 
theilen, fo ift auch die Aufgabe geläft, durch Hilfe eines Necks und 
eines necks, die beide regelmäßig und in denfelben Kreis befchrieben 
find, die Seite des Vielecks von N. n Seiten für eben diefen Kreis 
zu finden. Die verlangte Theilung des Bogens BD hat nun nicht die 
geringfte Schwierigkeit, wenn die Zahl N —n gleich zwei oder gleid) 
einer Potenz von zwei iſt. Der erftere Hal tritt ein, wenn AD die 
Seite des regelmäßigen Dreiecks, AB aber die Fuͤnfecksſeite iſt; denn 
alsdann IE N—n—=5—3=—2. Daher hat ſchon Euclides (IV, 16) 
. gelehrt, aus den Seiten des Fuͤnfecks und Dreiecks die Seite des Funf- 
zehnecks für einen gegebenen Kreis zu finden. 

Anmerkung 1. Zumeilen läßt fi zur Auffindung der Seite von dem einen oder 
andern der vorher genannten Vielecke nody ein befonderes Verfahren anwenden. Dieß 
gilt z. B. für das Zehneck, deſſen Seite Euclides und Ptolemaeus, jeder durch eine 
befondere Gonftruction‘, zu finden gelehrt haben. . 

Auflöſung des Fuclides. Schneide den Radius AB (Fig. 30) nach dem äußern 
und mitlern Berhättniffe in D, made die Sehne BC gleich dem größern der erhaltenen 
Stüde AD, fo ift BG die Seite des Zehnecks. 

Beweis. Aus 290. 

Auflöfung des Ptolemaeus. 

Erridte auf AB (Fig. 100) in G die Senkrechte CD, balbire CB in E, beſchreibe 
mit ED von E aus den Kreisbogen DF, fo ijt FC die Seite des Zehnecks. 


in fih, von denen jeder 





— — —— Vs 
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Beweis. Aus 291, Zuf. 3. 
Anmertung 2. Es giebt Fein geometrifches Verfahren, wodurch man im Stande 
wäre, jedes beliebige regelmäßige Viele in den Kreis zu beſchreiben. Man darf fid 
hierüber um fo weniger wundern, je einleuchtender ed ift, daß ed dabei zulegt immer 
auf die Theilung von Kreisbogen oder Winkeln in irgend eine vorgeſchriebene Anzahl 
leicher Theile hinauskommt — eine Xufgabe, deren allgemeine Loͤſung, wie ſchon frd 
er (allgem. Anm. zu 598) bemerkt worden ift, die Kräfte der Elementargeometrie 
überfteigt, aber möglid) wird durd Anwendung der mechaniſchen Linie, welche den Re 
men Duadratrir führt, Durch Hülfe diefer Eurve nämlich Fann man ohne Schwierig. 
keit die Aufgabe Iöfen, von welcher, wie fhon früher (280, Anmer?.) bemerkt wurde, 
die Gonftruction jedes beliebigen regelmäßigen Vielecks in den Kreid eine leichte und ein 
fahe Anwendung ift — die Aufgabe: ein gleichſchenkeliges Dreied zu conftruiren, in 
weichem der Winkel an der Spige zu einem ber Winfel an der Grundlinie ein vorge 
ſchriebenes Größenverhältniß hat. 

Würde 3. B. verlangt, daß die genannten Winkel daffelbe Verhältniß zu einander 
hätten, weldyes die beiden Geraden BC und BA (Zig. 106) haben, fo beſchreibe man einem 
beliebigen Kreis FIHGKF, ziehe den Durchmeſſer FG und theile den halben Umkreis, 
FJHG in zwei ſolche Bogen FJll und HB, daß Ä FH = THG = BA: 4 BE— 
Diefe Theilung ift es eben, welche durch Hülfe der Duadratrir zu Stande gebracht wir 
— Zieht man alödann nah GH, FH umd den Radius EH, fo ift: - 

BA:4BC= nr FH: HB= 8. FGH : GFH (335) 
alfo BA : BC = FGH : 2 GTH = FGH : GEH, mithin ift GEH dw 
gefuchte gleichſchenkelige Dreieck. An den Durdmeffer ER (Fig. 107) lege man jeht zu 
beiden Seiten die Winkel REH und REG, von denen jeder die Hälfte des Winkels 
GEH in Fig. 106, fo ift GH die Seite des diefem Kreife zugehörigen Bieleds von 
2n-+1 Seiten, wenn jeder Winfel an der Grundlinie unferes gleichſchenkeligen Dreicds 
dad uͤfache des Winfeld an der Spige ift. 

Anmerkung 3. Es verdient bier nod bemerkt zu werden, daß Gaufs in feinem 
tieffinnigen Werfe „Disquisitiones arithmeticae‘“ und zwar in $. 365 nachgewieſen 
bat, daß man in den Kreis durch fireng geometrifhes Verfahren ein regelmäßiges Sieb 
zebned und allgemein jedes regelmäßige Vieleck beſchreiben Eönne, deffen Seitenzahl cine 
Primzahl von der Form 2" +1 ſei; alfo unter andern die Vielecke, welche reſpe⸗ 
ctive 3, 5, 17, 257, 65537 Eden haben. Als Endrefultat feiner Unterfudgungen über 
diefen Gegenftand findet Gauls, daß die Gonftruction eines regelmäßigen Necks in den 
Kreis auf elementar = geometrifhem Wege möglich (aber freilich in vielen Faͤllen um 
ſtaͤndlich und mühjfelig) ift, wenn die Eckenzahl N die Befchaffenheit hat, daß alle ihre 
“ ungeraden Zactoren von der Zorm 2” 4 1 find und keiner derfelben mehr als ein 


mal vorfömmt. Die ſaͤmmtlichen hierher gehörigen Bielede, deren Seitenzablen nidt - 


über 300 hinaus gehen, find dem von Gauls felbft mitgetheilten Verzeichniſſe zufolge, 
wenn man fie durch ihre Seitenzahlen bezeichnet, folgende : | 
3, 4, 5 6, 8, 9, 1 0, 1 2 4 1 5, 1 6 
17°, 20, 24, 3, 32, 34°, 40, 48 51’, 60 
64, 68°, 80, 85’, 96, 102°, 120, 128, 136°, 160 
170°, 19%, 204”, 255°, 256, 257°, 272”. 
Die mit Sternden bezeichneten Vielecke find diejenigen, um welche das ältere Verzeich⸗ 
niß durch Gaufs bereidhert worden ift. 
Der Beweis für den merkwürdigen Gaufsifhen Lehrſatz läßt ſich in der Glementar- 
geometrie nicht mittheilen, da er auf Zehrfägen der hoͤhern Arithmerit beruht”). 
Anmertung 4. Berzichtet man für die Gonftruction eines beliebigen regelmäßigen 
Bieledö in den Kreis, auf geometriihe Schärfe und Strenge, und begnügt fih mi 
einer für die Praris meift hinreidhenden Annäherung, fo Fann man ſich folgenten Ber 
fahrens bedienen : i . 
684. Ein regelmäsiges Vieleck von beliebiger Seitenzahl entwe: 
der völlig genau oder bias näherungsweife in den Kreis zu befchreiben. 
Aufloͤſung. Die Seitenzahl des in Rede ſtehenden Vielecks fein. 


*) Den einfachlten der hierher gehörigen Säle, nämlich den für dag regelmäßige 
mess 


Giebiehned behandert Legendre in einem Anhange, der fih.am_Ende feiner Ele 


geom. befindet. Anm. des Ueberf. 
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Ueber dem Durchmeſſer AB (Fig. 108) befchreibe ein gleichfeitiges 
Dreieck AFB; verlängere darauf den Durchmefler um feine eigne Länge, 
und theile die fo erhaltene Linie in n gleiche Theile; einer derfelben fei 


BD, fo daß alſo BD — 2 


gere fie bis zum Durchſchnitt K mit der Peripherie; BK tft entweder 
völlig genau oder annähernd der gefuchten Vielecksſeite gleich. 

Beweis. Ziehe KJ fenfreht auf CB und CK; alsdann ift KCB 
der Centriwinkel unferes Vieles; den wir mit x Segeichnen wollen. 
Es ift nun aber: 

FC:CD=KI:DJ=Kl: Cl’ — D=sinx: cos x — CD 


oder, weil CD—= CB — BD — CB — ae _ — CB (n—4) _ 





; verbinde nun F mit D und verläns 


n — 4 





— (wenn man den Radius CB = 1 feßt), und FC== CB v3 
=y3 if, | | 














v3: IE sin x: co a — ı _4# 
n n 
n— 4 
ix: 1 cos x 
=wx:1 "x 
Und feet man.der Kürze halber — — 4 =p 


v3: Dotgx:iop- sen, 
alſo V3 (1 —p. sec x) —=p.tgx 





oder | 

ux={@"—wx.vö 

alſo 
a En Eu ae 


und hieraus 3 243 
p u 
sec x — n . sex 4 ns = (0, 


3-13 -—-2p 








alfo sec x = 27 ‚ oder, wenn man für p feinen 
Werth febt, 
sec x — sn—VYn-+ 16 n — 32 
257 2(n— 4) l 
__2 (a — 4) | 
alfo “=: Yard 


Segt man nun fucceffive für m die Werthe 3, 4, 5, 6ıc., fo erhält 
man: 
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1 fuͤr n — 3 
— 2 


cos x — ——— — —  — zz 
9 — VO + 48 — 32 
alfo x = 10°, welches genau die Größe des Mittelpunctsivinfels ei 
nes gleichfeitigen Dreiecks ift. 


2. frn=4 
cos x =(, 
alſo x = 900 — dem Mittelpunctswintel ded Quadrates. 
3. frn=6 
— 4 — 1— 
cos X = 


18 — v10  ? 
alfo x = 60° = dem Mittelpunctswintel des regelmäßigen Sechsedd. | 
Diefe drei Fälle find die einzigen, in denen unfer Verfahren volle | 
Genauigkeit liefert; in den übrigen gewährt es blos Annäherung. 
Sept man 3. DB. 
4. u 5, fo hat man j | 
ssı=n_,3” 0,309793, 
alſo = 71° 57° 0, mithin um 2’ 40° Meiner als der genaue Wert) 
des Mittelpunctswintels des regelmäßigen Fuͤnfecks. 
5. Für x = 10, erhält man 


cos x — — 1 _ = 0,805357, 


30 — v8 
alfo x— 36° 21’ 21%, alfo um 21’ 21 größer als der genaue Werth. . 
6. Für n = 17, erhält man 


26 26 | 
3 ra 55 09285704, 





cos X — 


alfox = 21° 47° 47", alfo um 37° 13% größer als der genaue Werth x. 
Anmerkung 1. Man erfieht aus den drei legten Fällen, wie die Fehler immer 
größer und größer werden, je größer die Seitenzahl des Bieledö wird. 
Anmerfung 2. Das Verfahren felbit rührt von dem Italieniſchen Mathematiker 
C. Renaldini ber, der es in feinem Werfe: „Ars analytica‘‘ im 2fen Bd. pag. 367 
und 363 mittheilte, der gegebene Beweis aber von dem Holländifhen Mathematiker 
Nieuwland ber, 
Anmerfung 3. Was Renaldini felbjt geglaubt hatte, dem traten fpäter aud an 
dere 3. B. Sturm in feinem Werke: „Mathesis enucleata‘‘ bei, daß nämlich das Ver⸗ 
fahren allgemein gültig fei d. h. in allen Fällen volle Schärfe gewähre. Allein ſchon 
Jacob Bernoulli (Opp. pag. 765) dedte den deöfalffigen Irrtfum auf. Man verglei- 
che damit, was Käftner im erften Theil feiner geometrifhen Abhandlungen p. 266 394- 
über den Begenftand beigebracht bat. 
685. Die regelmäßigen Vielecke zu beftimmen, welche fih um je 
den Kreis bejchreiben laffen, und zugleich die Konftruction anzugeben, 


durch welche dieß gefchieht. 

Auflöfung. Diefelben regelmäßigen Vielecke, die fich in-den Kreis 
beſchreiben laflen, können auch um denfelben befchrieben werden; man 
verfährt dabei durchweg auf die in 679 angedeutete Weife. 

Beweis. Aus 83, Zuf. 3. 

686. Ueber einer gegebenen geraden Linie ein n beſtimmtes regel 
maͤßiges Vieleck zu beſchreiben. 


— WR 





‚12 gleihe Theile theilt, 
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Aufloͤſung. Fig. 109. Zuerſt beſchreibe man in einen beliebigen 
Kreis ein dem verlangten aͤhnliches Vieleck, und dann uͤber der gegebe— 
nen Geraden AB als Grundlinie ein gleichſchenkeliges Dreieck ADB, 
welches dem Mittelpunctsdreieck ECF jenes erhaltenen Vielecks ähnlich 
ift; befchreibe dann aus D mit DA als Radius einen Kreis ıc. 

Anmerfung 1. Diefes Verfahren ift es, was dem Gebrauche des Proportional: 
zirkels zur Auflöfung diefer Aufgabe zum Grunde liegt, 

Anmerfung 2. Zür einige Bielede, wie z. B. für dad Dreick und Viereck gicht 
ed einfachere Verfahrungsweifen 5 fiehe 601 und 604. 

Anmerkung 3. In ihrer Allgemeinheit läßt fih unfere Aufgabe natürlich cben fo 
wenig mit geometrifher Schärfe löfen, als diejenige, auf welde ihre Auflöfung zurück⸗ 
geführt und won der fie daher abhängig gemacht wird. Aber für blos annäbernde Ge⸗ 
nauigfeit giebt ed Conſtructionen. | j 

Es fei AB (Fig. 110) eine gegebene Gerade. Befihreibe über ihr ein gleichfeitie 
ges Dreied ACB, ziehe die Senfreddte CD; verlängere fie über GC binaus bis K um 
die Länge von CA ; alddann find, wie leicht zu feben, die Winkel ACB und AKB die 
refpectiven Mittelpunctöwinfel für das über AB zu befehreibende regelmäßige Sechseck 
und Zwölfeck; und eben fo leicht ift e& zu feben, daß wenn man KL = AK nimmt, 
ALB der Mittelpunctömintel des Vierundzwanzigecks wird; daß man aljo durch die Forts 
ſetzung diefer einfachen Gonftruction den Mittelpunctöwinfel des über AB zu beſchrei⸗ 
benden regelmäßigen Vieled3 von 3 . 2” Seiten finden fann, und zwar nicht blos ane 
näbernd, fondern völlig genau, Theilt man nun ferner CK in fehö gleiche Theile, fo find 
näherungsweiſe AEB, AFB, AGB die refpectiven Mittelpunctswintel des über 
AB zu befchreibenden regelmäßigen Siebenedd, Achtecks, Neunecks. Denn, um nur für 
den einen Fall, für das Neuned die nöthige Nachweiſung beizufügen, fegt man AB= 1, 
fe t AD= CG = 3, CD= 3% v3 = 0,8660%, alfo DG = 1,366025 , alſo: 

= sin. tot : cotg AGD, 
alfo W. AGD = 20° 6’, mithin nur um 6° von dem wahren Werthe des dem regel« 
mäßigen Achtecke zugehörigen Mittelpunctömwinfels verfhieden — ein Zebler, der vers 
bältnigmäßig unbedeutend ift. 

Die Scheitel der Mittelpunctswinfel für das Dreizehneck, Vierzehneck 2c. bis zum 
Dreiundzwanzigeck erhält man nun auf ganz ähnlihe Weife, indem man nämlid KL in 
Dem Achtzehneck würde alfo M der Halbirungspunct von KL zugehören ; und es 
wäre daber: 


KM=-I1KL=-14AK=-4V05°TGYyV3 + 1) 
- 4 VO + 1,8668 
= 0,9231 


alfo MD—= DK + KM 


1,866 4 0,9231 = 2,789 


D:DM=!}: 2789 = 1: 5,578 = sin. tot. : cotg AMD, 
daher AMD = 10° 11° und mithin nur 11’ vom wahren Werthe verfchieden. 
Man fieht leicht, wie man das Berfahren noch weiter fortführen Fönnte. 
Anmerfung 4. Diefe Auflöfung, jedoch noch etwas verſchieden von der hier mit- 
getheilten,, findet fi in: Sebastien Le Clerc geometrie sur le papier et sur le 
terrain, und zwar im 6ten und Tten Sag des zweiten Buches, aber obne auch nur 
eine Andentung der Gründe, auf melde fie ſich ſtuͤht. 


Il 


mithin 


Bemerkung: 

+ Da in den frägern Büchern die Aufgaben öfters fo citirt find, wie fie van @min- 
den aufgeführt hat, nämlich in jedem Bude von 1 an gezählt, fo folgt Hier eine ver 
gleihende Tabelle zur leichtern Xuffindung der Nummern: 


—-— 
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Anhang 
(dom Berfaffer) 





687. Borerinnerung. Sn diefen Anhang gedenke ich außer 
einigen zum Theil berichtigenden Zufägen zu früher behandelten Lehr: 
fägen, aufzunehmen die Formeln, welche die Grundlage des Potenzi: 
rens und Wurzelausziehens ausmachen, und die Reihen, in welche ſich 
fowohl die Logarithmen als die goniometrifhen Functionen entwickeln 


laffen. Da diefe Gegenftände fireng genommen nicht zur Geometrie” 


gehören, fo können fie in einem Lehrbuche diefer Wiffenfchaft hoͤchſtens 
als Anhang einen Pas finden. In verfchtedenen Abfchnitten follen 
die verfchiedenen vorher angedeuteten Gegenftände abgehandelt werden. 


Erfter Abſchnitt. 


Berichtigende Zugabe zu dem britten Zufage des Lehrfages 


91 im zweiten Bude. 





688. Der dritte Zufaß zu dem Lehrfag 91 im zweiten Buche hat 
zum Zweck, nachzuweiſen, daß aus dem Hauptſatze (dem Lehrfaße des 
Pappus) der diefem unmittelbar vorausgehende Satz 90 hergeleitet 
werden könne. Da ich mich dabei des Castillon’fchen Verfahrens be: 
diente, welches Eigenfchaften ähnlicher Dreiecke zu Huͤlfe nimmt, fo 
verleitete mich dieß zu der in Nro. 4 der dritten Anmerkung ausgefpro: 
chenen Behauptung, daß die Herleitung des Satzes 90 aus dem Satze 
des Pappus Überhaupt ohne Hälfe der Achnlichkeit der Dreiecke nicht 
gefchehen könne. Dieß iſt aber nicht fireng wahr, da der Mathema: 
titer Peter Albertus Munk einen Beweis zu Stande gebracht hat, wel: 
cher der ähnlichen Dreiecke nicht bedarf, fondern fich blos auf Säße 
ftüßt, die im zweiten Buche enthalten find. Der Gegenftand ift wichs 
tig genug, diefen Beweis hier noch mitzutheilen. 

Na hdem man auf die früher (p.54) angegebene Weiſe dargethan 

at, daB: 
’ AC, — AB, + BC, + (AB,BS 4 BC,BT) 

- fahre man alfo fort: 

AC,—=AS,+CS,—= AT + CTg= AS, + BC, —BS,—=CT, + AB, 
— BT, oder BC, — CT, + BT, = AB, — AS, -+BS, 

Nun iſt aber für das ſpitzwinkelige Dreieck ABC in Fig. 73 
Ä BC, — TC, = BT, + 2 BT,CT 

und AB, — AS, = BS, + 2 AS,BS, 

v. Swinden Geometrie. 


- — nie. 
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alfo auch: 
2 BT, +2 BT,CT = 2 Bs, + 2 AS,BS 

und BT, (BT + CT) = BS, (BS + AS) 

oder BT,BC = BS,AB 
mithin ift für ein in B fpigwinfeliges Dreieck: 
AC, — AB, + BC, — 2 AB,BS = AB, + BC, — 2 BC,BT 
Auf ganz ähnliche Weife läßt fih die Gteichflächigkeit unferer in Rede 
ftehenden Rechtecke für ein flumpfwinkeliges Dreieck darthun. 


Zweiter Abfchnitt. 
Ueber das Ausziehen der Duadrat- und Eubifwurzefn. 





689. Im zweiten Buche in der erften, fo wie in den beiden letz⸗ 
ten Anmerkungen zu 73, ferner im eilften Buche im zweiten Zufaß zu 
452 find die Formeln mitgetheilt worden, auf denen das Auszichen 
der Wurzeln aus Zahlen beruht. Es wird gut fein, jetzt noch näher 
anzugeben, wie die Regeln für das Wurzelausziehen aus jenen Formeln 
hergeleitet werden. 

Die Quadrat: oder Cubikwurzel aus einer gegebenen Zahl ziehen 
heißt diejenige Zahl finden, die, vefpective einmal oder zweimal durch 
ſich Ki multiplicirt, ein Product giebt, welches der gegebenen Zahl 
gleich iſt. 

Die Zahl, welche Wurzel iſt, kann man aus ſo viel Theilen be⸗ 
ſtehend anſehen, ſo viel Ziffern ſie enthaͤlt, z. B. 376 aus den drei 
Theilen 300, 70, 6, oder auch 3, 7, 6, wo man im letzten Falle 
nur nicht vergeffen darf, Daß jede Ziffer ihren Werth verzehnfacht, fo 
oft ihr eine andere Ziffer zur rechten Hand zugefest wird. Die Regel 
für das Wurzelausziehen zerfällt in zwei Theile: Beſtimmung der An: 
zahl der Ziffern der Wurzel, und Auffinden diefer einzelnen Ziffern felbft. 


Vom Yusziehen der Quadratwurzel. 


690. 

Die Wurzeln aller Zahlen zwifchen 1 und 100 find einzifferig 

— — — — — 100 und 10000 — zweizifferig 
— — — — — 10000 und 1000000 — dreizifferig 

allgemein die Wurzeln aller Zahlen, die 2n —1 oder 2 n Ziffern ha: 
ben, find nzifferig. Man kann daher die Anzahl der Ziffern, aus des 
nen die gefüchte Wurzel einer gegebenen Zahl beftehen muß, mit der 
größten Leichtigkeit dadurch beftimmen, daß man von der rechten nach 
der linken Hand hin die Ziffern diefer Zahl zu je zweien abtheilt. Die 
Anzahl der auf diefe Weife entftandenen Abtheilungen, von denen die 
äußerfte zur Linken bald nur eine, bald, gleich allen übrigen Abthei⸗ 
lungen, zwei Ziffern enthält, ift gleich der Anzahl der Ziffern der ge: 
fuchten Wurzel. So würde man z. B. bei 1764, die beiden Abthei: 
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lungen 17164, bei 36864, die drei Abtheilungen 3 6864 erhalten, 
und daraus ſchließen, daß die Wurzel von jener zweiziffrig, von die: 
fer dagegen dreizifftig iſt. 


691. Um nun diefe Ziffern ſelbſt zu finden, bezeichne man die 
einzelnen durch a, b, c ıc. Eine zweiziffrige Wurzel erfcheint dann 
unter der Form a + b, ihr Quadrat alfo (a b)? = a? + 2 ab 
4 b? =a2-+ (2a b)b. Eine Vergleichung nun der gegebenen 
Duadratzahl mit den Stücken, aus denen fie diefer unfrer Formel ge: 
mäß beftehen muß, ift es, wodurd man die Wurzelziffern finder. 


Sollte ih z.B. die Wurzel aus 1764 ziehen, fo theilte ich zuerft 
die Ziffern nach der vorhin gegebenen Vorfchrift ab, alfo 17]64 und 
"überzeugte mich dadurch, daß die gefuchte Wurzel zweiziffrig ift, alfo 
durch at b dargeftellt, und ihr Quadrat aus den Beftandtheilen 
a®2 4 2ab + b2 oder a® + (2a 4 b). b zufammengefeßt betrachtet 
werden kann. Vergleiche ic) nun diefe Beftandtheile mit dem gegebes 
nen Quadrate 17|64, fo muß offenbar die Höhere Abtheilung 17 (ei: 
gentlich 1700) entweder genau oder nahe dem Quadrat des Zehners 
gleich fein; ich werde alfo diefen Zehner in derjenigen Zahl finden, de: 
ren Quadrat entweder genau 17 (1700) gleich ift, oder doch unter al: 
len Quadratzahlen, die kleiner als 17 (1700) find, diefer Zahl am 
nächften Eimmt. Auf diefe Weife findet man ohne Schwierigkeit, daj 
der Zehner unfrer gefuchten Wurzel 4 (40) ift; nachdem ich das Qua: 
drat deflelben 16 (1600) von 17164 abgezogen habe, fo muß der Reſt 
1|64 der Theil fein, der in der Formel duch (2 a-H b) b dargeftelit 
wird, und namentlich muß 16 (160) entweder genau oder nahe — 
2 ab fein; alfo, weil Sn — b, finde ich die zweite Wurzelziffer, 
wenn ich die Zahl, die aus dem Reſt diefer erften Subtraction und 
der höhern Ziffer der niedern Abtheilung gebifdet wird, durch das Zwei: 


aan acı. 16 160. , 
fache des gefundenen Zehners dividire; alfo ift Hier 3 (35) d. 1. 2 


wahrfcheinlich die zweite Wurzelziffer. Sie wird es gewiß fein, 
wenn (2 ab) b = 164 ift, wie dieß: in der That ift; und wie ich 
mich überzeuge, wenn ich den gefundenen Einer (2) zum Doppelten des 
Zehners (80) hinzuthue und diefe Summe (82) durch den Einer mut: 
tiplicire. Wäre hingegen, wie dieß nicht felten der Fall ift, das ge: 
nannte Product größer als der nach der erſten Subtraction noch übrige’ 
Reſt des Quadrates, fo würde dieß beweifen, daß der Einer zu groß 
genommen war. 


Unfer Beifpiel würde demnach in vollftändiger Rechnung fich alfo 


geftalten: 
Zahl Wurzel 
1764| 42 | 
16 
1/64| 82 
1|64| 2 
0 1164 


. 


33 * 
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1. frn=3 

cos X — mt 3 _ = — 1 
9—YvV9-+ 48 — 32 

alfo x —= 10°, welches genau die Größe des Mittelpunctswinkels a 
nes gleichfeitigen Dreiecks ift. 

2. fuͤr n — 4 | 
co x — 0, | 
alfo x — 900 = dem Mittelpunctswintel des Quadrate. | 

3. für n = 6 | 

4 , | 


sn _ m ? 


alfo x = 60% = dem Mittelpunctswintel des regelmäßigen Sechsedi. 

Diefe drei Fälle find die einzigen, in denen unfer Verfahren vol 
Genauigkeit liefert; in den Übrigen gewährt es blos Annäherung. 

Setzt man z. B. 

4. u — 5, fo hat man 


alſo x — 710 57° 20”, mithin um 9° 40° Heiner als der genaue Bert) 
des Mittelpunctswintels des regelmäßigen Fuͤnfecks. 
5. Fuͤr x — 10, erhält man 


12 
30 — v 228 | 
alfo x«—= 36° 21° 21, alfo um 21° 21 größer als der genaue Wert). 
6. Für n= 17, erhält man 

26 26 | 
51 -V39 3 Ge 
alfox = 219 47’ 47“, alfo um 37° 13° größer als der genaue Werth ı. 

Anmerfung 1. Man erfieht aus den drei letzten Fällen, wie die Fehler imme 
größer und größer werden, je größer die Seitenzahl des Vielecks wird. 

Anmerkung 2. Das Verfahren felbft rührt von dem SItalicnifhen Mathematiker 
C. Renaldini her, der e8 in feinem Werfe: „Ars analytica‘“ im 2fen Bd. pag. 3hi 
und 363 mittheilte, der gegebene Beweis aber von dem Holländifhen Mathematiker 
Nieuwland her, 

Anmerfung 3. Was Renaldini felbjt geglaubt hatte, dem traten fpäter aud an 
dere 3. B. Sturm in feinem Werke: „Mathesis enucleata“ bei, daß nämlid) das Bir 
fahren allgemein gültig fei d. h. in allem Zällen volle Schärfe gewähre. Allein ſchon 
Jacob Bernoulli (Opp. pag. 765) deckte den desfallſigen Irrthum auf. Man vergle- 
che damit, was Käftner im erften Theil feiner geometrifhen Abhandlungen p. 266 594- 
über den Gegenftand beigebracht hat. 

685. Die regelmäßigen Vielecke zu beftimmen, welche fich um je 
den Kreis befchreiben laffen, und zugleich die Eonftruction anzugeben, 
durch welche dieß geſchieht. 

Auflöfung. Diefelben regelmäßigen Vielecke, die fih im den Kreid 
befchreiben laſſen, können auch um denfelben befchrieben werden; man 
verfährt dabei durchweg auf die in 679 angedeutete Weife. 

Deweis. Aus 83, Zuf. 3. 

686. Ueber einer gegebenen geraden Linie ein beftimmtes regel: 
mäßiges Vieleck zu befchreiben. 


cos X — 


cos X — 


= 0,805357, 


cos X — 
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Aufloͤſung. Fig. 109. Zuerſt beſchreibe man in einen beliebigen 
Kreis ein dem verlangten aͤhnliches Vieleck, und dann uͤber der gegebe— 
nen Geraden AB als Grundlinie ein gleichſchenkeliges Dreieck ADB, 
welches dem Mittelpunctsdreiect ECF jenes erhaltenen Vielecks ähnlich 
iſt; befchreibe dann aus D mit DA als Radius einen Kreis ıc. 

Anmerfung 1. Dieſes Berfahren ift es, was dem Gebraude des Proportional- 
zirkels zur Auflöfung diefer Aufgabe zum Grunde liegt. 

Anmerkung 2. Für einige Bielede, wie z. B. für das Dreicd und Viereck gicht 
es einfachere Berfahrungsmeifen 5 fiehe 601 und 604. 

Anmerkung 3. In ihrer Allgemeinheit läßt fih unfere Aufgabe natürlich eben fo 
wenig mit geometrifher Schärfe löfen, als diejenige, auf welche ihre Auflöfung zurüd: 
geführt und von der fie daher abhängig gemacht wird. Aber für blos annähernde Ges 
nauigfeit giebt es Gonjtructionen. 

Es fei AB (Fig. 110) eine gegebene Gerade, Beſchreibe über ihr ein gleichfeiti= 
ges Dreied ACB, ziehe die Senkrechte CD; ‚verlängere fie über C hinaus bis K um 
die Länge von CA; alödann find, wie leicht zu fehen, die Winkel ACB und AKB die 
refpectiven Mittelpunctswinkel für das über AB zu beſchreibende regelmäßige Sechseck 
und Zwölfeck; und eben fo leicht iſt es zu ſehen, daß wenn man KL = AK nimmt, 
ALB der Mittelpunctöwindel des Vierundzwanzigecks wird 5; dad man aljo durch die Forte 
ſetzung diefer einfachen Gonftruction den Mittelpunctrinkel des über AB zu befihreis 
benden regelmäßigen Bieled3 von. 3 . 2" Seiten finden Ffann, und zwar nicht blos an« 


nähernd, fondern völlig genau, Theilt man nun ferner CK in ſechs gleiche Theile, fo find _ 
näberungsweif e AEB, AFB, AGB die refpectiven Mittelpunctswinfel des über 


AB zu beſchreibenden regelmäßigen Siebenecko, Achtecks, Neunecks. Denn, um nur für 
den einen Fall, für das Neuneck die nöthige Kadyweifung beizufügen, fegt man AB=1, 
ſo tAD=(CG=3,0D=4y3 = —— alſo DG.— 1,366025 , alſo: 
AD: DG = 0,5 : 1,366025 = 1 : 2,73205 
= sin. tot : cotg AGD, 
alfo W. AGD — 20° 6, mithin nur um 6’ von dem wahren Werthe des dem regel⸗ 
mäßigen Adhtede zugehörigen Mittelpunctswinkels verſchieden — ein Fehler, der ver 
hältnißmäßig unbedeutend ift, 
Die Scheitel der Mittelpunctöwinfel für das Dreizehneck, Vierzehneck ꝛc. bis zum 
Dreiundzwanzigeck erhält man nun auf ganz ähnliche Weife, indem man nämlid KL in 
12 gleihe Theile theilt. 
Dem Achtzehneck würde alfo M der Halbirungspunct von KL zugehören ; ; und ed 
wäre daher: 
K.M=4KL=}AK=3 105°? + G4vV3 + 1° 
3 V 02% + 1,866? 


alfo MD—= DK + KM 
= 1,866 + 0,9231 = 2,789 


DM =}: 2,789 = 1: 5,578 = sin. tot. : cotg AMD, 
daher AMD = 10° 11’ und mithin nur 11’ vom wahren Werthe verjchieden. 
Man fieht leicht, wie man das Verfahren nod weiter fortführen Fönnte. 


Anmerfung 4. Diefe Auflöfung, jedoch nod etwas verſchieden von der bier mit- 
getheilten,, findet fi) in: Sebastien Le Clerc geometrie sur le papier et sur le 


mithin 


terrain , und zwar im 6ten und Tten Sak des zweiten Buches, aber obne aud nur 


eine Andeutung der Gründe, auf melde fie fih ftügt. 
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692. Beſteht die Wurzel aus mehr als zwei Ziffern, ſo wird da 
durch das ganze Verfahren im Weientlichen gar nicht geändert, indem 
jede neue Ziffer durch Hülfe der bereits gefundenen, die man zufamme 
als eine einzige Zahl betrachtet, ganz auf diefelbe Weife beſtimmt wird, 
wie man bei einer zweiziffrigen Wurzel den Einer durch Huͤlfe dei 
Zehners findet. Denn wäre 5. B. die Wurzel dreiziffrig, alfo von de 
Format b- c, fo kann man ihr Quadrat (a + b — c)?2 in di 
Beftandtheile (a + 5b)? +2 (a-+ b)c —+ c? zerlegen. Sind nm 
die beiden erften Ziffern durch das vorher ausführlich angegebene Per: 
fahren gefunden, fo ift der alsdann noch bleibende Reſt von der gege 
benen Zahl das, was auf die beiden Beftandtheile 2 (a — b) c und 
c? koͤmmt; man findet daher die dritte Wurzelziffer mittelft einer Di 
vifion durch 2 (a + b) d. h. eben fo durch Hilfe der beiden erften Zif 
fern, wie man die zweite durch Huͤlfe der erften fand. Und auf gan 
ahnlicr Weiſe verhält fih die Sache bei vierziffrigen, fünfziffrigen « 

urzeln. | 

503. Die Regel, welche fi Hieraus für das Ausziehen der Aue 
dratwurzeln ergiebt, iſt folgende: 


1. Theile die Ziffern der gegebenen Zahl (3. B. 488601) von dt 


rechten nach der linken Hand hin paarweife ab (48|86]01); 


2. Nimm die Qundratzahl (36), welche der Zahl (48), dievn 


der einen oder von den beiden in der hoͤchſten Abtheilung fliehen 
den Ziffern gebildet wird, am nächften koͤmmt, ohne diefe jeded 


jemals zu übertreffen; und ziehe beide Zahlen von einander ad 


Die Wurzel (6) diefer Quadratzjahl ift die Höchfte Wurzelziffer. 
3. Setze dem durch die vorhergenannte Subtraction entftandenen 
Neft (12) die beiden Ziffern (86) der nächft niedrigern Abtheilung 


bei und betrachte die fo erhaltene Zifferverbindung (1286) als eine 


einzige Zahl. 


4. Nimm das Zweifache (12) der gefundenen Wurzelziffer und di | 


vidire damit in diejenige Zahl (138), welche man erhält, wenn 
man von der fo eben (3) genannten Zahl (1286) die niedrigfteZif 
fer abfchneidet; den fo erhaltenen Quotienten (9) fege als zweite 
Wurzelziffer neben die erfte. 

5. Setze Eben diefen Quotienten (9) dem Doppelten (12) der erfien 
Wurzelziffer unmittelbar zue rechten bei, und multiplicire die ſo 
entftandene. Zahl (129) durch den Nuotienten oder die zweite Wur⸗ 
zelziffer (9); ziehe diefes Product (1161) von der in 3 näher de 
zeichneten Zahl ab. 

6. Diefem Reft (125) feße die beiden Ziffern (01) der nächft nie 
drigern Abtheilung bei, und betrachte diefe Zifferverbindung 
(12501) als eine einzige Zahl. 

7. Betrachte nun die Verbindung der beiden erften Wurzelziffern 
als eine einzige Zahl und beftimme der in 4 aufgeftellten Regel 
gemäß die dritte Wurzelziffer, und durch Anwendung der Kegeln 
in 5 und 6 den Reft, mit welchem man die beiden Ziffern dei 
nun folgenden Abtheilung (wenn eine folche vorhanden) verbinden 
muß, um die Zahl zu erhalten, aus welcher man durch Huͤlfe dei 
drei erften Wurzelziffern und abermalige Anwendung der Regeln 
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in Fund 4, die vierte Ziffer findet. Durch dieſelbe Anwendung der: 
felden Regeln beftimme die fünfte, fechfle .... nte Wurzelziffer, 
wenn dergleichen vorhanden find. Geht zuleßt Alles ohne Reſt 
auf, fo ift die gegebene Zahl eine Auadratzahl, und. die gefundene 
Wurzel der genaue Werth ihrer Duadratwurzel. 

8. Bleibt dagegen ein Reft, fo füge demfelben zur Rechten fo viel 
Nullenpaare bei, als Derimalen erfordert werden, um der gefuch: 
ten. Wurzel, die dann nur als Näherungswerth fich darftellen 
läßt, den gewänfchten Grad annähernder Genauigkeit zu geben, 
und betrachte jedes diefer Nullenpaare als eine neue zu den fchon 
vorhandenen hinzugefommene Zifferabtheilung. 


9. Kat man einen Bruch (. B. 57) fo zieht man die Wurzel fo: 
wohl aus dem Zähler, ale aus dem Nenner; der aus diefen Wurzeln 
gebildete Bruch (5) ift die Wurzel des gegebenen Bruchs; oder 


wenn Zähler und Nenner keine Quadratzahlen find, verwandelt 
man den gemeinen Bruch in einen Decimalbrud und wendet auf 
ihn die in 8 angegebene Regel aıt. . 
694. Zu noch größerer Verdeutlichung der fo eben angegebenen 
Regein mögen folgende vollftändig durchgerechnete Beiſpiele folgen: 
1. Die Wurzel aus 488601 zu ziehen. 


4818601 | 699 
3 _ 1%9 1389 
12 86 9 9 
11 61 1161 1501 
150. 

135 01 


0 
Die gefuchte Auadratwurzel ift alfo 699. 
2. Die QAuadratwurzel aus 300 zu ziehen. 














3|00 17, 305 ... 
1 "971 343 | 3462 
200 7 3| 2 
18 189 | 10% | 6924 
11 00 346405 
10 %9 5 
_ 710 1705 
69 24 
1 76 00 
1 76 00 00 
173% 
97975 


Die gefuchte Wurzel ift nahe: 17,3205. 
3. Die Duadratwurzel aus 0,273 zu ziehen. 
Da, wie bekannt, ein Decimalbruch nie eine Veraͤnderung feines 
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Werthes dadurch erleidet, daß man ihm eine beliebige Anzahl Mullen 
zur rechten Hand zuſetzt, fo iſt es unter allen Umſtaͤnden möglich, die 
Anzahi der Decimalen eines gegebenen Decimalbruchs, aus dem Dir 
Quadratwurzel zu ziehen ift, dahin zu vervollfiändigen, daß nicht nur 
der Nenner eine Duadratzahl wird, fondern auch die Wurzel aus dem 

Zähler eine vorgefchriebene Anzahl von Ziffern erhält. Demgemdf 

hänge man an den Zähler unferes Decimalbruches noch fünf Nullen 

und ziehe alsdann aus der fo entftandenen Zahl die Auadratwurzel; 

alfo: 


— — — — — 


. 27|300]00]00 | 5224 
235 








2 102 | 1042 | 10444 
2 30 | 2 2 4 
2 04 204 | 2084 | 41776 
26 00 
20 84 
> 5 16 00 
4 17 76 
95 24 


Die Auadratwurzel aus dem Nenner unferes Bruches ift 10000, alfo 





_ __. 5224 
die Wurzel aus dem ganzen Bruche annähernd — 10000’ Per 


v273 = 0,5224... 
Leicht fieht man, daß man den Grad der Annäherung durch eine hin: 
reichende Anzahl von Nullen, welche man dem Decimalbruche zur red: 
ten Hand zufeßt, fo hoch fleigern kann, als man nur will. 


Vom Yusziehben der Cubikwurzel. 


695. Da die Eubikwurzeln aller Eubitzahlen zwifchen 1 und 1000 
einziffrig, die Wurzeln der Cubikzahlen zwifchen 1000 und 1000 000 jweis 
ziffrig, die Wurzeln der Cubikzahlen zwiſchen 1000 000 und 1000 000000 
dreiziffrig u. ſ. f, allgemein alfo, da die Cubikwurzeln aller Cubikzah⸗ 
len, welche nicht weniger ald In — 2 und nicht mehr. als 3 n Ziffern 
enthalten, nziffrig find, fo kann man darauf ein leichtes und einfaches 
Verfahren gründen, für jede gegebene Cubikzahl die Zahl der Ziffern 
ihrer Wurzel zu beftimmen. Dan theilt nämlich von der rechten zur 
linten Hand fortgehend die Ziffern der gegebenen Cubikzahl zu je dreien 
ab, (wo die aͤußerſte Abtheilung zur linken entweder nur eine, oder 
zwei, oder gleich den übrigen Abtheilungen drei Ziffern enthalten wird, 
je nachdem die Zahl, welche die Menge der Ziffern der Cubikzahl be: 
zeichnet, von der Form 3 n — 2, oder 3 n — 1, oder 3 n ifl) und 
hat in der Anzahl der fo erhaltenen Abtheilungen die gefuchte Anzahl 
der Ziffern der Cubikwurzel. 2 

696. Hat man auf die eben angegebene Weife von einer ger 
fuchten Cubikwurzel die Menge ihrer Ziffern beftimmt, fo findet man 
dieſe legtern felbft befonders durch Anwendung des früher (452, Zuf.2) 


— ur — (AT — — — 


geſuchten Wurzelziffern, da ja offenbar 


Anhang. 519 


eroͤrterten Lehrſatzes, nach welchem ſtets (a -+ b)® = a? 342b + 
3ab? + 5 &a3 +3ab (a + b) + b3 if, 

‚ Demgemäß kann man alfo jede Cubikzahl, deren Wurzel aus 
zwei Ziffern a, und b befteht, welche alfo = 10. a — b ift, aus vier 
Stuͤcken zufammengefeßt betrachten ; und vorzüglich dadurch, daß man 
ſich eine Cubikzahl in diefe ihre Beftandtheile zerlegt denkt, gefchieht. 
es, daß man die einzelnen Ziffern ihrer Wurzel findet. Das Nähere 
Hierbei laͤßt fid) am beften an einem Beifpiele erläutern. Soll die Eu: 
bitwurzel aus 74088 gezogen werden, fo uͤberzeugt man fich zuvörderft 
dadurch, daß man die Ziffern auf die vorher angegebene Weife abtheitlt, 


74|088 
dag die gefuchte Cubikwurzel —8 iſt. Vergleiche ich nun damit 
die einzelnen Beſtandtheile, und zwar a3 mit 74, weil a als Zehner 
ja eigentlih a. 10, fein Cubus alfo ad. 1000 und mithin die niedrigfte 
feiner Ziffern die dritte Stelle über der Stelle der Haupteinheiten eins 
nehmen muß, fo ift offenbar der Zehner hier diejenige Zahl, deren Eu: 
bus entweder gleich 74 (eigentlich 74000) ift, oder diefem Werthe am 
nächften koͤmmt; dieß ift aber keine andere Zahl. als 4 (eigentlich 40); 
fie ift alfo die erfte Ziffer der gefuchten Wurzel; man zieht nun den 
Cubus 64 (eigentlich 64000) diefes gefundenen erften Theils von der 
gegebenen Cubikzahl ab; und behält in dem Reſte 10088 ‚denjenigen 
Theil übrig, welcher glei tft 3a?b + 3ab?-+-b3. Mit dem drei: 
fachen Quadrat von a alfo mit 48 (eigentlich 4800) dividire man in 
den Reſt 10088, fo ift der Quotient 2 wahrfcheinlich die zweite der 

a?b a 
37. = b. Man multiplis 
sie nun das dreifache Quadrat (4800) von a (40) mit b (2), ferner 
das dreifache Quadrat (12) von b (2) mit a (40), und bilde endlich 
den Cubus von b, fo erhält man 


naͤmlich 





3a?b — 9600 
3ab? 480 | / 
b3 —= 8 


alfo 3a2b+ 3ab? + b3 — 10088, mithin wenn man diefe Summe 
von jenem nach Abzug des Eubus des Zehners gebliebenen Reſt abzieht, 
fo bleibt zum Reſt Null, und man überzeugt fih dadurch, daß 42 die 
gefuchte Cubikwurzel iſt. | 

Die Rechnung ſelbſt erfcheint unter folgender äußern Seftalt: 


74|088| 42 
64 16 A 9 8 
1000688 3 3 | 
10 088 78 75 
0 2 4 
68 
48 
8 
10088 
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Anmerkung. Ich fagte, der Quotient (2), den man erbalte, wenn man mit deu 


dreifachen Quadrat von a in den Reit 10088 divibire, ſei wagrfheinlid dk 


zweite WBurzelziffer 3 denn nothiwendig und völlig ausgemadt ift dieß nit, Da es widt 
felten geſchieht, daß die Summe der für diefen Quotienten als zweite Wurzelziffer ge 
bideten Producte 3a?b 4 Zab? 4 bꝛ größer wird, als der Neft, wovon ma 
fie Ya fol, was deutlich genug zeigt, daß die zweite Wuyzelziffer zu groß genom 
men 

697. Beſteht eine Cubikwurzel aus drei oder mehr Ziffern, fo 
ift es nichts anders, als eine Fortſetzung des fo eben erörterten Verfah—⸗ 
tens, wodurch man die einzelnen Ziffern finde. Kat man nämlid 
zwei Wurzelziffern auf dem vorher angegebenen Wege gefunden, fo en 
hält man die dritte Ziffer dadurch, daß man die beiden erfien als eine 
einzige Zahl betrachtet und mit diefer genau eben fo verfährt, wie man 
mit der erften Ziffer verfuhr, um die zweite zu finden, gemäß dem Aus: 
drucke, nach weichem 
(+b+c)? = (a+b)? +3 (a+b)? c +3 (a+b) ce? +c 
Ganz eben fo findet man bei einer vierziffrigen Wurzel die vierte Ziffer 
aus den drei erften, da aud: 


ter > —=(a+4+b-+c)? +3 (a+b-+c)? d+3 (a+b-+c) d2 4-4? 


698. Es ergiebt fich Hieraus folgendes Verfahren für das Auss 
ziehen der Eubikwurzeln, welches wir der größern Deutlichkeit wegen 
fogleich auf ein beſtimmtes Beiſpiel beziehen: 

1. Theile die Ziffern der gegebenen Cubikzahl z. B. 5268024 von 
der rechten zur linken Hand hin zu je dreien ab, alfo 

5|268]024 

2. Nimm denjenigen Tubus (1), welcher der aus den Ziffern der 
höchften Abtheilung gebildeten Zahl (5) am nächften koͤmmt; ziehe - 
jenen von diefen ab, und bemerkte den Reft (4). Die Wurzel (1) 
jener Cubikzahl (1) ift die erfte Ziffer der gefuchten Wurzel. 

3. Setze die Ziffern (268) der nächft niedrigern Abtheilung dem 
erhaltenen Refte (4) zur rechten Hand bei, und betrachte das fo 
Erhaltene als eine einzige Zahl (4268). Ä 

Nimm das Auadrat (1) der gefundenen Wurzelziffer, multipli⸗ 
cire daffelbe durch 3, und dividire mit diefem Producte (3) in 
denjenigen Theil (42) der in der vorigen Nummer näher bezeich: 
neten Zahl (4268), welcher übrig bleibt, wenn man die beiden 
niedrigften Ziffern (68) abfchneidet. Der Quotient Chier 7, ſiehe 
die tung zu 697) tft wahrfcheinfich die nächftfolgende Wur⸗ 
zelziffer. | 

5. Multiplicire das dreifache Quadrat der erfien Wurzelziffer mit 
der fo eben gefundenen zweiten (7), ferner das Quadrat (49) dies 
fer zweiten mit dem Dreifachen der erften, und nimm den Cubus 
(343) diefer zweiten; addire diefe drei Producte (21, 147, und 
343) zufammen und zwar, indem du fie fo unter einander feßeft, 
daß jedes gegen feinen Vorgänger um eine Stelle nach der rechten 
Hand hin zurückgeräct wird (weil man eigentlich fchreiben follte 
2100, 1470, 343), ziehe diefe Summe (3913) von der in Nro. 3 
bezeichneten Zahl (4268), und bemerkte den Reſt (355). _ 





- -_#__ 2 
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6. Mit dieſem Reſt verbinde nun auf ähnliche Weiſe wie in Nro. 3 
die nächft niedrige Abtheilung (024) der Ziffern der Cubikzahl und 
betrachte die fo entftandene Zahl (355024) als ein einziges Ganze. 

7. Betrachte nun die beiden bereits gefundenen Wurzelziffern als 
eine einzige Zahl (17), und verfahre mit ihr nad den in Nro.4, 5 
und 6 gegebenen Borfchriften. Geht bei der Subtraction Alles ohne 
Reſt auf, fo ift die aus den drei gefundenen Ziffern (174) gebils 
dete Zahl die gefuchte Cubikwurzel. 

8. Bleibt dagegen ein Reſt, fo hängt man an die Cubikzahl zur 
Rechten noch fo viele Ternionen von Nullen, fo viele Decimalen 
für die Eubitwurzel als Näherungsmwerth man haben will. Jede⸗ 

dieſer Ternionen von Nullen behandelt man ganz wie die Ziffernters 
nionen der Cubikzahl, und verfährt mit ihnen nach den in Nro.4, 
5, und 6 aufgeftellten Regeln. 


699. Soll die Cubikwurzel aus einem Bruce z. B. Dr gefuns 


den werden, fo zieht man fie fowohl aus dem Zähler, als aus dem 
Nenner, und bildet aus diefen beiden Wurzeln einen neuen Bruch 


3 welcher die Eubitwurzel des gegebenen Bruches iſt; oder, wenn 


Zähler und Nenner, wie dieß meift der Fall ift, Beine vollftändigen 
Eubitzahlen find, man verwandelt den gegebenen Bruch in einen Der 
cimalbruch und zieht aus diefem die Cubikwurzel. Damit aber der 
Nenner eines folhen Bruches eine vollftändige Cubikzahl und die ganze 


- Rechnung mithin fi auf den Zähler befhränte, muß die Anzahl der 
Decimalen des Bruches ein Vielfaches von 3 bilden. 


Zum Schluſſe moͤge noch die vollſtaͤndige Rechnung, wie ſie unſer 
obiges (698) Beiſpiel fordert, hier Platz finden: 


174 
. 3126810241 17 17° 4° = 16 

2? —=1 7? = 49 117? = 2389 3 
3 3 3 77787 
3 147 867 17 
7 1 4 816 
21 147 3468 
147 | 73—= 343 j 816 4? — 64 
343 64 
3913 355024 


Anmerkung (des Neberſetzers). Eine vollftändigere und gründlichere Grörterung des 
"Burzelauszichens als die bier von unferm Berfafler gegebene und mehr auf das Prakti⸗ 
ſche beredynete Anweifung findet man unter andern inE. G. Fischer’s Lehrbuch der (Kies 
mentarmathematit Theil IT, Berlin 1822, im eilften Abſchnitt und deſſen Anhängen, 


— — ——— 
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Dritter Abſchnitt. 
Binomiſcher Lehrſatz. 


700. Erhebt man die zweitheilige Größe (Binomium) p , 

durch wiederholtes Multipliciren mit ſich ſelbſt zu ihren ſucceſſiven Pe 
tenzen, ſo erhaͤlt man: | 
ePtV)'=prt+ta 
Pr? =p? tip 4 4* 
tt? =pP tip + Hr? rt 
(p + g)* = p® + 4p?q + 6p?a? + Apq? + q* 
pt 9° =p° E5pta + 10p?? + 10p?9? + Spga*+g° 
u. ſ. m. 
Unterſucht man die Werthe der Coefficienten der verſchiedenen Glieder 
dieſer Entwickelungen genauer, um das Geſetz zu erforſchen, welches 
ſie befolgen, beſonders auch dadurch, daß man auf ihre Entſtehung 
mittelſt der ſucceſſiven Multiplication Ruͤckſicht nimmt, ſo uͤberzeugt 
man ſich, daß man als allgemeinen Ausdruck fuͤr die Newton'ſche Bi⸗ 
nomialformel erhaͤlt: 


n n n— . —1 u 
et)'=p top 4 "get 


n.(n— n— n— .(n— 1)... (n— — 
Tr au Sf —— "T- rer 4 
fo daß, wenn C, den Eoefficienten bezeichnet, welcher zu dem Gliede 

pP”. q’ gehört, der Coefficient des nächftfolgenden Gliedes 
pr , gr durch 
— n — r 


Cr. - +1 
dargeftellt werden kann. — 
701. Hieraus ergiebt ſich, daß wenn eine Groͤße p um die Groͤ⸗ 
Ge q vermehrt wird, oder mit andern Worten, wenn eine veraͤnderli⸗ 
che Sröße ihren Werth p in den Werth p-Lq verändert, die Qua⸗ 
drate des urfprünglichen Werthes und des Zuwachſes fih um die 
Größe +2 pq + q?, die dritten Potenzen aber fih um die Größe 
3 p?q + 3 pq? + q? von einander unterfcheiden. Es ift demnach 
das Verhältniß des urfprünglichen Werthes zu dem des Zuwachfes, und 
war: 
für ihre erfien Potenzen — p: q 


2 

— — zweiten — =p:29+7 
" / 34? 3 
— — dritten — =p:: 31 + ts 


+ q? (3 p + 9 
p? 
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Iſt nun q im Vergleich gegen p ſehr fein, fo fommen offenbar un: 
fere eben genannten Verhaͤltniſſe nahe den vefpectiven Berhältniffen : 


p:q 
p:2q 
r p:3g 


8. bh. erleidet eine veränderliche Größe eine geringe Veränderung ihres 
Werthes, fo beträgt diefe Veränderung für das Quadrat nahe das Dop⸗ 
pelte und für den Cubus nahe das Dreifache diefes Zuwachſes — ein 
Sag, der befonders in der Naturlehre feine häufige Anwendung findet. 


702. Sest man den Erponenten unferes Dinomiums n — 4 


— wodurch das Potenziren fich in ein Wurzelausziehen verwandelt 
(123, Anm. 2) — und erinnert fih, daß negative Erponenten eine Dir 


vifion andeuten, indem pm = 1 (122, Anm.3), fo verwandelt der 


obige allgemeine Ausdruck (700) fich in folgenden: 
| 1 1 1 


—3— a 1171 1-2 
et) =r top +3, G-2-P ‚+... 
1 1 


1 5 
p— (pqꝗq , (m-1)(2m-1).p”.g? 
= Zu — 








oe... 


1 
_ af, 9 _m—1 g?, (m-1)(2m-1) q? 
—? +, mt 2.3.m? -3 
ein Ausdruck, deſſen man ſich in vielen Faͤllen zum Wurzelausziehen 
mit Vortheil bedienen kann. 


Es ſei z. B. paꝰ, q — ab, alſo p q — a (u — b) und 
= = 5; alsdann ift: 
Vu? + ab = (a? + ab)$ 


b b? 'b3 
— 45 7 tRaın 


Iſt daher b im Vergleich zu a ſehr Hein, fo iſt ſehr nahe | 
Va afNi=ıa+4,='t6 2 


ein Näherungswerth für die Duadratwurzel, der ganz mit dem früs - 
hern Lehrſatz 169 und mit dem dritten Beifpiel in 305, Zuf. überein: 
ftimmt. 





un L._... 
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Zugabe des Leberfegers. 


703. Wegen der großen Wichtigkeit des binomifchen Lehrfasd 
den unfer Verfafler in dem zunächft Vorhergehenden anwendet, o 
feine Richtigkeit vorher gebührend begründet zu haben, dürfte es nit 
unzwecmäßig erfcheinen, hier einen einfachen Beweis für die alle 
meine Gültigkeit diefes durch feine zahlreichen Anwendungen fo fruch 
baren Theorems beizufügen. | | 

Wenn a, k und x drei veränderliche Größen bezeichnen, fo 4 
welchen Werth man auch jeder derfelben beilegen möge, von unveris. 
derlicher Nichtigkeit die Gleichung: | 
1 x+k a" * 4 k rk — a . 1* | 
. a = . —— — — 


oder, wenn man der Kuͤrze halber 
„rt k _ „* x 


k 





= p 
feßt, 

2. ma. I +k.p 
Laͤßt man nun x und k ihre Werthe dergefkalt ändern, dagxinx-ti 
dagegen k in k— 1 übergeht, fo ändert fi) dadurch offenbar gar nit 
ber Werth von ui und unfere Gleichung 2 verwandelt fich, weil 
1 = 1, tt: 


3. at za. 1 +&k—0p 


wo p, den durch die Veränderung vonx und k veränderten Werth von 
p bezeichnet. Man ziehe nun die Gleichung 2 von der Gleichung) . 
ab; diefer Unterfchied tft: Ä 


x+1 x k 
4.0=(a —ıaı)1 +k —1)(p, —p) — p 
oder, wenn man nach einer auch fonft üblichen Bezeichnung 
s+l k-1 ı k x  ;k 
a ⸗ — 44 1 = A (a . 1 ) 
und auf ähnliche Weiſe 
ſetzt, 


k 

5. 0=A.@.I)+kK—-NApr-—p | 
Es möge nun aufs Neue in diefer Gleichung x in x + 1; und k M 
k — 1 fi) verändern; dadurch erhält man: 


6. = N tr x 


Ppı -p=Ap 


I )+K—-DBAm—p 

und, wenn man von dieſer legten Gleichung die vorletzte abzieht: 

7. 0=A a 1 )-A@.M)+&K-9 (Apı A 
— Ap — (pı — P) 

pder, wenn wir unferer vorher eingeführten Bezeichnung gemäß: 


ee ee — - 
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A rt Y) ——A (a”. 1) — A [A (a. 18)] 


— A? (a. 
und eben ſo Apı — Ap= Adp ſetzen, 


8. 0=A2a.D+K—-DAP—2Ap 
Verfaͤhrt man nun mit dieſer Gleichung ganz eben ſo, wie man ſo 
eben mit der Gleichung 5 verfuhr, d. h. läßt man x in x + 1, aber 
k ink — 1 übergehen, zieht von der fo erhaltenen neuen Gieichung 
die urſpruͤngliche ab, und ſetzt der Kuͤrze halber und der bisherigen Be⸗ 
zeichnung ganz entſprechend: 

Ba I — a⸗ — .— 
fo wie A?p, — A’p = A’p, 
fo erhält man: 


9. 0= Al .I)+K—D Ap—3 Ar 
und hieraus durch dafielbe Berfahren: 

10. 0= At. D+KkK—%M Atp—4 A’ 
und allgemein: 

1.0 = N (a .1)+(k—n) Ap — n A" 'p 
Entwickelt man jegt aus den Sleichungen 5, 8, 9, 10 und 11’ refpe: 


—1 
etive die Werthe von p, Ap, A?p, Aꝰp und N p, ſo erhaͤlt 
man: 


p=A(. 19 +K— 1) Ap 
2 our k—_ 2 
Ap — 2 —* 2) A?p 


x k 
_ A’ .1)+ck— 3) Adp . 
oe — seen 


“ x k 
_A!(@a .1)+&k— 4) A®’p 
Ar = I 


k n 
1 k — | 
Na A’ (a .1) = ( n) Ap 
In der obigen Gleichung 2 fubftituire man nun den hier gefundenen 
Werth von p, in der fo erhaltenen Öleichung aber den Werth von Ap, , 
in diefer neuen Gleichung den Werth von A?p, und fahre in diefer 
Weiſe gleichmäßig fort; dadurch erhält man: a‘ 
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2. "al tk.p 
=a.1T +kK.AG.D+Kk.Kk—D A 
DEE N DEE SE INT a 


k.(k—1)k— 2) 
— —— An 


8 A 





— 2.14 Aa. 1) + IL ra" Zu + 


(k— Nk— x ‚k NEN GENE 
kK-NE-N) 2. ak Mr )E-3) |, 
1.2.39 

urn x k 
alfo allgemein, wenn man zugleich fürp feinen Werth 
ſubſtituirt: 


13. a —a IX. A (a*. +2 ER 


Ada. 


k.(k— k — x 
———— Terre 
„Em Bw‘ (a 1) 

k.k— — na x 
ern en N .(a 1* 


. —1 —n41)(6 — n + _ 0 1* 
4* 6— 1 * uf + 1) ( ). —X ) 


.3... ii 





k 


Es iſt nun aber oben eingefuͤhrten Bezeichnung zufolge: 
„* 4 3 1* 1 x x 141 


Aa. N) —ı.1=( —ı) 1=a.1.@-1), 

alfo A? Ca LANE Na nAan. 1) 
—(a—1)2a° . 1* 

eben fo: Aa.) =(a— N. a.t 

| A" (a* 1) — (a — 1) a. 1" 


Durch Subftitution diefer Werthe für A (a. N), A?(a. 1) | 
u. f. w. verwandelt fich unfere Gleichung 13 in folgende: 
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ur  k.k— 

14. rt, P+R.a-D+ III. a -1°+.... 

| k.(k—1)...k—n-+1) n 

+ 1.2.3...n @— 1] 

‘ xı+k x k 

k.K-DKE—N....k-n) ,2ya —a 1, 

+73. ACC 

und aus dieſer erhält man, wenn man x ſetzt und a in a-+- 1 über: 
gehen läßt, die Gleichung: 

k.(k—1) 


15. d+9)'=1 [14 +7 422 4.. ... 4 





1.2.3....n 
k.k—-1N)(k—D)....(k—n) 
FO Tg. 
x(=0)+k x(=10) k 
„/‘1- a Ä — (1+ 4) 1 
(te nt ). 


Diefe Sleihung enthält die vollftändige Entwicelung der kten Potenz 
des Binomiums 1 + a, und zwar in ihrer vollen Allgemeinheit, d. h. 
für jeden beliebigen ganzen, oder gebrochenen, pofitiven oder negati: 
ven, rationalen oder irrationafen Werth des Erponenten k, da die 
identifche Gleichung Ä 
k x kı ar, 1* 
at + k. — 
von der wir ausgegangen find, offenbar richtig bleibt, wie auch k feis 
nen Werth ändern möge. 
Unfer eben gefundener Ausdruck giebt noch zu folgenden Bemer⸗ 
tungen Anlaß: u 
1. So wie es eine identifche Gleichung war, von der man ausging, 
ſo ift es auch eine identifhe Gleichung, zu der man’ gelangt ift. 
: Denn nidjts anders als eine folche ift die Gleichung 15. Entwi: 
ckelt man nämlich gemäß der Bedeutung, die wir dem Zeichen A 
gegeben haben, den Ausdruck 


\ x) +k 
NE + a) * d-+ a) 


fo heben fich alle Glieder auf der rechten Seite der Gleichung 
bis auf das einzige (14 a) auf, und man erhält die identifche 


Gleichung 
d+)=(d+) 
2. Iſt der Erponent k eine ganze pofitive Zahl, fo iſt das(k-H-T)te 
Stied der Entwicelung das legte, weil der Coefficient 
k.(k.—1)....k—k 
1.2.3...k 


x(=P0) 


1 


—XX 
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und mit ihm ale fpätern zu Null werden, indem der eine Factor 
(k — k).ihrer Zähler Null wird. 

3. Diefer Fall kann dagegen niemals eintreten, fowohl wenn k ei⸗ 
nen negativen, als wenn es einen gebrochenen Werth hat; unfere 
Entwidelung bildet alfo dann eine unendliche d. h. niemals 
ihre natürliches und volles Ende erreichende Reihe. Führe man 
diefelbe daher nur bis zu einer beflimmten, wenn auch noch fo 
großen Anzahl von Sliedern fort; fo Bilden diefe nie den völlig 
genauen, fondern hoͤchſtens einen Näherungswerth für die Potenz 


des Binomiums, deffen Entwickelung fie find. 
Anmertung. Der in dem Vorbergehenden mitgetheilte durch Kürze und Allgemein 
beit eigenthũmlich ausgezeichnete Beweis des binomifhen Lehrfages ift von A. L. Crelle, 
und mitgeteilt in dem Journal für Mathem. III, p. 305 sqq. 


Dritter Abſchnitt. 
Ueber die Darftellung der Logarithmen duch Reihen. 





704: Es ift früher (190) nachgewiefen worden, wie man bie 
Logarithmen aller Zahlen durch wiederholtes Auffuchen von mittlern 
Proportionalen finden kann. Zugleich wurde bemerkt (190, Anm. 4), 
daß die erften Berechner logarithmifcher Tafeln fich wirklich diefes muͤh⸗ 
feligen Verfahrens bedient, daß man inzwifchen ſpaͤter kürzere Metho—⸗ 
den entdeckt habe, über welche in diefem Anhange etwas Näheres mit: 
getheilt werden folle. 

Diefelben beruhen auf der Entwickelung der Logarithmen in Reis 
hen, und zwar in folche Reihen, deren Glieder fehr rafch abnehmen, 
fo daß eine mäßige oh! derfelden hinreicht, um einen hinreichend 
genäherten Werth des Logarithmen zu geben. Nehmen wir daher an, 
es fei, wenn der Logarithmus einer Zahlgröße durch ein derfelben vors 
gefeßtes 1 bezeichnet wird, und x jede beliebige Zahlgröße bedeutet, 


1. LÜA+9=0, +0, x+0,22 +....+0,x 
fo wird Alles darauf ankommen, die Werthe der zur Zeit noch völlig 
unbeftimmten Eoefficienten, Co, C,, Cz 26. näher zu beftimmen. 

Aus unferer Gleichung ergiebt fih nun in Verbindung mit dem 
frühern Sage (186, Zuf. 2.), dem zufolge 
 LAd+S®=2L(i+%) 
iſt, zuvoͤrderſt folgende: 

2. LA+x)?=20,+2C,x+.... +20, =L(1+2x-+x2) 
und hieraus, wenn 2 x 4 x? = z gefeßt wird, 

3. L1+x)?=L(1+2)=C,+C,2+0322+..... +C,z, 

=6,-+C,(2x-+x?)+C0,(2x-+-x?)? 
+....+0.@x-+x2) 
Entwickelt man jegt nach Anleitung des binomifchen Lehrfages die fucs 
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ceffiven Potenzen des Binomiums 2x4 x2 auf der rechten Seite - 
unferer Gleichung und vereinigt alle diejenigen Glieder zu einem einzi: 
gen, welche gleich Hohe Potenzen von x enthalten, oder, was dajlelbe 
ift, ordnet man nad) jener Entwickelung die rechte Seite der Gleichung 
nach Potenzen von x, fo erhält man: 


4. L (14 5)2 | | 
C IC,x+-C 4C C,) 
erteilt... 
| 6C, 
und mithin aus der Verbindung der Öleichungen 2 und 4 


5. 20, +2C%x+..+20x = 
C, + 2 C,x + sch x? + 4. C, x3 





8C, 
C, 6 C, Ä 
+ 12 C,} x® +32 C0,\x5°-+.... 
—— 16 C, 32 C, 


Da nun die Gleichheit diefer beiden Ausdruͤcke, welche Heide nach Po: 
tenzen derfelben Hauptgröße x fortfchreiten, unferer Vorausfegung zu: 
folge unverändert erhalten werden muß, wie auch diefe Sauptgröße 
feld ihren Werth ändert, fo kann unfere Gleichung 5 nur dann diefer 
Bedingung genügen, wenn je zwei folche Coefficienten, welche diefelbe 

Potenz der Hauptgröße multipliciven, einzeln unter einander gleich find. 
Demgemäß muß alfo fein: - 


20,=C, | . 16, =C, d. h. C, iſt 
2C,=2C, unbeftimmt 
2C,—=C,+4C, hieraus ergiebtfih C,—=—4.C, 
20,=40,-+8C, G=-+4 1 
20,—=(,+120,+16C, | ,=—4C, 
20,=6C,+320,+32C,, s=+4.C 


Durch Subftitution diefer für. die Coefficienten gefundenen Werthe in 
die frühere Steihung 2, erhält man: na 
. n — 2n 


. ' X2, x3 x4 X x 
6. L(1+k)= C, G-5+37-7+. +34 +) 


eine Reihe, deren Geſetz eben fo leicht in die Augen fällt, als es fich 
dem Sedächtniffe einprägt, indem der Coefficient jedes Gliedes der re: 
eiprofe Werth vom Erponenten der Hauptgröße x und additiv oder 
fubtractiv ift, je nachdem diefer Erponent eine ungerade oder gerade 
Zahl ift. U 
705. Der Umſtand, "daß einer unſerer Coefficienten, -C,, unbes 
ſtimmt blieb und fomit unferer ganzen Reihe, weil fie duch C, mul: - 
tipficiet erfcheint, diefe Undeftimmtheit ſich mittheilt, verliert alles Be: 
fremdende, was er vielleicht im erften Augenblicke haben koͤnnte, wenn 


man erwägt, daß in der That im allgemeinen zu einer und derſelben 
v. Swinden Gegmetrie, ' 3 
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Zahl unzaͤhlig verſchiedene Logarithmen gehören, nach der unendlichen 
Menge von logarithmiſchen Syftemen, welche man dabei zum Grunde 
tegen kann. Einen beſtimmten Zahlwerth nimmt der zu einer beſt imm⸗ 
ten Zahl gehoͤrige Logarithmus nur erfl dann an, wenn die Grundzahl 
des Syſtems, dem er entnommen fein fol, beftimmt if. Es war de: 
ber in der Natur der Sache begründet und nothwendig, daß unfere 

ntwidelung, welche unabhängig von jedem beftimmten logarithmi- 
fhen Spfteme zu Stande gebracht wurde, derjenigen Beflimmung er: 
‚mangelte, welche nur ein beftimmtes Syftem geben kann. 

Macht man, damit unfere Reihe völlig beftimmt werde, die ein: 
fachfte Borausfegupg für C, , die ſich machen läßt, nämlich fest man 
C, =1, fo erhält man die Logarithmen für dasjenige Syſtem, wel: 
ches man das natärliche, oder, nach feinem erften Erfinder, das 
Neper'ſche Syſtem nennt. 

Kennt man nur erſt den natuͤrlichen Logarithmus einer Zahl, ſo 
kann man aus ihm den Logarithmus eben dieſer Zahl fuͤr jedes andere 


Syſtem durch einfache Multiptication herleiten, indem man naͤmlich 


den natürlichen Logarithmen durd) den dem neuen Syfteme zugehöri: 
gen Werth von C,, weihen man den Modulns diefes Syitems nennt 
und gewöhntich mit M bezeichnet, multiplicirt. 

Da man nun, wie hachher gezeigt werden foll, durch Huͤlfe der 
natärlichen Logarithmen den Modulus jedes, durch feine Grundzahl 
betannten, Syſtems finden kann, fo darf man fich, ohne der erforder: 
(lichen Allgemeinheit etwas zu vergeben, bei der Unterfuchung über die 
logarithmifchen Reihen auf die natärlichen Logarithmen befchränfen. 


706. Da, wie bereits bemerkt wurde, die Brauchbarkeit der lo⸗ 
garithmifchen Reihen zur Berechnung der Logarithmen dadurch bedingt 
wird, daß die Glieder derfelben fehr rafch abnehmen, oder, wie man fi 
gewöhnlich auszudrücken pflegt, daß die Reihe fehr ſtark convergirt, 
fo läßt unfere obige zuerft gefundene Reihe in diefer Beziehung noch 
viel zu wuͤnſchen übrig. Wir muͤſſen daher aus ihr eine neue herzu: 
leiten fuchen, welche diefen Anforderungen in einem höhern Grade ge: 
mügt. Es geſchieht dieß auf folgende einfache Weife. 

Da jene Reihe für jeden Werth von x gilt, fo muß fie auch ihre 
Süttigkeit behalten, wenn man an die Stelle von 4 x Überall — x 
fubftituiet. Dadurch verwandelt ſich die linke Seite in (1 — x) und 
auf der rechten wechfeln alle diejenigen Glieder, welche die ungera: 
den Potenzen der Hauptgröße enthalten, ihr Vorzeichen; man erhält 
demnach: 


WIESE FE FE SE FRE 
und mithin: | au+l 
LH Line 2(k +5+7 +37) 


eine Reihe, welche fchon hinreichend convergirt, um zu wirklichen Be: 
rechnungen von Logarithmen mit Vortheil gebraucht zu werden. Wir 
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wollen dieß an einem Beiſpiele nachweifen. Verlangte man ben natür: 
Lächen oder Neper’fchen Logaritimus von 2, fo wäre 


bu 


alfo ; , | 
meirgtzgtsgtrgt) 
Aida 1.00 
—263BB) 
—— 


\0,0123457 
1.2 — 0.0.0008230 








0,0000653 
0,0000057 
0,0000006 
Durch eine ganz ähnliche einfache Rechnung findet man: 
| L3 = 1,0981623 
. Aus diefen beiden Logarithmen erficht man, Daß diejenige Zahl, deren 
- natürlicher Logarithmus — 1 ift d. h. die Baſis des natürlichen Loga⸗ 
rithmenſyſtems, welche in der höhern Rechnung gewöhnlid durch e 
bezeichnet wird, zwifchen 2 und 3 fallen muß (fie ift 2,7182818...) 

707. Unfere Tafel: Logarithimen find bekanntlich nicht Neperifche, 
fondern Briggifche Logarichmen, d. h. fie gehören dem von dem Englän: 
der Henry Briggs zuerft aufgeftellten Syſteme an, deſſen Grundzahl 
10, in welchem alfo log 10 = 1 ift. 

Um nun aus den natürlichen Logarithmen die Tafel : Logarithinen 
herleiten zu können, wird es darauf antommen, den Modulus des 
Briggifchen Syftems d. h. denjenigen Zahlwerth zu beflimmen, durch 
welchen natürliche Logarithmen multiplicirt werden muͤſſen, um in 
Briggifche Überzugehen. Es gefchieht dieſes auf folgende Weife: 

Man fuhe den natürlichen Logaritimus von 10 und zwar, um 


eine ftärker convergirende Reihe zu erhalten, indem man 108. 2 
ſetzt. Man erhält auf diefe Weife: | 
| Ä ‚1, 1 1 1 
= ttt) 
— 2,0794415 4 0,2231436 


= 2,3025851 


Bezeichnet nun log 10 den Briggifchen, dagegen L. 10 den natürlichen 
Logarithmus von 10, und M den Modulus jenes erftern Syftems, fo 


— 0,6931472 





hat man: 
M.L10 = lg 10 =1, alfo 
Mm | _ — 0.434945 .. 


Li0  2,30%5851 
34* 
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sin- - — — * =(C,+C, [sin?x + sinx siny-+ sin2y]-+ 
.C, [sin®z + .... + sin®y] +— ı«. 
oder, weil 


sinx—siny = 2sin 4 (<—y) cos (x-+y) — chord. x—y). 
, cos (x -}-y) 
x—y 


chord.(x— y) cos$ «<-y) = 0, +0 [sin?z + 
sinx.sitny-- sin?2y] 4 ı. 
Setzt manx=y, fo wird dem frähern Lehrſatze 360 zufolge: 
x . 
chord. (x — y) 1, 
unfere Gleichung 5 verwandelt fi alfo in: - 
1 = C, +3C, ara sin®x + 7C, sin6x + x. 


cos X 


Nun ift aber 





1 004 
coo?x 1 — sin? 
und, wie man fich durch wirkliche Ausführung der Divifion uͤberzeugt: 
— * — 1 — sin?x + sin®x + sin6x + ..... 
Alfo ift au: 
7. 1 + sin?x 4 sin®x + sin®x + «. | 
—= [C, + 3C, sin?x +5 C, sin®x + ..]? 
= (? + 6C,C, sin?x + (9C? + 10C,C,) sin®x 
+ (14C,C, 4 30C C,) sinsx + x. 
und hieraus durch Vergleichung der Coefficienten der entſprechenden Glie⸗ 
der auf beiden Seiten der Gleichung: 








e=1 alfo 1 

60,0, =1 0-35 

9 q rtceog=i —— 
| 15 _.1 1.3.5 
14100, 79806, =1 GegaT 73 E56 


% u %s 


Die Eoefficienten unferes in Rede. ftehenden Neihenauspruds folgen 
alfo in der That dem angegebenen Gefeke, und es.ift fomit die Rich: 
. tigkeit der obigen Behauptung erwiefen. 











E 2 
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713. Der Gebrauch auch dieſer Reihe möge an einem Beiſpiele 
erläutert werden. 


’ | Seſebt man ſolle den Bogen von JOo durch feinen Sinus finden, 
o wäre 


x 1° 
=: Z und, wie bekannt, sin 6 => 


+1 .3 z1ı® ,ı1.3.5 
— 4. 7 9) + 5:51 Go) +72 9) ri 


2 ift num 


ai 


3 = 0500000 000 

3 5 5) — 0,020833333 

5 — 3. [OJ = 0,002343750 

4.2-72.(8) = 0,000348772 

0) > 0000050850 

m : ne. 2) — 0,000010922 
7 > 1 2) == 0,000002118 » 


E — 0,523598234 


alfo mr = 6 . 0,523598234 = 3,141589404 
ein Werth, der fchon ziemlich gut der Ludolph’fchen Zahl fich nähert. 
714. Der Reihenausdruc für einen Kreisbogen mittelft feines 
Coſinus, ift folgender: 
1.3 





x — z cos x cosdx cosdx — X 
— 2 3 ° 5 2 . 4 " 
Denn, da 


=eny+z.gendy+ . M. iney +. 


Sn 


fo ift, wenn man y = x feßt, wodurd) sin y == cos x wird, 


2. 
mn __ ‚11 , 11.3, , 
5 XS cosx -4 3 3 cossx - 5· 5 gott... 


und hieraus ergiebt ſich unmittelbar die Richtigkeit unſerer Behauptung. 





I A 
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Dur) 0,4342945.... . miüffen alfo ‘die natürlichen Logarithmen multi: 
plicirt werden, um: ſi e in Tafel-Logarithmen zu verwandeln. Man 
findet auf diefe Weite, übereinftimmend mit den Tafeln: 


log 2 = 0,3010300 

log 3 = 0,4771213 

log 4 = 2 log 2 = 0,6020600 

1og 5 = log 10 — log 2 = 0,6989700 
g6 =lg 2 +lg3 — = 0,7781513 
log 8 = 3 log ? = 0,9030900 

log 9 = 2 log 3 = 0,9542425 

Der in diefer Reihe noch fehlende Logarithmus von 7 läßt füch Leicht 


auf fehlende Weife berechnen. Man nehme x = 1 alfo 


1+x_10 __ 50 
1—- x 8” ur 


50 1 1 
Ip: (gt 7m + rt) | 
== 0,0202027 
und hieraus 
L49 = 130 — .0,0202027 | 
2L7=L10 + L5 — 0,0%%077 
LT — 2,3025851 + 0,6989700 — 0,02002077. 





= - .0,8450980 
Auf ganz ähnliche Weife wie für das Briggifche Spftem beftimmt 
man den Modulus für jedes andere. Denn ift für irgend ein logarith: 
‚mifches Syſtem die Grundzahl a, der Modulus M, und werden die‘ 
Logarithmen diefes Syſtems durch log, die natürlichen dagegen durch 
ein bloßes vorgefeßtes 1 bezeichnet, To hat man: 


M.La=loga=1, ale = 


‚dd. der Modulus jedes Logarithmenſyſtems ift gleid 
dem reciprofen Werthbe vom natärlihen Logarith mus 
der Grundzahl. 























. 
’ | 
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Vierter Abſchnitt. 


Bon: der Entwidelung der goniometrifchen Functionen und. 


Kreisbogen in. Reiben. 





708. Es iſt ſchon früher (337, Anm. 4 und 367, Anmerk. 6) 
dem Lefer verfprochen worden, daß in diefem Anhange einiges Nähere 


über die Reihen mitgetheilt werden follte, in denen die goniometrifchen 


Functionen duch ihre zugehörigen Bogen, und umgekehrt. beliebige 
Bogen (alfo auch die ganze Peripherie) durch goniometrifche Functio: 
nen ausgebrüdt erfcheinen. Das Weſentlichſte beſteht in Folgendem. 
Reihenausdruͤcke fuͤr Sinus und Coſinus. 
709. Leherſſatz. Die nach Potenzen eines beliebigen Bogens x 


fortfchreitende Reihe, in welche fich der Sinus diefes Bogens entwi⸗ 
dein läßt, muß nothwendig von folgender Form 


sinx—=x- Mx" +. 
fein, fo daß alle Stieder der Keihe vom zweiten an Potenzen von x 
enthalten, deren Erpanenten ganze, pofitive und die Einheit überftei: 
gende Zahlen find. 
Dew. Nur unter diefer Form ift die Reihe im Stande, dem frü: 
bern Lehrſatze 355 zu genügen, dem zufolge für "ein immer Heiner wer: 


dendes x das Verhaͤltniß sin x die Einheit zur Graͤnze hat. 


R Zuſ. 1. Die Reihe für den Eofinus muß nothwendig von der 
orm: 





14m Li... 


fein, wen fowohl als alle eoigenden Potenzerponenten ganze, pofitive 
Zahlen und größer als 2 fein müffen. 





Bew. Es if: 
csox—=V1—sin?x—=(1— sin? x)# — 1 — 3. sin? x — 
+ . 1.1.3. 
4 —_— 1 — — 6 
5 4 sın” X 2” A. 6 sin” x 


Subfkituirt man hier für sin x den vorher beffimmten Reihenausdruck 
xt Mx" + ı0., fo erhält man: 


coox=1—4(xz-+Mx" + ...)? E44... 
1.1 


=1-jr—, x? — x. 


alfo einen Reihenausdruck von der behaupteten Form. 


Zuſ. 2. Subſtituirt man in den aus der Goniometrie bekannten 
Ausdruͤcken: 
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sin (x 4 d) = siu x cos d + sin d cos x 

cos (x #4 d) = cos x cos d — sind. sin’x 
für sin d und cos d die fo eben beſtimmten Reihenausdruͤcke, fe erhält 
man: 


int) Sein SHP.E..) + eox(d+P.d” +.) 
—sinx+dicosx+Q.d" + .... 


und 
2 14 
cos(x+d)==cosx x (1 Str. ar, ) — sin x (d Pe. d' +..) 
—=cox—d.sinztR.d-+.... 


710. Segen wir nun zur Beftimmung des noch übrigen Theils 
der in Rede ſtehenden Reihemansbräde: - 


1.cosx=1— 5 + Ci — Cox” + Cyx! — ꝛc. 

wo die Potenzexponenten a, B, Y. . ſteigend fortgehen, fo iſt, wenn 

x mit x 4 d vertauſcht wird: | 

2. cos(<+d)= 1-44)? HC (+ A)*- Cox +g)° + x. 

tat 
dia... td. 
...d® .  .a—2 
— — | 


+%. 

=cox—d.(x—a Ct) 
alfo auch (709, Zuf. 2) u 
cx—d.sinx--Rd +1.—=cosx—d(x—a Ca ie )—ı. 


eine Gleichung, die für jeden Werth von d ihre Gültigkeit behält, in 
welcher daher die’ auf beiden Seiten zu gleichen Potenzen von d geb: 
rigen Coefficienten einzeln für ſich einander gleich fein muͤſſen, alfo: 


3. sinx—x— a (Cax* 1198 Cox I_, crx-14 ⁊c. 


Vertauſcht man in dieſer Gleichung aufs Neue x mitx + d, fo erhaͤlt 
man; 


4. einst) td— act ajt! 

| 2 — ya a+a 7! 
—=x— ala" + BC year nt 

+4l1—a.(a 1)Cax""?+B.(B-1)C9xt? 

+% x — ⁊c.] 
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und hieraus in Verbindung mit 709, Zuf. 2 


sinxt+d.[1—a.(a 10x +BB-Nax = 


- sinx--doosx + ⁊. 


mithin aus gleichem Grunde wie vorher: 


5. co 1 —a.la—1)Caxt "+ B.B— Da "u. 
und mithin auh: | 
6.1 -5 + Cox" — Cax® +.=1-—a (a—1) Ca xx 


4 66- 9 c; xb *—ic 

Da nun dieſe letzte Gleichung eben ſo wie diejenigen, aus denen ſie 

hergeleitet iſt, für jeden Werth von x Statt findet, fo muͤſſen je zwei 

entfprechende Gtieder auf beiden Seiten einzeln einander gleich fein, 

alfo fowohl die Potenzerponenten von x, als auch die Coefficienten die⸗ 

fer gleichen Potenzen. Durch die erftere Vergleichung erhält man: 
—22alſo a — 4 | 
B—-IY=ıa—$ß=6 en 

y—-.ı= 6 — = 8 

— 10 


2 


| ꝛc. = | 
Aus der Vergleichung der Coefficienten von je zwei entfprechenden Glie⸗ 
dern ergiebt ſich: 


124. ( -N a alſo ca - 557 





1 
G=ßB.$B—- DRG «GR =973,1%7.5.6 


Ä 1 
y=y9- Cy alſo =773T7T.5.6.7.8 


Durch Subſtitution dieſer gefundenen Werthe verwandelt ſich unſere 


obige Gleichung (1) in folgende: 

x? xt x6 x F 
— —— 
und die Gleichung (3) in | 


ꝛc. 


WU x3. x5 x? | . 
ns=x- 93179 443 —— 6. Tr“ 


und man erhält in diefen beiden legten Gleichungen die für Sinus und 
Coſinus gefuchten Reihenausdruͤcke. 

Anmerkung 1. Um dieſe Reihen zu wirklichen Berechnungen der Sinuſſe und Go⸗ 
finuffe beſtimmter Bogen anwenden zu können, muß man diefe Bogen in Theilen des 
Radius d. h. in Zahlen ausdrücken, deren Einheit diefer Radius ift. Da nun, wie bes 
tannt, für den Halbmefler als Einheit, der halbe Umkreis oder m = 3,1415926536 


üt, fo ift die Länge des Quadranten oder 5 = 1,5707963268. Sett man nun 
= 
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fo muß man zur Berechnung des Sinus diefeb Bogens alle unger aden Potenzen ſowohl 
von = als von 5 zur Berechnung des Gofinus Dagegen die geraden Potenzen eben die- 
fer Größen berechnen. 

Die Potenzen von Z bleiben nun, wie aud = fi ändern möge, unverändert ; de 
ber bat Euler, indem er in feiner Introduactio die berssgneten Werthe derfelben mit: 
theilte, alle fpätern der Mühe diefer Berechnung überhoben*). Die Werthe von 


und ſeinen Potenzen ſind dagegen nach der verſchiedenen Groͤße des Bogens, deſſen Si⸗ 
nus oder Goſinus berechnet werden fol, verſchieden, und müſſen daher jedesmal beſon⸗ 
ders berechnet werden. Es geſchieht dieß aber um ſo leichter, je ſtärker unſere gefunde⸗ 
nen Reihen convergiren, eine je kleinere Anzahl von Gliedern alſo hinreicht, um ſchon 
einen groͤßern Grad von Genauigkeit zu erlangen, 

ur größern Berbeutlihüng des Einzelnen möge bier ein Beiſpiel folgen. 


Geſetzt man follte den Zahlwerth Yes Sinus von 15° beredhnen ; ſo wäre für dieſen 
Fall offenbar er alfo 
n 





1 x 
Tr 
3: (5) = 0,00001025 * al = 0,00000002 
EL 1130 — 0,00299059 


— 0,0029%59 
0,25881905 
alfo finden wir, übereinftimmend mit den Tafeln: 
sin 15° = 0,2588190 
Zuf. Aus den für den Sinus und Eofinus gefundenen Neihens 
ausdruͤcken, ergiebt fi 6 zleicht: 





— xd x7 
133+ 133273 - +“ 
u —— — 
- rat 3a . 
und 
x? .x4# x6 
 __ATTErTrTR FAT. gr“ 
cotangx = 5 3 =7 
X X 
sg 


) Sür Die gehn erſten Motenzen erhält man: . 
2 
> == 1,57079633 > (2) = 123370055 


536) = usa — >34 (£)" = 0,25366961 


33.136) - mens 5-55)" = ones 


. 1 MM _ | 1 ne 
2.3...6.7 5) = 0,00468175 5 — 0,00091926 


1.55) = m G) - ons“ 


Anhang. 537 


Anmerkung. Durch wirkliche Ansführung der Divifion läßt ih die Bruchform dies 
der beiden Reihen entfernen; Die Coefflcienten-der fucceffiven Potenzen won x folgen aber 
dann einem weniger einfachen Geſetze; daher wir diefe fo wie einige andere Reihen bier 
um ſo mehr übergehen, da es und blos darauf ankam, überhaupt zu zeigen, mie man 
zu folden Reihenausdrüden gelangen kann. 


Reihen für den Bogen durch Sinus und Coſi nus. 


711. Lehrfas. Soll ein Kreisbogen durch eine Reihe darge: 
ftellt werden, die nach Potenzen vom Sinus .diefes Bogens fortfchrei: 
tet, und in welcher jedes Glied einen beftimmten, von Null verſchie⸗ 
denen, Eoefficienten hat, fo kann in diefem Reihenausdruck keine ein⸗ 
zige von den geraden Potenzen der Entwichelungegroße (des Sinus) 
erſcheinen. 


Bew. Denn geſetzt, es koͤnnte 
x Go +0, sinsx-+Cl,sn?x-+ Cl, sin’x+ x. m 
fein, fo müßte, wenn man xin —x übergehen ließ, weil, wie aus 
der Soniometrie befannt, in — x = — sinx, iſt, 
nothwendig auch: 
—ı=-(,—(C, sinx- C, sin? x — C, sin? x + %. 
aber zufolge unferer Gleichung (1) wäre auch 
— x — — [CoO - Cix 4 Cꝓxꝰ4 Cʒx? 4. J 
alfo müßte auch, und zwar für jeden Werth von x 
Co — C, sinx-+C,sin®x—C,sin®x-+. .—=—[C,+C, sinx + 


C,sin?x-+...] 
fein, was offenbar nur dann möglich ift, wenn | 
Co — C C. =... (C2.h 0O if. 

712. Der Reihenausdruck eines bellebigen Kreisbogens x mittelft 
feines Sinus iſt ſotgender: 
s=sinxtz. — 1.3 5 in?x +.....+ 

" 1. 3. 2 .(2n—1) ,2n+1 
On+1' 2.4. Gb. u x 
Bew. Dem Lehrfage der vorigen Nummer zufolge hat man: 
1. x=(C, sinx + C, sn®z + C, sindx + ıc., 
2. y=C, siny-+ C, sindy + C, sindy + ic. 
und hieraus 
3. x—y=(C, [sinx—siny]+ C, [sin®x — sinsy] +6, 
[sindx — sindy] + ic. 


Dividirt man beide Seiten der Gleichung 3 durch sin’x — siny, und 
erwägt, daß 
n n 


— u—1 n—3 - n—3 n—1 
— *2 +P "at 9? Tr.-.2 +4 


pP 
fo erhält man: 
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— — * C,+C, [sin?x + sinx siny-- sin?y]-+ 


sin x — siny 
C, [sin®x — .... + sinty] + «. 
oder, weil 


sin x — sin y„- = 2 sin (x—y)co}(<x+y)= - chord. (x —y). 
, cos} (x 4-y) 
xy 


3 Geyer Ct Ca hintr + 
sinx.siny- sin?2y] + ⁊c. 
Seht man x=y, fo wird dem frähern Lehrſatze 360 zufolge: 
x, - 
chord. — y) 1, 
unfere Gleichung 5 verwandelt fich alfo in: 
1 _ C,+3C, sin?<—+-5C, sintx + 7C, sin®x + x. 


cos X 


Nun iſt aber 





1 _ 1 
co?x 1 — sin? 
und, wie man fich durch wirkliche Ausführung der Divifion uͤberzeugt: 
mn 1 + sin?x + sin®x + sin6x + ..... 
Alfo tft auch: 
7. 1 + sin?x 4 sin®x + sin®x + ı. 
—= [C, + 3C, sin? + 5 C, sin®x + ..]? 
—= (* + 6C0,C, sin?x + (9C? + 10C,C,) sin®x 
+ (14C,C, + 30 C,C,) sinsx + x. 
und hieraus durch Vergleichung der Soefficienten der entſprechenden Glie⸗ 
der auf beiden Seiten der Gleichung: 





@—1 alſo 0.*1 
6010, =1 
962 - 10 cq.0, =1 . 

15 11.3.5 
140,0, + 900,0, =1 Ga 75% 46 
x. » ⁊c. 


Die Coefficienten unferes in Rede ſtehenden Reihenausdrucks folgen 
alſo in der That dem angegebenen Geſetze, und es iſt ſomit die Rich⸗ 
tigkeit der obigen Behauptung erwieſen. 





ar 
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713. Der Gebrauch aud, diefer Reihe möge an einem Beifpiele 
erläutert werden. 


’ Seſcht man ſolle den Bogen von 300 durch feinen Sinus finden, 
o wäre 


x=g um, wie befannt, sin => 
alte 
+1 1.3 1 11.3.5 In? 
str td Hr) +° 
& ift num 
3 > 0500000000 
14 
3-5: 5) — 0,020833333 
. — 3. 5) — 0,002343750 
1.135, hy — 0,000348772 
11.3.5.7 n® 
371:>3:G = 0,000059339 
11.3...9 1% 
Taklr Peer (5) — 0,000010922 
I 1.3..1 zw 
32.7...n:65) 7900002118 
= 0,523598234 


alſo — 6. 0523598234 3, 141589404 
ein Werth, der ſchon ziemlich gut der Ludolph'ſchen Zahl ſich naͤhert. 
714. Der Reihenausdruck für einen Kreisbogen mittelſt feines 
Coſinus, iſt folgender: 
Z— eosx — . . cosıx — ! 1. 3 cos?x — ꝛe. 
2 3 2 5 2.4 
Denn, da | 





y-eny+3. unty + . M. sindy P ... 


ſo iſt, wenn man y= r — x feßt, wodurd) sin y = cos x Wird, 


2. 





_ı— 2 c0s3 6 
5 x x +2. ee * cost +. 
und hieraus ergiebt fic unmittelbar die Nichtigkeit unferer Behauptung. 
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Anmerkung. Diefe Reihe folgt, fie jeder felbft bemerkt , demſelben Geſete, wie 
die in der vorigen Nummer betrachtete, aus der fie hergeleitet (ft; ; fie bedarf daher aud 
feiner befondern Erläuterung durch Beifpiele. 

715. in Kreisbogen, wird mittelft feiner Tangente. durch fol⸗ 


gende Reihe dargeftellt: 

x tang x — tang?x + . tangdx — 4 tang’x + ꝛc. 
Denn es laͤßt ſich zuvoͤrderſt auf ganz aͤhnliche Weiſe wie beim Si: 
nus, durch Hülfe des bekannten goniometrifchen Satzes, nach welchem 
tang — x = — tangx, zeigen, daß. in diefem Reihenausdruck feine 
andern als die ungeraden Potenzen der Entwidelungsgröße (tamg x) 
erfcheinen koͤnnen. 


Es fei demnach | 

1.x—=C,t1gx+C,tgdx +C,t8°x + C, is x pe 
Hieraus folgt, wenn x fi in y verändert 

2. y=0C,8#y+6Gty +6 igꝰy 4 C ts7y -4 ꝛc. 
alſo auch | 

3. x—y=tC, (x — ty) + C, — tg®y) + 

C, (tsꝰx — ty) + ı. 

und wenn man beide Seiten durch tg x — tg y dividirt 


X — 
igx — 1gy * — c C Eꝛx + 1gxigy + tsy) 
| +6, (ex +... +!) + ꝛc. 


Nach einem bekannten goniometrifchen Sag ift aber 
| sin (x — y) 





is x 57 cos x. cos y 
ale - 
sin (X — y) | 
Seht. man x y, fo wird cos x cos y cosꝰx und nach 355, Zuf. 3, | 
_ I —A, 
sin (X — Y) 


man erhält alfo 
5. co?x—=C, +3 C, tg?x + 90, 18x +70, 18°%x + ic. 
und hieraus, weil 
1 


1 
x Tre 1 — 18?2x + tg?x — gehe, 
6. 1- i82x ig*x — igox 4-. .⸗C-30, tgx 8c, tgtx 
47 0, tgex 4. 
alſo durch Vergleichung der Coefficienten von Je zwei entfprechenden 
Gliedern: 
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, = 1 oder = 1 
-.36,=—1 .=-3 
56, = 1 - = 3 
,=—-1 g=-7 


ic. = ic 
und fomit ift die Richtigkeit des in Rede ſtehenden Ausdrucks erwiefen. 
Anmerkung 1. Diefe Neihe wurde zuerft mitgetheilt von Jacob Gregory im J. 


1671, fpäter von Leibnitz. Gleihwohl ift e& der legtere, nad dem fie gewöhnlich 
ihren Namen führt. 


© j on 
. Zuſ. 1. Iſt x — 45 = 7 alfotg x 1, fo erhält man: 
nr 1,1 01,1 41 1. 
a mi sr True mitm" 
Anmerfung 2. Da die Reihe in diefer ihrer urfprünglichen .Geftalt zu wenig con« 


Vvergirt, um mit Nusen zu wirklichen Berechnungen gebraucht zu werden, fo hat Eu- 
ler diefelbe auf folgende Weiſe umgeformt. 





er. 1 tg its7 ug 
Es ſei x py 7, rg gmbh 





ec: 1—tgy 1 
mithin tg x = I fiy’ alfo, wenn man tg y= 7, fept, 
1 
1 — - 
tg x — - 2 4 
147 3 
Hieraus erhält man 1 j _ 
ara 3° Tzenmetr“ 
uſ. 2 | 1 1. 1 
35 - 
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Fuͤnfter Abfchnitt. 


Peter Nieuwland’s 
gewefenen Profefiord au Leyden 


Löfung der Aufgabe: den größten unter allen Würfeln 
zu finden, welche ſich Durch einen gegebenen Würfel 
hindurchſchieben Taffen *). | 





= 


716. Es fei ABCD ($ig. 247) die obere Öndfläche des gegebenen 
Winfels, ACFE der Schnitt einer durch die Diagonale AC gehenden 
fentrechten Ebene, G der Mittelpunct des MWürfels, HGL eine Senk 
vechte durch G auf AC gezogen. Aus G ziche beliebig die Gerade GP, 
nimm auf ihr einen beliebigen PDunct J and errichte in diefem die Senk 
rechte KIQ und ziehe JO fenkrecht auf AH; durch den Punct O in der 
Ebene und innerhalb des Dreieds ABC ziehe eine Gerade, die ſenkrecht 
auf AC, verlängere fie beliebig bis M, und errichte auf ihr in M eine 
Senkrechte MN. 

-  Dentt man fich nun diefetbe Conſtruction in der andern Hälfte 
ADC der obern Endfläche, eben fo an der andern Seite von HL und 
an der untern Endfläche des Würfels wiederholt, und darauf den Wär: 
fel gefchnitten durch Ebenen, von denen die eine fenkrecht auf AF durch 
KJ, die andere fenfrecht auf ABCD durch MN gelegt ift, fo wird man 
ein Wuͤrfelſtuͤck übrig behalten, durch welches man ein gerades und 
rechtwinteliges Parallelepipedum Bindurchfchieben kann, deflen eine Dis 
menfion = 2 MO, die andere =2 JG ift, während die dritte unbe: 
flimmt bleibt. 

Wird verlangt, daß ein folches Parallelepipedum ein Würfel fei, 
fo ift nur nöthig, OM = GJ zu nehmen. | 

Es find verfhiedene Schnitte moͤglich, welche Deffnungen geben, 
durch welche fich inhaltsgleiche Paralletepipeda oder Würfel hindurdy: 
fhieben laffen. Denn befchreibt man aus G mit GJ als Radius den 
Kreisbogen JiS, nimmt auf ihm den beliebigen Punct i, errichtet die 
Serftrechten kiq und io, und aus o die Senkrechte om = OM, fo ge 
ben die durch KJIQ und kiq geführten Schnitte Deffnungen, welche in 
Beziehung auf die Größe der durchfchiebbaren Parallelepipeda mit ein: 
ander übereinftimmen. | 

Wird gefordert, daß dag durchzufchiebende Parallelepipedum nicht 
blos überhaupt ein Würfel, fondern ein dem gegebenen inhaltsgleicher 
Würfel fei, fo muß man OM =GJ = GH=L AB nehmen. Auch 
dieſer Bedingung kann durch mehr als einen Schnitt Genuͤge geleiftet 
werden. Wird der Winkel HGJ kleiner, fo nimmt auch) AK und dag 
Stuͤck des Würfels AKQ ab. Denkt man fih AK durch fortwähren: 


2* Man erinnere ſich deſſen, was früher in der dritten Anmerkung au 485 Über die⸗ 
fen Gegenſtand geſagt worden ift. | ri 
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des Abnehmen unendlich Mein geworden, fo fallen die Puncte P, O, J 
und H auf einander; es tft BH >> HG und mithin au > MI. 
Entfernt fih der Punct O von H, fo koͤmmt natürlich M immer 
näher der Geraden AB; gefegt nun es falle O in T, wenn M mit U 
auf AB zufammenfällt, d. h. alfo, ee tUT = GI —=JYAB, fo tt T 


der legte Punct auf HA unter denen, für welche ein mit dem gegebe⸗ 


nen inhaltsgleicher Würfel durch die entflandene Deffnung fid hindurch: 
fchieben läßt. Es verfteht ſich dabei von felbft, daß in der Praris der 
Punct U niemals im vollen Sinne des Wortes auf AB liegen kann. 
Es ſoll naher noch ein Wort Über diefen Fall gefagt werden. 

Fällt der Punct O zwifchen H und T z.B. in x, fo laffen fich die 
in Rede ftehenden Schnitte an dem Würfel fo führen, daß durch die 
entftandene Deffnung ein Würfel fich hindurchſchieben Läßt, der größer 
ift, als der gegebene ſelbſt, und es läßt ſich auch hier ein und derfelbe 
Würfel (dem Inhalte nah) durch verfchiedene Schnitte erhalten. 

Es fragt fid) nun, welches die Lage des Punctes O fein müfle, da: 
mit der möglich größte Würfel durch die entflandene Deffnung hindurch: 
gehe. - 

i Man nehme an, e8 bezeichne x die gefuchte Lage unferes Punctes. 
Soll diefe Annahme richtig fein, fo muͤſſen nothwendig J, O und P zu: 


fammen (inx) fallen; außerdem mußM auf der Linie AB (iny) und GJ- 


== OM (hier alfo Gx = xy) fein. 


Auflöfung. . ‚ 
Im Dr. Axy iſt W. x — 900, W. xAy= 45%, alſo yx — 
Ax =xG. 
Es iſt ferner 
AH, = 4AB, =3 HL, =26GH, 
AG, = AH, + CH, = 3 GH, 
AG, = Axı + Cx, + 2% Ax,xH 
— 2Ax, + 2Ax,xH = 2Ax, + 2Ax,(AH— Ax) 
| Ä — QAx,AH, 
‚alfo 3 GH, = 2 Ax,AH 
und Ax:3CH=GH: AH 
. mithin au) Ax, : 9 GH, = GH, : 4 AH, 
oder Axı: 3 AH, = 4 AH, : 4 AH, 
Ax, :9 AH, = AH, : 16 AH, = 1: 16, alfo 
Ax = 3 AH, und 2 Ax = 3 AC . 


Man ift dadurch zu folgender einfachen Auflöfung unferer in Rede fte: 
henden Aufgabe gekommen: 

Die Seite des moͤglich größten Würfels, der fich 
durch einen gegebenen hHindurdhfchieben läßt, be: 
trägt 2 von der Länge. der Diagonale einer 
Graͤnzflaͤche diefes letztern. 


Zuſ. 1. Auch die Größe des Winkels xGH laͤßt ſich leicht beſtimmen. 
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Zieht man HW, ſo ni 
: F = Gx : GH, 


alfo weil Fi = == 3 Hx, 
auh GH = 3 HW j 
mithin, wenn man GH = 1 feßt, 


HW = sin xCH = = = 0,3333333 .. 


und deshalb nahe xGH 190 28° 16 
Zuſ. . Die Kanten beider Waͤrfel verhalten ſich zu einander 


=1:41vY2=1: 

alfo die Würfel —28 = 1: (1,06066 . .)® = 1 : 1,19324 
oder der möglich größte Würfel, welcher fich durch einen gegebenen hin 
durchſchieben läßt, iſt 1,19324 mal fo groß als diefer feldft. 

Anmertung 1. Das fo eben Mitgetheilte Liefert ein Beifpiel einer Aufgabe aus der 
wichtigen Lehre vom Größten und Kleinften, die bier durch bloße Hülfe der Elementar: 
geometrie gelöft ift. 

Anmerkung 2. Der Punct T, den wir vorher ald die Gränze derjenigen Punkte 
bezeichneten r melde man Schnitte zu Würfeln erhält, bie mit dem „gegebenen in- 
haltsgleich find, beftimmt fich leicht, wenn man erwägt, daß UT = 3 AB — AD fein 

Daher ift Hr = AH — AT oder, wenn man AT = 1 fett, 
HT= y?2—1 = 0414213. ., alſo weil 
HT = tang HGT, . 
HGT = 22° 30’ 
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